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第 七 版 编者 序言 


E. M. 票 弗 席 效 从 1985 年 起 就 开始 准备 《 场 论 》 的 新 版 本 ,甚至 在 他 临 
终 前 在 医院 卧病 的 日 子 里 仍然 坚持 着 这 项 工作 。 他 建议 的 修改 在 这 个 版 本 里 
都 考虑 到 了 。 其 中 需要 指出 的 是 , 本 书 对 相对 论 力学 中 角 动 量 守恒 定律 的 证 
明 进 行 了 某 些 修改 , 对 引力 理论 中 克 里 斯 托 夫 符号 的 对 称 性 问题 进行 了 更 为 
详细 的 论述 。 在 电磁 场 应 力 张 量 的 定义 中 改变 了 符号 (在 上 一 版 本 中 这 个 张 
量 的 定义 方式 和 本 教程 其 余 几 卷 都 不 一 样 ) 。 

针对 本 书 出 版 的 准备 过 程 中 产生 的 一 系列 问题 , B. 瑟 . 沙 弗 朗 诺 夫 和 我 
进行 了 讨论 , 我 对 他 表示 感谢 。 


JI. II. 皮 塔 耶 夫 斯 基 
1987 年 6 月 


第 六 版 序言 


本 书 第 一 版 问世 已 经 三 十 多 年 了 。 在 这 数 十 年 间 , 本 书 历 经 修改 和 增补 ， 
多 次 再 版 , 现在 的 篇 幅 和 最 初 相 比 几乎 增加 了 一 倍 。 但是, 朗 道 所 提出 的 构 
建 理论 的 方式 和 他 所 提倡 的 行文 方式 始终 无 须 改变 , 其 主要 特点 就 是 一 一 追 
求 简单 明了 。 即 使 在 我 不 得 不 独自 一 人 完成 修订 工作 的 时 候 , 我 也 尽 一 切 努 
力 保持 这 种 风格 。 

和 上 一 版 (第 五 版 ) 相 比 ,本 书 前 九 章 关 于 电动 力学 的 内 容 几 乎 没有 变 
化 。 对 论述 引力 场 理 论 的 相关 章节 作 了 修改 和 补充 。 这 些 章节 的 内 容 在 历次 
再 版 时 都 有 显著 增加 ,所 以 最 终 有 必要 对 这 些 内 容 进 行 重新 编排 和 整理 。 

在 这 里 我 想 对 自己 的 所 有 同事 表示 深切 的 感谢 , 由 于 人 数 太 多 , 实 难 在 
此 一 一 列举 他 们 的 姓名 。 他们 提出 大 量 意见 和 建议 帮助 我 弥补 了 书 中 的 不 足 
之 处 ,使 本 书 得 以 不 断 完 善 。 假 如 没有 这 些 建议 , 没有 这 些 在 我 遇 到 问题 时 
随时 准备 提供 的 帮助 , 继续 出 版 这 套 教 程 的 工作 肯定 会 困难 得 多 。 

我 要 特别 感谢 本 . II. 皮 塔 耶 夫 斯 基 , 我 一 直 和 他 讨论 修订 中 出 现 的 问 
题 。 也 要 特别 感谢 B. A. 别 林 斯 基 , 他 帮助 检查 了 全 书 的 公式 并 审读 了 校 样 。 


E. M. 采 弗 席 效 
1972 年 12 月 


第 一 版 和 第 二 版 序言 摘录 


本 书 阐述 电磁 场 和 引力 场 的 理论 , 也 就 是 电动 力学 和 广义 相对 论 。 完 整 
的 、 逻 辑 上 严谨 的 电磁 场 理 论 本 身 就 包含 了 狭义 相对 论 。 因 此 ,我 们 将 后 者 
作为 叙述 的 基础 。 基 本 关系 的 推导 以 变 分 原理 为 出 发 点 , 这样 做 能 使 对 问题 
的 表述 达到 最 大 限度 的 普遍 性 和 统一 性 , 就 其 实质 而 言 , 给 出 最 为 简单 的 表 
述 。 

按照 我 们 对 《理论 物理 学 教程 》 的 整体 规划 (本 书 是 其 中 的 一 部 分 )， 
这 一 卷 完 全 没有 涉及 连续 介质 的 电动 力学 问题 , 只 局 限 在 “微观 ”的 电动 力 
学 一 一 真空 和 点 电荷 的 电动 力学 。 

为 了 阅读 本 书 , 必须 了 解 普通 物理 学 课程 范围 内 的 电磁 现象 ,还 必须 熟 
练 掌握 矢量 分 析 。 不 要 求 读者 具有 张 量 分 析 的 预备 知识 ,因为 有 关内 容 会 在 
建立 引力 场 理 论 时 一 并 予以 叙述 。 


可. 朗 道 , 已. 栗 弗 席 效 
莫斯科 , 1939 年 12 月 
莫斯科 , 1947 年 6 月 


重要 符号 


三 维 空间 中 的 量 
三 维 张 量 的 指标 用 希腊 字母 表示 
dV,df,dl 体积 元 , 面 元 , 线 元 
pP 和 €& 粒子 的 动量 和 能 量 
.和 哈密 顿 国 数 
pgp 和 A 电磁 场 的 标 势 和 矢 势 
E 和 HH 电场 强度 和 磁场 强度 
pP 和 j 电荷 密度 和 电流 密度 
d 电 偶 极 矩 
m 磁 偶 极 和 拢 
四 维 空间 中 的 量 
四 维 张 量 的 指标 用 拉丁 字母 表示 
字母 i,k,1,.… 的 取 值 范围 是 0,1,2,3 
采用 带 有 号 差 (+ 一 一 一 ) 的 度 规 
指标 的 上 移 和 下 移 法 则 在 16 页 
四 维 矢量 的 分 量 以 Ai = (40, 4) 的 形式 列 出 
eikim 四 阶 反 对 称 单位 张 量 , 并 且 e0123 = 1 
(定义 见 19 页 ) 
d2 = dz0dzldz2dz3 四 维 体积 元 
ds’ 超 曲 面 元 (定义 见 22 页 ) 
Ti = (ct, 7) 四 维 径 矢 
u' 一 dzi/ds 四 维 速度 
p' = (6€/c,p) 四 维 动量 
7 = (cp, pv) 四 维 电 流 
A'i = (%, A) 电磁 场 的 四 维 势 
Fik = 二 二 一 于 一 四 维 电磁 场 张 量 (分 量 Fin 与 百 和 五 的 
分 量 之 间 的 关系 见 69 页 ) 
Tik 四 维 能 量 动量 张 量 (其 分 量 的 定义 见 89 页 ) 





重要 符号 


在 引用 本 教程 其 他 各 卷 的 章节 和 公式 时 , 卷 号 与 书 名 的 对 应 关系 为 : 
第 一 卷 :《 力学 》, 俄 文 第 五 版 , 中 文 第 一 版 ; 

第 三 卷 :《 量子 力学 ( 非 相 对 论 理 论 )》, 俄 文 第 六 版 , 中 文 第 一 版 ; 
第 五 卷 :《 统计 物理 学 1 》, 俄 文 第 五 版 , 中 文 第 一 版 ; 

第 六 卷 :《 流体 力学 》, 俄 文 第 五 版 , 中 文 第 一 版 ; 

第 八 卷 :《 连续 介质 电动 力学 》, 俄 文 第 四 版 , 中 文 第 一 版 。 
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第 一 章 


相对 性 原理 


81 相互 作用 的 传播 速度 


为 了 描述 自然 界 中 所 发 生 的 过 程 , 必须 有 一 个 所 谓 参考 系 . 参考 系 应 理 
解 为 一 个 坐标 系 和 固定 在 这 个 坐标 系 里 的 钟 . 坐标 系 用 来 刻画 一 个 粒子 在 空 
间 的 位 置 , 钟 用 来 指示 时 间 . 

有 这 样 一 类 参考 系 , 在 其 中 , 一 个 自由 运动 物体 , 即 一 个 无 外 力作 用 于 
其 上 的 运动 物体 , 是 以 恒定 速度 行进 的 . 这 类 参考 系 叫 做 惯性 系 . 

如 果 两 个 参考 系 彼此 相对 作 匀 速 直线 运动 , 而 其 中 的 一 个 又 是 惯性 系 ， 
那么 , 另外 一 个 显然 也 是 惯性 系 (在 这 个 参考 系 中 每 一 个 自由 运动 也 将 是 匀 
速 直 线 运 动 ) . 因此 , 我 们 可 以 有 任意 多 个 惯性 参考 系 , 它们 彼此 相对 作 匀 速 
直线 运动 . 

实验 表明 , 所 谓 相 对 性 原理 是 有 效 的 . 按照 这 个 原理 , 所 有 的 自然 定律 
在 所 有 惯性 参考 系 中 都 是 相同 的 . 换 句 话说 , 表示 自然 定律 的 方程 对 于 由 一 
个 惯性 系 到 另 一 个 惯性 系 的 时 间 与 坐标 的 各 种 变换 来 说 是 不 变 的 . 这 就 是 说 ， 
描述 自然 界定 律 的 方程 ,如 用 不 同 的 惯性 参考 系 的 坐标 与 时 间 写 出 来 , 将 有 
同样 的 形式 . 

粒子 间 的 相互 作用 在 普通 力学 中 由 相互 作用 势能 来 描述 , 相互 作用 势能 
是 相互 作用 的 粒子 的 坐标 的 函数 . 很 容易 看 出 , 这 种 描述 相互 作用 的 方式 , 包 
含 着 一 个 假定 , 即 假定 相互 作用 是 瞬时 传播 的 . 事实 上 , 按照 上 面 的 说 法 , 每 
一 个 粒子 在 某 一 瞬时 受到 其 他 各 粒子 的 作用 力 , 仅 与 那些 粒子 在 该 瞬时 的 位 
置 有 关 . 在 这 些 相 互 作 用 的 粒子 中 , 如 果 有 一 个 粒子 改变 了 位 置 , 立刻 就 会 
影响 到 其 他 各 粒子 . 

然而 , 实验 表明 , 瞬时 的 相互 作用 在 自然 界 中 是 不 存在 的 . 因此 , 基于 
相互 作用 的 瞬时 传播 概念 的 力学 本 身 就 含有 某 些 不 准确 性 . 实际 上 , 如果 相 
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互 作用 的 物体 中 的 一 个 发 生 任 何 变 动 , 仅仅 在 过 了 某 段 时 间 以 后 才能 影响 到 
其 他 物体 . 只 有 在 这 段 时 间 以 后 , 由 最 初 变动 所 产生 的 物理 过 程 才 开始 在 第 
二 个 物体 上 发 生 . 用 这 段 时 间 除 两 个 物体 间 的 距离 , 就 得 到 相互 作用 的 传播 
速度 . 

我 们 要 注意 , 这 个 速度 , 严格 地 说 , 应 该 称 为 相互 作用 的 最 大 传播 速度 . 
这 个 速度 仅仅 决定 某 一 物体 的 变动 开始 在 第 二 个 物体 上 表现 出 来 所 需要 的 时 
间 间 隔 . 显然 , 相互 作用 的 最 大 传播 速度 的 存在 , 同时 也 就 暗示 着 , 在 自然 界 
中 , 物体 运动 的 速度 一 般 不 可 能 大 于 这 个 速度 .事实 上 , 假若 真 的 有 这 种 运动 
存在 , 那么 我 们 就 可 以 利用 这 种 运动 实现 一 个 相互 作用 , 其 传播 速度 比 上 面 
所 说 的 最 大 传播 速度 还 要 大 . 

从 一 个 粒子 向 男 一 个 粒子 传播 的 相互 作用 往往 叫做 “信和 号”, 它 由 第 一 
个 粒子 发 出 , 将 第 一 个 粒子 所 经 历 的 变化 “通知 ”第 二 个 粒子 . 因此 相互 作用 
的 传播 速度 称 为 信号 速度 . 

值得 注意 的 是 , 由 相对 性 原理 可 以 推断 相互 作用 的 传播 速度 在 所 有 惯性 
参考 系 中 都 是 一 样 的 . 因此 , 相互 作用 的 传播 速度 是 一 个 普 适 常数 . 

以 后 我 们 将 要 证 明 , 这 个 恒定 速度 就 是 光 在 真空 中 的 速度 . 我 们 通常 用 
字母 c 来 代表 光速 , 其 值 等 于 


c= 2.998 x 10 cm/s. (1.1) 


这 个 速度 很 高 , 这 可 以 解释 经 典 力学 为 何在 大 多 数 情况 下 都 足够 精确 . 
我 们 有 机 会 遇 到 的 各 种 速度 通常 都 比 光 速 小 得 多 , 以 至 假设 光速 为 无 限 大 ， 
对 结果 的 精确 性 并 无 实质 上 的 影响 . 

把 相对 性 原理 同 相 互 作用 传播 速度 的 有 限 性 结合 起 来 , 就 是 爱 因 斯 坦 
的 相对 性 原理 ( 爱 因 斯 坦 在 1905 年 提出 这 个 原理 ), 它 不 同 于 伽利略 的 相对 
性 原理 , 伽利略 的 相对 性 原理 基于 无 限 大 的 相互 作用 传播 速度 . 

以 爱 因 斯 坦 的 相对 性 原理 (以 后 我 们 通常 简称 它 为 相对 性 原理 ) 为 基础 
的 力学 , 称 为 相对 论 力学 . 在 运动 物体 的 速度 远 小 于 光速 的 极限 情形 下 , 我 
们 就 可 以 略 去 传播 速度 的 有 限 性 对 于 运动 的 影响 . 这 样 一 来 , 相对 论 力学 就 
变 为 通常 的 力学 了 , 通常 的 力学 基于 相互 作用 瞬时 传播 这 一 假定 ; 这 种 力学 
称 为 牛顿 力学 或 经 典 力学 . 在 相对 论 力学 的 公式 中 , 取 c 一 co 极限 , 就 可 由 
相对 论 力学 在 形式 上 过 渡 到 经 典 力学 . 

在 经 典 力学 中 , 距离 已 经 是 相对 的 , 就 是 说 , 不 同事 件 的 空间 关系 依赖 
于 描述 这 些 事件 所 用 的 参考 系 . 所 以 , 说 两 件 不 同时 的 事件 发 生 在 空间 同一 
点 上 ,或 者 更 普遍 而 言 , 说 两 件 不 同时 的 事件 发 生 在 彼此 间 有 一 定 距离 的 两 
点 上 , 只 有 当 我 们 指明 了 我 们 所 用 的 是 哪 一 个 参考 系 时 才 有 意义 . 
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男 一 方面 , 在 经 典 力学 中 , 时 间 是 绝对 的 ; 换 句 话说 , 经 典 力学 假定 时 
间 的 特性 与 参考 系 无 关 , 对 所 有 参考 系 来 说 , 时 间 只 有 一 个 . 这 就 是 说 , 假如 
对 于 某 一 个 观察 者 来 说 , 有 两 个 现象 是 同时 发 生 的 , 那么 , 对 所 有 其 他 观察 
者 来 说 ,这 两 个 现象 也 是 同时 发 生 的 . 更 普遍 而 言 , 两 个 给 定 事件 发 生 的 时 
间 间 隔 在 一 切 参考 系 中 必须 一 样 . 

然而 , 很 容易 证 明 , 绝对 时 间 的 概念 是 与 爱 因 斯 坦 的 相对 性 原理 完全 冲 
突 的 . 为 了 说 明 这 一 点 , 我 们 只 需 回忆 一 下 , 在 以 绝对 时 间 的 概念 为 基础 的 
经 典 力学 中 , 速度 合成 的 通用 法 则 是 有 效 的 . 按照 这 个 法 则 , 复合 运动 的 合 
速度 简单 地 等 于 组 成 这 个 运动 的 各 个 速度 的 (矢量 ) 和 .这 个 法 则 既然 是 普遍 
适用 的 , 就 应 该 可 以 应 用 于 相互 作用 的 传播 . 由 此 可 以 推出 ,传播 速度 在 不 同 
的 惯性 参考 系 中 必定 是 不 同 的 , 这 就 与 相对 性 原理 冲突 了 . 但 是 , 实验 完全 
证 实 了 相对 性 原理 . 在 1881 年 迈克 耳 孙 首次 测量 的 结果 显示 , 光速 与 其 传播 
方向 并 无 关系 ; 然而 , 按照 经 典 力学 , 光速 在 与 地 球 运 动 方向 相同 的 方向 上 ， 
应 该 比 在 与 地 球 运 动 方向 相反 的 方向 上 为 小 . 

因此 , 相对 性 原理 导出 一 个 结果 , 即时 间 不 是 绝对 的 . 在 不 同 的 参考 系 
中 , 时 间 的 流逝 也 是 不 同 的 . 所 以 ,“ 两 个 不 同 的 事件 之 间 有 一 定 的 时 间 间 隔 ” 
这 样 的 陈述 , 仅 在 肯定 地 指明 了 所 应 用 的 是 哪 一 个 参考 系 的 情况 下 才 有 意义 . 
特别 是 , 在 某 一 个 参考 系 内 同时 发 生 的 事件 , 对 另 一 个 参考 系 来 说 并 不 是 同 
时 的 . 

为 了 和 弄 清 楚 这 个 概念 , 我 们 先 考虑 下 面 的 简单 例子 . 

我 们 来 研究 两 个 惯性 参考 系 K 和 K', 其 坐标 轴 分 别 为 zyz 及 z'y'z', 而 
K' 则 相对 于 KK 沿 x 和 zx' 轴 向 右 运动 (图 1) . 





设 信 号 从 zx’ 轴 上 某 一 点 4 向 两 个 相反 的 方向 发 出 . 既然 信号 在 K' 系 中 
的 传播 速度 , 正如 在 所 有 惯性 系 中 一 样 , (在 两 个 方向 上 ) 都 等 于 c, 那么 , 它 
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就 会 (在 K' 系 里 ) 同时 到 达 与 4 等 距离 的 两 点 BB 及 C. 

但 是 , 很 显然 , 同样 的 两 事件 (信号 到 达 B 及 C 两 点 ), 对 于 在 系 
内 的 观察 者 来 说 , 绝 不 是 同时 的 . 实际 上 , 按照 相对 性 原理 , 信号 相对 于 K 
系 的 速度 也 等 于 c, 并 且 因 为 B 点 对 于 系 而 言 , 是 对 着 向 它 发 出 的 信号 移 
动 , 而 C 点 则 背离 (由 4 向 C 发 出 的 ) 信和 号 移动 , 所 以 在 KK 系 中 , 信号 到 达 
B 点 要 比 到 达 C 点 为 早 . 

因此 , 爱 因 斯 坦 的 相对 性 原理 使 基本 物理 概念 发 生 了 极 深刻 的 和 根本 的 
改变 . 由 我 们 日 常生 活 经 验 所 导出 的 空间 和 时 间 的 概念 仅仅 是 近似 的 ， 因 为 
我 们 日 常生 活 所 遇 到 的 速度 , 都 比 光 速 小 得 多 . 


82 间隔 


以 后 我 们 常常 要 用 事件 这 一 概念 . 一 个 事件 是 由 其 发 生 的 地 点 及 其 发 生 
的 时 间 来 描述 的 . 因此 , 在 某 一 实物 粒子 上 所 发 生 的 事件 可 由 粒子 的 三 个 坐 
标 及 事件 发 生 的 时 间 来 决定 . 

为 表述 便利 起 见 , 使 用 一 个 假想 的 四 维 空 间 往往 是 很 实用 的 . 在 这 个 四 
维 空间 的 四 个 轴 中 , 三 个 用 来 刻画 位 置 坐标 , 一 个 用 来 标示 时 间 , 在 这 个 空 
间 内 , 事件 可 用 点 来 表示 , 这 个 点 称 为 世界 点 . 在 这 个 假想 的 四 维 空 间 内 , 每 
一 个 粒子 都 对 应 于 一 条 线 , 称 为 世界 线 . 这 条 线 上 的 各 点 决定 了 粒子 在 所 有 
时 刻 的 坐标 . 很 容易 证 明 , 与 一 个 作 匀 速 直 线 运 动 的 粒子 相对 应 的 世界 线 是 
一 条 直线 . 

现在 我 们 用 数学 形式 来 表示 光速 不 变 原理 . 为 此 , 我 们 考虑 两 个 彼此 以 
恒定 速度 作 相 对 运动 的 参考 系 KK 及 K'. 这 时 我 们 选择 zx 轴 与 zx' 轴 重 合 , 而 
y 和 z 轴 则 分 别 与 yw 和 z' 轴 平 行 , 并 以 t 和 分 别 表示 在 KK 和 K' 参考 系 内 
的 时 间 . 

设 第 一 个 事件 是 :在 天 系 内 的 五 时刻 从 具有 坐标 zi, ,zi1 (在 同一 参 
考 系 中 ) 的 点 送出 一 个 以 光速 传播 的 信号 .我 们 就 在 K 系 内 观察 这 个 信号 的 
传播 . 再 设 第 二 个 事件 是 : 信号 在 妇 时 刻 到 达 点 za, ,22. 信号 传播 的 速度 
既然 是 c, 所 以 它 所 经 过 的 距离 就 是 c(t 一 三 ). 另 一 方面 , 这 同一 个 距离 又 等 
于 [(z2 一 X11 十 (yo 一 这 十 (22 一 2Z1)>]1 人 2. 因此 ,我 们 可 以 写 出 有 系 内 两 个 事 
件 的 坐标 的 关系 : 


(za — 71) + (ya — yi) + (2 m2) —e (ts —t1) =0. (2.1) 


同样 两 个 事件 , 即 该 信号 的 传播 , 也 可 以 在 五 " 系 内 观察 : 
设 第 一 个 事件 在 天 ' 内 的 坐标 为 zi1, 从,， 当 , 着 ， 而 第 二 个 事件 则 为 
Z2， 殉 ， 为 ,的 .按照 光速 不 变 原理 ， 信 和 号 传播 的 速度 在 K' 系 内 与 在 天 系 
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内 相同 , 所 以 我 们 得 到 与 (2.1) 式 相 似 的 方程 


(22 — 21) +(W—) +(G 2) -c(t -t=0. (2.2) 
假如 zw1, 衣 , ,1 及 7z2, Vo, 2z2, tz 是 任何 两 个 事件 的 坐标 ， 则 
s12= [c(t —t) — (2 — 71) — (1 —h) — (2) (2.3) 
称 为 这 两 个 事件 的 间隔 . 


因此 , 由 光速 不 变 原理 , 我 们 可 以 断定 , 假如 两 个 事件 的 间隔 在 某 一 个 
坐标 系 内 为 零 , 那么 , 它 在 所 有 其 他 坐标 系 内 均 为 零 . 
如 果 两 个 事件 彼此 无 限 地 接近 , 那么 , 其 间隔 ds 将 满足 下 面 的 方程 : 


ds 一 cd 一 dz 一 do 一 dz (2.4) 


从 数学 形式 上 看 , 表达 式 (2.3) 和 (2.4) 容许 我 们 把 该 间隔 设想 为 四 维 
空间 内 两 点 之 间 的 距离 (该 空间 的 4 个 轴 以 xz,y,z 和 积 ct 标记 ) . 但 是 , 构 
成 这 个 量 的 法 则 与 普通 几何 的 法 则 之 间 有 一 个 根本 区 别 : 在 构成 间隔 的 平方 
时 , 沿 不 同 轴 的 坐标 差 平方 是 以 相 异 而 非 相同 的 运算 符号 求 和 的 . 号 

上 面 已 经 证 明 , 如 果 在 某 一 惯性 系 内 ds = 0, 则 在 任 一 其 他 惯性 系 内 也 
有 ds' = 0. 此 外 ,ds 与 ds' 为 同 阶 的 两 个 无 穷 小 量 . 由 以 上 两 个 情况 可 以 得 
出 结论 , ds? 与 ds? 彼此 必须 成 比例 : 


ds2 = ads®, 


而 且 其 中 系数 a 仅 与 两 个 惯性 系 的 相对 速度 的 绝对 值 有 关 . 系数 a 不 可 能 与 
坐标 或 时 间 有 关系 , 否则 , 空间 的 不 同 点 及 时 间 的 不 同时 刻 就 不 等 价 了 ,这 
是 与 时 间 及 空间 的 均匀 性 相 矛 盾 的 . 系数 a 也 不 可 能 与 惯性 系 的 相对 速度 的 
方向 有 关 , 因为 这 就 与 空间 的 各 向 同性 的 性 质 相 矛盾 了 . 
考虑 三 个 参考 系 开 ,Ki ,Ka , 令 矶 和 你 为 Ki 和 天 2 相对 于 天 的 速度 ， 
则 我 们 有 : 
ds2 =a(Vi)ds?, ds2 =a(V2)ds?. 
类 似 地 , 我 们 可 以 写 出 
ds? = a(Vi2)ds?, 
式 中 Vis 是 Kz 相对 于 Ki 速度 的 绝对 值 . 相互 比较 这 些 关系 之 后 , 我 们 发 现 
必须 有 
a(V2) 
a(Vi) 
@ 二 次 式 (2.4) 所 描述 的 四 维 几 何 , 是 H. 闵可夫 斯 基 为 相对 论 而 引 和 人 的. 这 种 几何 称 为 伪 
欧 几 里 得 几何 , 以 区 别 于 普通 的 欧 几 里 得 几何 . 





= a(Vi2). (2.5) 
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但 是 , Viz 不 仅 依赖 于 矢量 Vi 和 WV 的 绝对 值 , 而 且 依 赖 于 它们 之 间 的 夹 角 . 
不 过 , 这 个 角 在 (2.5) 式 左 边 并 未 出 现 . 因此 显而易见 , 这 个 公式 只 有 当 函 数 
a(V) 为 一 常数 时 才 成 立 , 根据 同一 公式 , 该 常数 应 等 于 1. 
因此 ， 
ds’ = ds®, (2.6) 


再 从 无 限 小 间隔 的 相等 得 出 有 限 间隔 的 相等 : s = s.. 

因此 , 我 们 得 到 一 个 很 重要 的 结论 : 两 个 事件 的 间隔 在 所 有 惯性 参考 系 
里 都 是 一 样 的 , 即 当 由 一 个 惯性 参考 系 变换 到 任何 其 他 惯性 参考 系 时 , 它 是 
不 变 的 . 这 个 不 变性 就 是 光速 不 变 的 数学 表示 . 

再 次 假设 zt, ,za 五 及 zy yz, 妇 是 在 某 一 个 参考 系 天 内 的 两 个 
事件 的 坐标 . 我 们 要 问 , 是 否 有 一 个 参考 系 天 ' 存在 , 在 其 中 这 两 个 事件 在 同 
一 空间 点 发 生 ? 

我 们 采用 下 面 的 符号 : 


ta—ti=ti2, (z2—71) 十 (加 — hn) + (22— 21) = 12,. 


于 是 , 在 KK 系 内 , 两 个 事件 之 间 的 间隔 是 : 


2 _ 2,2 2 
512 = Ct12 一 li2, 


而 在 K' 系 内 则 是 
3% 二 Ct 一 1 人 %， 
并 且 因 为 间隔 的 不 变性 ,所 以 
CP l= 
我 们 要 求 两 个 事件 在 K' 系 中 的 同一 点 发 生 , 即 要 求 /名 =0. 这 时 


512 一 CR sé 下 一 et > 0. 


因 之 , 如 果 s?。 > 0, 即 如 果 两 个 事件 的 间隔 是 实数 的 话 , 则 具有 我 们 所 要 求 
特性 的 参考 系 是 存在 的 . 实数 间隔 称 为 类 时 间隔 . 

因此 , 若 两 个 事件 的 间隔 是 类 时 的 , 那么 就 有 这 样 一 个 参考 系 存在 , 在 
其 中 两 个 事件 发 生 于 同一 地 点 . 在 这 个 系统 内 , 这 两 个 事件 的 时 间 间 隔 等 于 


1 S12 
J 2.7 
ti2 pi (2.7) 
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若 任何 两 个 事件 在 同一 物体 上 发 生 , 那么 , 它们 的 间隔 将 永 为 类 时 的 . 
事实 上 , 因为 物体 运动 的 速度 不 可 能 大 于 c, 所 以 在 两 个 事件 之 间 , 物体 所 行 
走 的 距离 不 可 能 大 于 ctiz, 因此 我 们 永远 有 


li2 < ct1s. 


现在 我 们 再 问 , 能 否 找 到 一 个 参考 系 , 在 其 中 这 两 个 事件 会 同时 发 生 ? 
同上 面 一 样 , 我 们 在 K 及 K' 两 个 参考 系 中 有 c2t 一 名 = c?t 名 一 志 . 我 们 要 
求 避 。 = 二 0, 从 而 
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因 之 , 仅 当 两 个 事件 的 间隔 siz 是 虚数 的 情况 下 , 我 们 才 可 以 找到 所 要 求 的 
参考 系 .虚数 间隔 称 为 类 空间 隔 . 

因此 , 若 两 个 事件 的 间隔 是 类 空 的 , 那么 就 有 一 个 参考 系 存在 , 在 其 中 ， 
两 个 事件 同时 发 生 . 在 这 个 参考 系 中 发 生 这 两 个 事件 的 两 点 间 的 距离 等 于 


由 于 间隔 的 不 变性 , 将 其 分 为 类 空间 隔 及 类 时 间隔 具有 绝对 的 意义 . 这 
就 是 说 , 一 个 间隔 的 类 空 性 或 类 时 性 与 参考 系 无 关 . 

取 某 一 个 事件 O 作为 时 间 及 空间 坐标 的 原点 . 换 句 话说 ,其 轴 上 标 有 
Zz,Yy,，z,t 的 四 维 坐 标 系 中 , 事件 O 的 世界 点 就 是 坐标 系 的 原点 . 现在 我 们 来 
研究 所 有 其 他 事件 对 于 本 事件 O 的 关系 . 为 了 便于 作 图 说 明 , 我 们 只 考虑 一 
维 空 间 与 时 间 , 并 将 它们 取 在 图 2 的 两 个 轴 上 . 一 个 当 t+=0 时 经 过 z=0 点 
的 粒子 的 匀速 直线 运动 , 可 以 用 一 条 直线 来 表示 , 这 条 直线 经 过 O 点 ,与 t 
轴 成 一 角 , 此 角 的 正切 等 于 粒子 的 速度 . 因为 最 大 可 能 的 速度 是 c, 所 以 这 条 
直线 与 t 轴 所 成 之 角 也 有 一 个 最 大 值 . 图 2 中 有 两 条 直线 ,代表 两 个 信号 经 
过 事件 O ( 即 当 上 =0 时 经 过 z=0) (以 光速 ) 向 相反 两 个 方向 的 传播 . 所 有 
代表 粒子 运动 的 直线 只 能 在 aOc 及 dOb 两 个 区 域内 . 显然 , 在 直线 ab 及 cd 
上 ,xz = 十 ct. 我 们 先 研 究 世 界 点 在 aOc 区 域内 的 那些 事件 . 很 容易 理解 , 在 这 
个 区 域内 的 所 有 的 点 ,czt2 一 Zz2? > 0. 换 句 话说 , 在 这 个 区 域内 的 任何 事件 与 
O 事件 的 间隔 是 类 时 的 . 在 这 个 区 域内 上 > 0, 即 其 中 所 有 的 事件 都 发 生 在 O 
事件 之 “后 ”. 但 是 两 个 事件 若 被 类 时 间隔 所 分 开 , 无 论 在 哪 一 个 参考 系 内 都 
不 可 能 同时 发 生 . 可 见 , 不 可 能 找到 一 个 参考 系 , 其 中 aOc 区 域 的 任何 事件 
会 在 事件 O 之 “前 ”发 生 , 即 在 t<0 时 发 生 . 因此 , 在 aOc 区 域内 的 所 有 事 
件 对 O 来 说 在 任何 参考 系 中 都 是 未 来 的 事件 . 所 以 , 这 个 区 域 对 事件 O 来 说 
可 称 为 绝对 未 来 . 
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完全 类 似 地 , 所 有 在 区 域 50d 内 的 事件 对 O 来 说 都 是 绝对 过 去 ， 即 本 
区 域内 的 事件 , 无 论 在 任何 参考 系 中 都 在 O 事件 前 发 生 . 

最 后 , 再 研究 dOa 及 cOb 两 个 区 域 . 本 区 域内 的 任何 事件 与 O 事件 的 间 
隔 都 是 类 空 的 . 这 些 事 件 在 任何 参考 系 中 发 生 在 空间 里 的 不 同 点 . 因此 , 这 些 
区 域 对 于 O 来 说 都 可 称 为 绝对 分 隔 . 但 是 , 关于 这 些 事件 的 “同时 ”“ 较 早 ” 
及 “ 较 晚 ” 等 概念 都 是 相对 的 . 对 这 些 区 域内 的 任何 事件 来 说 , 在 一 些 参考 系 
中 , 此 事件 在 O 事件 后 发 生 ; 在 另 一 些 参考 系 中 , 此 事件 在 O 事件 前 发 生 ; 
最 后 也 有 一 个 参考 系 存在 , 在 其 中 此 事件 与 O 事件 同时 发 生 . 

我 们 要 注意 , 如 果 考 虑 所 有 三 个 空间 坐标 轴 ，, 而 不 只 考虑 一 个 空间 坐标 
轴 , 那么 , 代替 图 2 中 的 两 条 相交 的 线 , 在 四 维 空间 坐标 系 z,y,z,t 内, 我 们 
将 有 一 个 “圆锥 体 ”z 十 访 十 ?一 ct =0, 圆锥 体 的 轴 与 t 轴 重 合 (这 个 圆 
锥 体 称 为 光 锥 ) . 这 时 , 绝对 未 来 与 绝对 过 去 就 由 锥 体 的 两 个 内 区 域 来 代表 . 

两 个 事件 仅仅 在 其 间隔 是 类 时 间隔 的 情况 下 , 彼此 才能 有 因果 关系 ; 这 
可 由 相互 作用 的 传播 速度 不 能 大 于 光速 这 一 事实 直接 推出 来 . 如 我 们 刚才 已 
经 看 到 的 , 正 是 对 这 些 事件 来 说 ，“ 较 早 ” 与 “ 较 晚 ”等 概念 才 有 绝对 意义 , 而 
这 一 点 又 是 使 因果 概念 具有 意义 的 必要 条 件 . 


83 固有 时 


假设 我 们 在 某 一 个 惯性 参考 系 内 观察 一 只 钟 , 这 只 钟 相对 于 我 们 可 作 任 
意 形式 的 运动 . 在 各 个 不 同 的 时 刻 , 该 钟 的 运动 可 以 认为 是 匀速 的 . 因此 , 在 
每 一 时 刻 ,我们 可 以 引入 一 个 固 联 于 运动 钟 上 的 坐标 系 , 这 个 坐标 系 ( 和 该 
钟 在 一 起 ) 也 是 一 个 惯性 参考 系 . 

在 无 限 小 的 时 间 间 隔 dt 内 (根据 我 们 静止 系 内 钟 的 读数 ), 运动 的 钟 
所 行进 的 距离 是 Vdzz 十 dy? 十 dz?. 我 们 要 问 ， 这 段 时 间 运 动 的 钟 所 指示 
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的 时 间 间 隔 dt# 又 如 何 ? 在 与 运动 的 钟 固 联 的 坐标 系 内 ， 钟 是 静止 的 ， 即 
dz' = dy =dz'=0, 因为 间隔 是 不 变 的 , 所 以 


ds* 一 c2dt2 一 dz2 — dy? 一 dz2 = c2dt2， 


由 此 可 得 


但 是 
dz2? 十 dy2 十 dz2 ,2 


dt2 
其 中 为 运动 的 钟 的 速度 ; 所 以 


ds v2 
/ 莹 ”一 -一 二 me 
d= dty1 Ss (3.1) 


将 上 式 积分 , 我 们 可 以 得 到 , 当 静 止 的 钟 所 行走 的 时 间 为 志 一 妇 时 , 运动 的 


钟 所 指示 的 时 间 间 隔 是 
t2 
to —t -| dt\/1 一 5 (3.2) 
| 


随 着 某 一 给 定 物体 一 同 运 动 的 钟 所 指示 的 时 间 , 称 为 该 物体 的 固有 时 . 
公式 (3.1) 及 (3.2) 是 将 固有 时 通过 观察 运动 的 参考 系 的 时 间 表 示 出 来 . 

由 (3.1) 及 (3.2) 可 见 , 一 个 运动 物体 的 固有 时 永远 较 在 静止 系 内 相对 
应 的 时 间 间 隔 为 小 . 换 句 话说 , 运动 的 钟 较 静 止 的 钟 走 得 慢 些 . 

假设 有 一 只 钟 相对 于 某 一 惯性 参考 系 K 作 匀 速 直线 运动 . 一 个 同 这 只 钟 
固 联 着 的 参考 系 K' 也 是 惯性 系 . 从 K 系 内 的 观察 者 来 看 , K' 系 内 的 钟 走 慢 
了 . 反 过 来 说 , 从 K' 系 内 的 观察 者 来 看 , K 系 内 的 钟 走 慢 了 . 为 了 使 我 们 相 
信 这 是 不 矛盾 的 , 可 以 注意 下 面 的 事实 , 为 了 确定 K' 系 内 的 钟 比 K 系 内 的 
钟 慢 , 我 们 必须 按 下 述 方法 去 做 . 假设 在 某 一 时 刻 , K' 内 的 那 只 钟 经 过 到 内 
的 一 只 钟 的 旁边 , 而 在 这 一 时 刻 , 两 只 钟 所 指示 的 时 间 恰 好 一 样 . 为 了 比较 
K 及 K' 内 钟 的 快 惕 ,我 们 必须 再 次 将 K' 内 同一 只 动 钟 的 读数 与 天 内 的 钟 
的 读数 作 比 较 . 但 是 在 新 的 时 刻 , K' 内 的 钟 将 从 天 内 的 男 一 些 钟 旁边 经 过 ， 
现在 我 们 就 将 运动 的 钟 与 那些 钟 比较 . 这 时 我 们 发 现 , K' 内 的 钟 比 借 以 比较 
的 KK 内 的 钟 走 得 慢 . 由 此 可 见 , 为 了 比较 两 个 参考 系 内 的 钟 的 快 惕 , 我们 需 
要 在 一 个 参考 系 内 有 几 只 钟 , 而 在 男 一 个 参考 系 内 有 一 只 钟 . 因此 这 种 过 程 
对 这 两 个 参考 系 来 说 , 并 不 是 对 称 的 . 与 男 一 参考 系 内 不 同 的 一 些 钟 相 比 较 
的 那 一 只 钟 总 是 走 得 慢 的 钟 . 
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假设 我 们 有 两 只 钟 , 其 中 之 一 描绘 一 闭合 路 径 , 又 回 到 出 发 点 ( 即 静 止 
的 钟 所 在 之 点 ) ,显然 运动 的 钟 慢 了 (与 静止 的 钟 相 比 ) . 相反 , 若 设想 运动 
的 钟 静止 (而 静止 的 钟 运动 ) , 就 不 能 做 上 面 的 推论 了 , 因为 那 只 钟 既然 描绘 
了 一 条 闭合 曲线 , 它 的 运动 就 不 是 匀速 直线 运动 ,因而 与 之 相连 的 参考 系 就 
不 是 惯性 系 . 

因为 自然 定律 只 有 在 不 同 的 惯性 系 内 才 是 一 样 的 , 与 静止 的 钟 相 连 的 系 
统 (惯性 系 ) 及 与 运动 的 钟 相连 的 系统 ( 非 惯 性 系 ) 具有 不 同 的 特性 , 因而 导 
致 静止 的 钟 应 当 变 慢 这 个 结论 的 论证 就 不 对 了 . 

一 只 钟 所 指示 的 时 间 间隔, 等 于 沿 着 钟 的 世界 线 而 取 的 积分 = / ds. 候 


如 钟 是 静止 的 ， 则 显然 它 的 世界 线 是 一 条 与 + 轴 平 行 的 直线 ; 假如 钟 在 闭合 
路 径 上 作 非 匀速 运动 而 且 又 回 到 出 发 点 , 那么 , 它 的 世界 线 就 是 一 条 曲线 ， 
这 条 曲线 经 过 静止 钟 的 直 的 世界 线 的 两 点 , 这 两 点 对 应 运动 的 起 点 及 终点 . 
另 一 方面 , 我 们 看 到 , 静止 钟 所 指示 的 时 间 间 隔 永 远 较 运动 钟 所 指示 的 为 大 . 
因此 , 我 们 得 到 一 个 结论 , 在 两 个 世界 点 间 所 取 的 积分 / ds, 如 果 是 沿 着 连 


接 这 两 点 的 直 的 世界 线 进 行 则 有 最 大 值 @. 
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我 们 现在 的 目的 是 要 找 出 从 一 个 惯性 系 到 另 一 个 惯性 系 的 变换 公式 , 根 
据 这 个 公式 , 当 某 一 个 事件 在 天 系 内 的 坐标 z,y, zy,t 为 已 知 时 , 就 可 以 找 
到 同一 事件 在 另 一 个 惯性 系 K' 内 的 坐标 x ,yy ,zt 世 . 

在 经 典 力 学 中 , 这 个 问题 可 以 很 简单 地 解决 . 由 于 时 间 的 绝对 性 , 我 们 
有 t=t; 其 次 , 假若 坐标 轴 的 取 法 和 通常 一 样 ( 即 x, z' 两 轴 重 合 ,y, z 分 别 
与 y, z' 轴 平 行 , 运动 是 沿 着 z, z' 轴 ), 那么 很 明显 ,y, z 就 等 于 罗 ,z' ,而 
z 与 z' 则 相差 一 个 距离 , 即 一 个 坐标 系 相对 于 男 一 坐标 系 所 走 的 距离 . 假如 
两 个 坐标 系 重 合 的 时 刻 被 取 为 时 间 的 原点 , 并 假设 K' 系 对 于 K 系 的 相对 运 
动 的 速度 为 V, 那么 , 这 个 距离 就 是 Vt. 所 以 ， 


了 一 有 开 十 VL y=y, z=z, t=t (4.1) 


这 些 公式 称 为 伽利略 变换 . 很 容易 证 明 , 这 个 变换 式 , 如 我 们 所 预料 的 一 样 ， 
不 能 满足 相对 论 的 要 求 ; 这 个 变换 式 不 能 使 事件 与 事件 之 间 的 间隔 不 变 . 
我 们 将 从 事件 之 间 间 隔 不 变 的 要 求 出 发 , 推出 相对 论 的 变换 公式 . 
@ 当然 , 需 假设 a 及 5 两 点 和 连接 它们 的 曲线 满足 如 下 要 求 : 沿 该 曲线 的 所 有 线 元 ds 都 


是 类 时 的 . 积分 的 这 个 性 质 同 四 维 几何 的 伪 欧 几 里 得 特性 有 关 . 在 欧 几 里 得 空间 中 , 这 个 积分 沿 
直线 当然 取 最 小 值 . 
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正如 在 82 里 所 看 到 的 , 二 事件 间 的 间隔 可 以 认为 是 在 四 维 空间 内 的 相 
对 应 的 两 个 世界 点 间 的 距离 . 因此 我 们 可 以 说 , 所 要 求 的 变换 ,必须 使 在 四 
维 空 间 z,y,z, ct 内 的 所 有 距离 不 变 . 但 是 这 些 变换 仅仅 包含 坐标 系 的 平移 
与 转动 . 其 中 , 我 们 对 于 坐标 轴 相 对 于 自己 作 的 平移 并 无 兴趣 , 因为 这 不 过 是 
将 空间 坐标 的 原点 移动 一 下 , 并 将 时 间 的 参考 点 改变 一 下 而 已 . 所 以 , 所 要 
求 的 变换 , 在 数学 上 应 当 表 未 为 四 维 坐标 系 zx,y, z, ct 的 转动 . 

四 维 空 间 内 的 一 切 转 动 可 以 分 解 为 六 个 分 别 在 六 个 平面 zy，zy，zz， 
tz, ty, tz 内 的 转动 (正如 在 三 维 空间 内 的 一 切 转动 可 以 分 解 为 三 个 分 别 在 
zy, yz, XZ 三 个 平面 内 的 转动 一 样 ) . 其 中 , 前 三 个 转动 仅仅 变换 空间 坐标 ， 
它们 对 应 通常 的 空间 转动 . 

我 们 研究 在 好 平面 内 的 转动 , 这 时 y 与 z 坐标 是 不 变 的 . 具体 地 说 ,这 
个 变换 必须 使 差 值 (ct) 2: 一 z2 , 即 点 (ct,z) 到 原点 “距离 ”的 平方 保持 不 变 . 新 
旧 坐 标的 关系 最 一 般 地 由 以 下 二 式 决 定 : 


T=7x coshy+tat sinhy, ct= 7 sinhwy + cet coshvy, (4.2) 


式 中 水 为 转动 角 ; 简单 验算 表明 , 实际 上 有 ce 一 22 = c2t2 一 22. (4.2) 式 
与 坐标 轴 转 动 变 换 的 通常 公式 不 同 之 处 在 于 , 后 者 中 的 三 角 函 数 换 成 了 双 曲 
函数 . 这 就 是 伪 欧 几 里 得 几何 与 欧 几 里 得 几何 的 差别 . 

我 们 现在 要 找 出 由 一 个 惯性 参考 系 K 到 另外 一 个 惯性 系 K' 的 变换 公 
式 , K' 以 速度 V 沿 z 轴 对 KK 作 相 对 运动 . 在 此 情况 下 , 显然 只 有 空间 坐标 z 
与 时 间 t 发 生变 化 . 所 以 这 个 变换 必须 有 (4.2) 的 形式 . 现在 只 剩 下 决定 转动 
角 必 的 问题 ,vy 仅 与 相对 速度 V 有关 9. 

我 们 来 研究 参考 系 K' 的 原点 在 KK 内 的 运动 . 这 时 z' = 0, 而 公式 (4.2) 
可 写成 

T=ct'sinhwy, ct= ct coshy, 


相 除 可 得 


= = tanhv». 
但 xz/t 显然 是 K' 对 K 的 速度 V. 因此 ， 
tanhw» = 
© 


@ 注意 , 为 了 避免 弄 混 , 以 后 永远 用 V 表示 两 个 惯性 系 相对 运动 的 恒定 速度 , 用 v 表示 粒 
子 运 动 的 速度 , v 并 不 必须 为 常数 . 
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由 此 得 
V 
pe 1 
和 二 二 ee 2 
sinh up = 、 二 cosh 凤 = 
”页 I 
代 人 (4.2), 得 : 
V 
t+|— x/ 
FV 二 0 加 (5) 
一 Fr' 二 YY， 放 二 光 ， 人 == 有 (4.3) 
C2 C2 


这 就 是 所 要 求 的 变换 公式 . 它们 被 称 为 洛 伦 兹 变换 , 是 今后 讨论 的 基础 . 

用 z,y,z,t 来 表示 z',y,z’,t 的 逆 公 式 只 需 以 -V 代 蔡 VV 便 得 (因为 
K 系 以 速度 -Y 相对 K' 运动 ) . 这 些 公 式 也 可 直接 求解 方程 式 (4.3) 得 到 . 

由 (4.3) 式 易 见 , 取 c 一 oo 的 经 典 力学 极限 , 洛 伦 兹 变换 事实 上 就 过 渡 
到 伽利略 变换 了 . 

当 V>>c 时 ,(4.3) 式 中 的 z,t 变 成 虚数 ; 这 与 运动 速度 不 可 能 大 于 光速 
的 事实 符合 . 此 外 , 我们 也 不 可 以 用 以 光速 运动 的 参考 系 ,因为 在 这 种 情形 
下 ,(4.3) 式 的 分 母 将 为 零 . 

当 VV 比 光速 小 很 多 时 ,我们 可 以 用 下 面 的 近似 公式 代替 (4.3) : 


V 
d= = P= t 一 + a7 (4.4) 


假设 在 K 系 内 有 一 根 平行 于 z 轴 的 静止 杆 . 假定 它 在 天 系 内 测定 的 长 
度 为 Az = zz 一 zl (za 及 zl 为 杆 两 端 在 KK 系 内 的 坐标 ) . 我 们 现在 来 求 此 
杆 在 K' 系 内 的 长 度 . 为 此 目的 , 我 们 需要 在 同一 时 刻 才 找 出 杆 两 端 在 K' 内 
的 坐标 z5 及 zi. 由 (4.3) 我 们 得 到 

A a T+ Vt 


7 V2 
bi a 


杆 在 K' 内 的 长 度 是 Az' = 25 一 zi; 由 zz 减 去 zi, 得 
Az/ 
Ee 


a 


杆 的 固有 长 度 是 它 在 相对 它 静 止 的 参考 系 内 的 长 度 . 以 lo = Az 代表 这 
个 固有 长 度 , 以 ! 代表 它 在 任何 其 他 参考 系 K' 内 的 长 度 . 那么 ， 


2 
We 本 (4.5) 





A 于 
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因此 , 一 根 杆 在 它 是 静止 的 那个 参考 系 内 最 长 . 在 它 是 以 速度 VV 运动 的 
那个 参考 系 内 ， 它 的 长 度 就 要 减少 一 个 因子 1 起 . 相对 论 的 这 个 结果 称 
为 洛 伦 兹 收缩 

因为 物体 的 横向 尺度 (如 宽 及 高 ) 都 不 因 运 动 而 变 , 所 以 它 的 体积 少 也 
按照 相似 的 公式 收缩 ， 即 

2 
7 = NN/1- (4.6) 
其 中 % 代表 物体 的 固有 体积 . 

由 洛 伦 兹 变换 , 还 可 以 得 到 我 们 已 经 知道 的 有 关 固 有 时 (83) 的 结果 . 候 
设 在 K' 系 内 有 一 只 静止 的 钟 . 我 们 假定 有 两 个 事件 发 生 在 K' 内 同一 空间 点 
7',Yy ,Zz'. 在 K' 内 这 两 事件 之 间 的 时 间 为 Alt = 克 一 女 . 现在 我 们 要 找 出 ,在 
K 系 内 , 同样 的 两 事件 之 间 的 时 间 At. 由 (4.3) 得 











/ V ’ / 
多 刀 十 坪 Z 
i= 3 t2 = ' 
V2 V2 
“ i 
相 减 则 得 
ts—ti=At= , 
V2 
和 
C2 


这 一 公式 与 公式 (3.1) 完全 符合 . 

最 后 , 我 们 再 谈 谈 洛 伦 兹 变换 有 别 于 伽利略 变换 的 另 一 个 一 般 性 质 . 后 
者 具有 可 对 易 性 ， 即 接连 两 次 伽利略 变换 (具有 不 同 速度 Vi 和 剑 ) 的 联合 
结果 与 施行 变换 的 顺序 无 关 . 男 一 方面 , 接连 两 次 洛 伦 兹 变换 的 结果 一 般 却 
依赖 于 它们 的 顺序 . 这 一 点 已 经 可 以 从 我 们 将 这 些 变换 公式 描述 为 四 维 坐 标 
系 的 转动 而 纯 数学 地 看 出 来 : 我 们 知道 , 两 次 转动 ( 绕 不 同 轴 ) 的 结果 依赖 
于 施行 它们 的 顺序 . 唯一 的 例外 是 矢量 Vi 和 仙 平行 的 变换 情况 (这 等 价 于 
四 维 坐 标 系 绕 相 同 轴 的 两 次 转动 ) . 
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在 上 节 中 , 我 们 求 得 一 些 公式 , 用 这 些 公 式 , 我 们 能 够 从 一 个 事件 在 一 
个 参考 系 内 的 坐标 找 出 同一 事件 在 第 二 个 参考 系 内 的 坐标 . 现在 我 们 要 求 出 
公式 , 用 以 表示 一 个 实物 粒子 在 一 个 参考 系 内 的 速度 与 其 在 第 二 个 参考 系 内 
的 速度 之 间 的 关系 . 

我 们 再 一 次 假定 K' 系 相对 于 K 系 以 速度 站 沿 z 轴 运动 . 设 vi = dz/dt 
为 粒子 在 系统 K 内 的 速度 的 分 量 , 而 v= dz'/dt 为 同一 粒子 在 系统 K' 内 
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的 速度 的 分 量 . 由 (4.3), 得 


/ 7 
一 一 dy 一 一 dy ， dz QQ dz’, dt 一 ”一 一 
二 WW 1 V? 
c2 i 


用 第 四 个 方程 除 前 三 个 并 引入 速度 


dr 





Sl 
dt” db 
则 得 
Vz y Vv? 
/ V vy 1 一 一 VU 1 一 一 一 
Wg 7， ww= 一 -一 六， v= 一 一 (5.1) 

1 + Vv 一 1 十 也 一 工 十 一 
zc2 zc2 Z ec2 


这 些 公式 就 决定 了 速度 的 变换 . 它们 是 相对 论 里 的 速度 合成 法 则 . 在 极限 情形 
下 , 即 c 一 o0 时 , 它们 就 变 为 经 典 力学 里 的 公式 : 


天 / 1 
Vz 三 人 入 十 多 Vy = VU, Vs = V;. 


在 粒子 沿 z 轴 运 动 的 特殊 情况 下 , vs =v, vy = vs =0. 那么 ,以 = 世 = 


y z 
0,w 三 见 , 并 且 
= (5.2) 
Ls 
c 


很 容易 证 明 , 如果 两 个 速度 各 小 于 或 等 于 光速 , 其 合成 速度 , 根据 这 个 
公式 , 也 不 会 大 于 光速 . 

假如 速度 V 比 光 速 < 小 很 多 (vw 可 以 是 任意 的 ) , 我 们 将 近似 地 (精确 到 
V/c 的 项 ) 得 到 


/ 
w= 避 +V (1- 时 )， 由 一 把 一 外 双 Vs = — VV 
这 3 个 公式 可 以 简写 成 一 个 矢量 公式 
v=v +V— (Vv) (5.3) 


我 们 可 以 指出 , 在 相对 论 的 速度 合成 公式 (5.1) 中 , 相 加 的 两 个 速度 
和 V 是 以 不 对 称 的 方式 引入 的 (倘若 它们 不 都 沿 z 轴 指 向 的 话 ) . 这 个 事实 
同 洛 伦 效 变换 的 非 对 易 性 有 关 ，, 我 们 将 在 下 节 提 到 . 

让 我 们 这 样 来 选择 坐标 轴 , 使 粒子 的 速度 在 给 定时 刻 是 在 zy 平面 内 . 
这 时 粒子 在 KK 系 内 的 速度 分 量 是 wuz = vcos9, vy = vsin9, 而 在 K' 内 则 为 
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wv 二 Vicos9', v= 二 vsin9 (v,v' 为 速度 在 天 及 天 ' 内 的 绝对 值 ; 0, 9 为 速度 
与 zx 轴 及 xz' 轴 所 夹 之 角 ) . 用 (5.1) 式 , 我 们 就 得 到 


3 
v1 一 sing 
0 


i vcos8'++V 


这 个 公式 决定 了 速度 的 方向 从 一 个 参考 系 变换 到 另 一 个 参考 系 时 的 改 

让 我 们 来 详尽 地 研究 这 个 公式 的 一 个 重要 特例 , 即 光 由 一 个 参考 系 变换 
到 另 一 个 参考 系 时 的 偏差 , 即 所 谓 光 行 差 现 象 . 在 这 种 情形 下 = 区 = c, 因 
而 (5.4) 式 化 为 


tan (5.4) 


V2 
i 

tanb = 六 一生 sin 9.. (5.5) 
> + cos0 


由 同一 变换 公式 (5.1), 用 相似 的 方法 , 很 容易 得 到 


V2 V 
Us cos0' 十 一 
sin 0 = sing, cosb = — (5.6) 
1 二 一 cos09 1 二 + 一 cos09' 
c c 
如 果 V 之 c, 由 (5.6) 式 我 们 可 以 得 到 精确 到 数量 级 为 V/c 项 的 公式 如 
下 : 
sin0 一 sing = sing' cost. 
若 引 人 Ab = 8 一 9( 光 行 差 角 ))，, 我 们 就 得 到 同 级 的 近似 公式 
Alb = sing, (5.7) 
这 就 是 著名 的 光 行 差 的 基本 公式 . 
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一 个 事件 的 坐标 (ct, z,y, z) 可 以 看 成 四 维 空间 中 一 个 四 维 径 向 矢量 的 分 
量 . 我 们 将 把 它 的 分 量 记 为 z*, 这 里 指标 i 取 值 0,1,2,3, 而 且 
z0 一 ct， Z1 = rT? = Yy, Z3 一 2， 


该 径 向 四 维 矢 量 “ 长 度 ” 的 平方 由 下 式 给 出 


人 了 
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它 在 四 维 坐 标 系 的 任意 转动 下 不 变 , 特别 是 , 它 在 洛 伦 兹 变换 下 不 变 . 

更 一 般 地 ,如果 4 个 量 49,41,42,43, 在 四 维 坐 标 系 的 变换 下 像 四 维 径 
问 矢 量 的 分 量 ~ 那样 变换 , 我 们 就 将 这 4 个 量 的 集合 称 为 四 维 矢量 Ai. 在 
洛 伦 兹 变换 下 ， 


A SE Vn A > 了 4m 
此 二 一 下 一 4 = 人 A2=-A2 MS=A. (6.1) 


与 四 维 径 向 矢量 的 平方 类 似 , 任 一 四 维 矢量 数值 的 平方 定义 为 : 
A 


为 表示 方便 起 见 , 我 们 引入 四 维 矢量 分 量 的 两 种 “类 型 ", 用 带 上 标 和 下 标的 
符号 4 和 A; 来 标记 它们 . 两 者 之 间 的 关系 是 


= 站 = 一 = = 一 (6.2) 


量 和 称 为 四 维和 撩 量 的 逆 变 分 量 , 4; 称 为 协 变 分 量 . 四 维 矢量 的 平方 则 取 形 
和 3 
D_AiAi= A Ao+ AlA1+ A?Az + A3As. 
1=0 
人 们 通常 略 去 求 和 号 , 将 这 样 的 求 和 简单 记 为 A'hi. 也 就 是 约定 遍历 所 
有 重复 指标 求 和 , 而 把 求 和 号 省 去 . 每 对 指标 中 必须 一 个 为 上 标 ， 另 一 个 为 
下 标 . 这 种 遍历 “ 俐 ”指标 求 和 的 约定 非常 方便 , 可 大 大 简化 公式 的 书写 . 
我 们 将 用 拉丁 字母 i,k,1,… 表示 四 维 指标 , 取 值 0, 1 2, 3 
与 四 维 矢量 的 平方 类 比 , 我 们 可 以 构造 两 个 不 同 四 维 矢量 的 标 积 : 


A'B; = A° Bo 十 A!'B! 十 A*B, 十 A3B,. 


显然 , 这 既 可 以 写 为 41B;, 也 可 以 写 为 4;B', 结果 相同 . 我 们 一 般 可 以 交换 
任何 一 对 俐 指标 中 的 上 标 和 下 标 . 

积 4iB; 是 一 个 四 维 标量 一 一 它 在 四 维 坐 标 系 的 转动 下 是 不 变 的 . 这 一 
点 很 容易 直接 验证 @, 但 也 可 从 所 有 四 维 矢 量 都 按 相同 法 则 变换 的 事实 预先 


现代 文献 中 常常 省 略 四 维 矢量 的 指标 , 将 它们 的 平方 与 标 积 写 为 42 和 AB. 在 本 教程 中 
我 们 将 不 用 这 些 符 号 . 

@ 应 当 记 得 , 以 协 变 分 量 表示 的 四 维 矢 量变 换 法 则 (在 正 负 号 上 ) 不 同 于 以 道 变 分 量 表 示 
的 同一 法 则 . 因此 , 代替 (6.1) , 我 们 有 : 
4 一 一 4 4 一 一 4 


Ao = > < As = A As = As, 








V V 
和 
c2 c2 
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看 出 (与 平方 4'h; 类 比 ) . 
分 量 4? 称 为 四 维 矢量 的 时 间 分 量 , 41,42, 43 称 为 四 维和 撩 量 的 空间 分 
量 (与 四 维 径 向 矢量 类 比 ) . 四 维 矢量 的 平方 可 以 为 正 、 负 或 零 ;这样 的 矢量 
分 别称 为 类 时 矢量 、 类 空 矢量 和 类 光 矢 量 (类 似 于 对 间隔 所 用 的 术语 ) @. 
在 纯 空 间 转动 ( 即 不 影响 时 间 轴 的 变换 ) 下 , 四 维 矢 量 i 的 三 个 空间 分 
量 构成 一 个 三 维 矢量 4. 该 四 维 矢量 的 时 间 分 量 (在 这 些 变换 下 ) 是 一 个 三 
维 标 量 . 为 了 列举 四 维 矢量 的 分 量 , 我 们 常 将 其 写 为 


Ai = (A°, A). 


同一 四 维 矢量 的 协 变 分 量 为 4; = (40, 一 A). 该 四 维 矢量 的 平方 是 4i4; = 
(49)2 一 A?. 因此 , 对 于 四 维 径 向 矢量 : 


T=(ct,r), Ti=(ct,—r), Tizi = et —r?. 

对 于 三 维和 拓 量 ( 带 坐 标 z,yz)， 没 有 必要 区 分 逆 变 和 协 变 分 量 . 只 要 能 够 
做 到 这 一 点 而 不 致 引起 混 消 ,我 们 将 用 和 硕 腊 字母 作为 下 标 把 这 些 分 量 记 为 
4au(a = zx,y,z). 特别 是 我 们 将 假设 对 于 任何 重复 指标 遍历 xz,y,z 求 和 ( 例 
如 A.B=AsB). 

二 阶 四 维 张 量 是 16 个 量 4* 的 集合 , 它 在 坐标 变换 下 像 两 个 四 维 矢量 
分 量 的 积 那样 变换 . 我 们 可 以 类 似 地 定义 更 高 阶 的 四 维 张 量 . 

一 个 二 阶 张 量 的 分 量 可 以 写 为 三 种 形式 : 协 变 的 4ix, 逆 变 的 A* 和 混 
合 的 4 (这 里 , 在 后 一 种 情形 下 , 应 当 区 分 4 和 Ai*, 即 应 当 仔 细 搞 清楚 
两 个 指标 中 哪 一 个 是 上 标 ， 哪 一 个 是 下 标 ) . 不 同类 型 分 量 之 间 的 联系 由 以 
下 通则 决定 : 升 或 降 一 个 空间 指标 (1, 2, 3) 改变 分 量 的 正 负 号 , 而 升 或 降 时 
间 指 标 (0) 则 不 变 号 . 因此 : 


40 三 太 "，46i = 一 4 ,4 一 4 
400 = 400， ni = 491， 491 二 一 才 A! 1 一 = 


在 纯 空间 变换 下 , 9 个 量 A11, 41?,… 构成 一 个 三 维 张 量 ， 三 个 分 量 
401, 402, 403 和 三 个 分 量 A10, 420, A30 构成 三 维 矢量 , 而 分 量 A0 是 一 个 三 维 
标量 . 

如 果 Aw = A , 张 量 4ix 称 为 对 称 的 ; 如 果 4A* = A, 则 称 反 对 称 
的 . 在 反对 称 张 量 中 , 所 有 对 角 分 量 ( 即 分 量 4o0, 411,… ) 都 是 零 , 因为 ， 例 
如 ,我 们 必须 有 409 = -400. 对 于 一 个 对 称 张 量 4ik， 混 合 分 量 Aik 和 Ak 

@ 类 光 矢 量 也 称 各 向 同性 矢量 ， 
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显然 重合 ; 在 这 样 的 情形 下 , 我 们 把 一 个 指标 置 于 男 一 个 上 方 , 简单 地 记 为 
A'k. 

在 每 个 张 量 方程 中 , 等 号 两 边 所 含 的 自由 指标 (区别 于 仇 指 标 ) 必须 字 
母 相同 且 位 置 相同 ( 即 上 或 下 ) . 张 量 方程 中 的 自由 指标 可 以 上 移 或 下 移 , 但 
必须 对 方程 中 所 有 的 项 同时 进行 . 让 不 同 张 量 的 协 变 和 逆 变 分 量 相等 是 “ 非 
法 的 ”; 这 样 的 方程 即便 碰巧 在 特定 参考 系 中 成 立 , 在 变换 到 另 一 个 参考 系 
时 也 会 失效 . 

通过 对 张 量 42” 的 分 量 求 和 可 以 形成 一 个 标量 


4 一 0 十 丰 1 十 425 十 45 


(当然 , 这 里 hi; = 4i) . 这 个 和 称 为 张 量 的 迹 , 求 得 它 的 运算 称 为 缩 并 . 
前 面 讨 论 的 两 个 四 维 矢 量 的 标 积 的 形成 就 是 一 个 缩 并 运算 : 它 是 从 张 量 

4Bkx 形成 标量 AiB;. 缩 并 任何 一 对 指标 一 般 会 使 张 量 的 阶 减 去 2. 例如 ,A? ki 

是 一 个 二 阶 张 量 , Ai kB* 是 一 个 四 维 矢量 , A* i 是 一 个 标量 , 等 等 . 
单位 四 维 张 量 纺 满足 如 下 条 件 : 对 于 任意 四 维 矢量 水 ， 


6 A = AK. (6.3) 
这 个 张 量 的 分 量 显 然 是 
:_ /1， 当 i=%, 
了 | 当 i 夫 kk. WY 
它 的 迹 是 5 = 4. 


通过 在 中 中 升 一 个 指标 或 降 另 一 个 指标 , 我 们 可 以 得 到 逆 变 张 量 g” 或 
协 变 张 量 gix, 称 之 为 度 规 张 量 . 张 量 g* 和 gik 具有 相同 的 分 量 , 可 以 写成 
矩阵 : 


和 
证 上 
(5 ) = (gik) B = 活 背 (6.5) 

入 省 和 必 = 

(指标 i 标记 行 , 上 标记 列 , 顺序 为 0,1,2,3) . 显然 有 
gikAt = A, prAk= A'. (6.6) 


两 个 四 维 矢量 的 标 积 因而 可 以 写成 形式 : 


AiA; = girAiA* 一 SA4i4K. (6.7) 
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张 量 鸣 , sk 和 g* 的 特别 之 处 在 于 , 它们 的 分 量 在 所 有 坐标 系 中 都 相同 . 
四 阶 的 全 反对 称 单 位 张 量 ex 具有 同样 性 质 . 这 个 张 量 的 分 量 在 交换 任 一 
对 指标 时 变 号 , 其 非 零 分 量 为 士 1. 从 反对 称 性 可 知 , 有 两 个 指标 相同 的 所 有 
分 量 均 为 零 , 所 以 , 仅 有 的 非 零 分 量 是 那些 所 有 4 个 指标 都 不 同 者 . 我 们 令 


e023 一 十 1 (6.8) 


(所 以 , e0123 = 一 1) . 于 是 , 所 有 其 他 的 非 零 分 量 eittm 等 于 +1 或 -1, 依 
k,l,m 这 几 个 数 能 经 偶数 还 是 奇数 次 换 位 排 成 0,1,2,3 而 定 . 这 样 的 分 量 数 
是 4!=24. 所 以 ， 

einmeikim = —24. (6.9) 


对 于 坐标 系 的 转动 而 言 , em 诸 量 的 特性 与 张 量 分 量 的 特性 相同 , 但 是 
如 果 我 们 改变 1 个 或 3 个 坐标 的 正 负 号 , 分量 eV™ 并 不 改变 ,因为 按 定义 
它们 在 所 有 坐标 系 中 都 相同 , 而 张 量 的 分 量 在 这 种 情况 下 是 应 当 变 号 的 . 所 
以 ,严格 地 说 , ei**im 并 不 是 张 量 , 而 是 一 个 厢 张 量 . 任意 阶 的 腊 张 量 , 特别 
是 腹 标 量 , 在 所 有 的 坐标 变换 下 都 具有 张 量 的 性 质 , 只 有 那些 不 能 归结 为 转 
动 的 变换 , 即 反 射 (不 能 归结 为 转动 的 坐标 正 负 号 改变 ) 是 例外 . 

乘积 e*imer"™st 构成 一 个 8 阶 四 维 张 量 , 它 是 一 个 真正 的 张 量 ,通过 缩 并 
一 对 或 多 对 指标 可 以 得 到 6 阶 ,4 阶 和 2 阶 张 量 . 所 有 这 些 张 量 在 所 有 坐标 系 
中 具有 相同 的 形式 . 所 以 , 它们 的 分 量 必须 表示 为 单位 张 量 (其 分 量 在 所 
有 坐标 系 中 都 相同 的 唯一 真 张 量 ) 分 量 乘 积 的 组 合 . 从 指标 排列 必须 具有 的 
对 称 性 出 发 , 这 些 组 合 是 不 难 求 得 的 @ . 

如 果 A* 是 一 个 反对 称 张 量 , 则 张 量 A* 和 性 张 量 A** = (1/2)e™™ Aim 
称 为 彼此 对 偶 . 类 似 地 , e*™ A 是 一 个 与 撩 量 本 对 偶 的 三 阶 反 对 称 恬 张 量 . 
对 偶 张 量 的 乘积 A*A% 显然 是 一 个 寿 标 量 . 


G@ 我 们 给 出 下 列 公 式 以 备 参 考 : 


A 














五 r 日 ] 
ikt A kl pe 
€ eprat 一 一 5! 5 "ee， Eprsm 一 一 5 6k 6 ' 
p a 上 8 6! 5! 
771 yr V” Ej 
sr Wm P 
eiktmeprim 三 一 2(857 一 全 60) ee mepkim 一 一 65p， 


这 些 公式 中 的 整体 系数 可 以 用 (6.9) 式 给 出 的 完全 缩 并 的 结果 来 核对 . 
由 这些 公式 我 们 得 出 如 下 结果 : 


en" AiyAnrArsAmet = —Aeiklm:' 到 = 24A, 


式 中 4 是 由 其 4ix 形成 的 行列 式 . 
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联系 这 里 的 讨论 , 我 们 来 提 一 提 三 维 矢量 和 张 量 的 一 些 类 似 性 质 . 三 阶 
全 反对 称 单 位 夸张 量 easy 是 这 样 一 些 量 的 集合 , 它们 在 任何 一 对 指标 换 位 
时 变 号 . 在 eagy 的 分 量 中 , 只 有 那些 具有 3 个 不 同 指标 者 才 不 等 于 零 . 我 们 
令 ezyzs = 1; 其 他 的 分 量 等 于 1 或 -1 则 依 a,6,” 这 个 序列 能 经 偶数 还 是 奇 
数 次 换 位 排 成 x,y,z 的 顺序 而 定 .® 

乘积 easyexw 构成 一 个 6 阶 真 三 维 张 量 , 因而 可 以 表示 为 单位 三 维 张 量 
6a8 分 量 乘 积 的 组 合 .@ 

在 坐标 系 的 反射 ( 即 所 有 坐标 变 号 ) 下 , 一 个 普通 矢量 也 变 号 . 这 样 的 矢 
量 称 为 极 矢量 . 一 个 矢量 若 能 写成 两 个 极 矢量 的 矢 积 , 则 其 分 量 在 反 演 下 不 
变 号 . 这 样 的 矢量 称 为 轴 矢 量 . 一 个 极 矢 量 和 一 个 轴 矢 量 的 标 积 并 不 是 一 个 
真 标量 , 而 是 一 个 厢 标 量 ; 它 在 坐标 反 演 下 变 号 . 轴 矢 量 是 厦 矢 量 , 对 偶 于 某 
反对 称 张 量 . 因此 , 如 果 C=AxB, 那么 


1 、 
Ca = FeaByCBY 这 里 Cpy = ApBy 一 47B6. 


现在 考虑 四 维 张 量 . 反对 称 张 量 A* 的 空间 分 量 (i,k,… = 1,2,3) 对 于 纯 
空间 变换 构成 一 个 三 维 反 对 称 张 量 ; 根据 我 们 的 论述 , 其 分 量 可 以 用 一 个 三 
维 轴 矢量 的 分 量 来 表示 . 对 于 同样 的 变换 , 分 量 491, 402, 4 构成 一 个 三 维 
极 矢量 . 因此 一 个 反对 称 四 维 张 量 可 以 写成 矩阵 : 


(去 | (6.10) 
-ps 一 Gy Qr 0 


这 里 , 对 于 空间 变换 , p 和 a 分 别 为 极 失 量 和 轴 矢 量 . 在 列 出 反对 称 四 维 张 量 
的 分 量 时 , 我 们 将 它们 写成 形式 


A™ = (p;a); 


@ 四 维 张 量 exxtm 的 分 量 在 四 维 坐标 系 的 转动 下 不 变 , 以 及 三 维 张 量 eapy 的 分 量 在 空间 
轴 的 转动 下 不 变 的 事实 , 是 如 下 普遍 法 则 的 特殊 情况 : 任何 阶 数 等 于 其 定义 空间 维 数 的 全 反对 
称 张 量 在 该 空间 中 坐标 系 的 转动 下 是 不 变 的 . 

@ 我 们 给 出 下 面 的 公式 以 备 参 考 : 


an 入 bon Sav 


eapByexkv = |68s Bn dBv |. 








OyX yp brv 
通过 缩 并 该 张 量 的 一 对 、 两 对 和 三 对 指标 , 我 们 得 到 


EaByEMNY 一 iaA6ph 一 ian6pA， EapByeABy 一 26a 和 ， Eagyeapy = 6. 
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同一 张 量 的 协 变 分 量 则 为 





Aik = (—p, a). 
最 后 , 我 们 来 考虑 四 维 张 量 分 析 的 某 些微 分 和 积分 运算 . 
标量 y 的 四 维 梯度 是 四 维 矢 量 
op (10p 
Bri (wo) 


我 们 必须 记 住 , 这 些 导数 是 被 看 做 该 四 维 矢 量 的 协 变 分 量 . 事实 上 , 该 标量 
的 微分 

dp = Frdr’ 
也 是 一 个 标量 . 从 它 的 形式 (两 个 四 维 矢 量 的 标 积 ) 看 , 我 们 的 论断 是 显然 的 . 

一 般 说 来 , 对 于 坐标 z: 微分 的 算 符 8/8zi 应 当 看 成 是 该 算 符 四 维 矢 量 
的 协 变 分 量 . 因此 , 例如 说 ,一 个 四 维 矢量 的 散 度 是 一 个 标量 ， 表达 式 为 
94i/9zi, 其 中 我 们 是 对 道 变 分 量 4; 进行 微分 的 .了 

在 三 维 空间 中 , 可 以 沿 体 积 , 曲面 或 曲线 进行 积分 . 在 四 维 空 间 中 积分 
有 四 种 类 型 : 

1. 沿 四 维 空间 中 一 条 曲线 的 积分 . 积分 元 就 是 线 元 , 即 四 维 矢量 dzi. 

2. 沿 四 维 空间 中 一 个 (二 维 ) 曲面 的 积分 . 我 们 知道 , 在 三 维 空间 中 ， 
由 两 个 矢量 dr 和 dr' 构成 的 平行 四 边 形 的 面积 在 坐标 平面 zaxsp 上 的 投影 
是 dradz -dzpdz4. 类 似 地 , 在 四 维 空间 中 , 无 限 小 面 元 由 二 阶 反 对 称 张 量 
djfik 一 dzidzA 一 dzkdz4 给 定 , 其 分 量 为 该 面 元 在 坐标 平面 上 的 投影 . 众 所 周 
知 , 在 三 维 空间 中 , 人 们 不 用 张 量 dfog 而 用 与 之 对 偶 的 矢量 df。 来 表示 面 


汪 Feaprdfp. 在 几何 上 , 这 是 一 个 与 面 元 垂直 的 矢量 , 其 绝对 值 等 


@ 如 果 我 们 对 于 “ 协 变 坐标 ”zi 进行 微分 , 则 导数 


Op ik OP 1 Dw 
一 -一 二 一 -一 一 “一 一 一 一 ， 一 了 
Bri 8 Brr ( ?) 


构成 一 个 四 维 矢量 的 道 变 分 基 . 我 们 将 只 在 特殊 情形 下 采用 这 种 形式 ( 例如 , 为 了 写 出 四 维 梯度 
Op DB 
的 平方 22 和 ) 
注意 , 在 文献 中 对 于 坐标 的 偏 导 数 常用 符号 缩写 

日 = 

Boe” Ow 

以 这 种 形式 书写 微分 算 符 时 ,由 它们 构成 的 量 的 协 变 或 逆 变 性 质 是 一 目 了 然 的 . 另 一 种 书写 导 
数 的 缩写 符号 也 有 同样 的 优点 , 即 在 指标 前 面 放 一 逗号 ; 


8! = 
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于 面 元 的 面积 . 在 四 维 空间 中 ,我们 不 能 构造 这 样 的 矢量 ,但 可 以 构造 与 张 量 
df* 对 偶 的 张 量 df**， 
a 有 Feed fom (6.11) 


在 几何 上 , 它 描述 这 样 一 个 面 元 , 这 个 面 元 等 于 并 “垂直 ”于 面 元 df*; 
其 内 的 所 有 线段 均 正 交 于 面 元 df* 内 的 所 有 线段 . 显然 有 df*df* = 0. 

3. 沿 一 个 超 曲 面 , 即 沿 一 个 三 维 流 形 的 积分 . 在 三 维 空间 中 , 由 3 个 矢 
量 张 成 的 平行 六 面体 的 体积 等 于 由 这 些 矢 量 的 分 量 构成 的 3 阶 行列 式 . 类 似 
地 , 可 以 得 到 由 3 个 四 维 矢量 dxi,dzx”,dz“ 张 成 的 平行 六 面体 体积 ( 即 该 超 
曲面 的 “面积 ”) 的 投影 ; 它们 由 如 下 行列 式 给 出 


dzi d ri dz 
dgi*! 3 dz dz 人 dz/ 关 
dzl dz dz" 


这 构成 一 个 3 阶 张 量 , 对 所 有 3 个 指标 都 是 反对 称 的 . 像 沿 超 曲面 的 积分 元 
一 样 , 使 用 与 张 量 dS*! 对 偶 的 四 维 矢 量 d5* 更 方便 : 


d5i 一 — gemdSkim, i (6.12) 


这 里 
d5S0 = ds ds! a dS 


在 几何 上 , dS" 是 一 个 四 维 矢 量 , 数值 上 等 于 超 曲 面 元 的 “面积 ”, 并 与 该 面 
元 垂直 ( 即 垂 直 于 该 超 曲面 元 内 的 所 有 线段 ) . 特别 是 , dS5” = dzdydz, 这 就 
是 三 维 体积 元 dV，, 即 超 曲面 元 在 超 平面 2? = const 上 的 投影 . 

4. 沿 一 个 四 维 体积 的 积分 ; 积分 元 是 标量 


df = dz0dzldz2dz3 = cdtdV. (6.13) 


这 个 积分 元 是 一 标量 : 四 维 空 间 一 部 分 的 体积 在 坐标 系 转动 时 显然 是 不 变 
的 .中 
类 似 三 维 矢量 分 析 中 的 高 斯 定理 和 斯 托 克 斯 定理 , 有 些 定理 使 我 们 能 做 
四 维 积分 的 变换 . 
@ 在 积分 变量 29,z!,z?,z3 变换 到 变量 zo,za,z'2,z53 时 ， 积分 元 dR 变 为 JdR'， 这 里 
dR’ = dr dr dzr?2dzr® a 
atzozliz2z3) 
外 al(z0,zl,z2,z3) 
是 该 变换 的 雅 可 比 行列 式 ,， 对 于 形 为 x* = aiz* 的 线性 变换 , 雅 可 比 行列 式 了 就 是 行列 式 ja 
并 且 对 于 坐标 系 的 转动 等 于 1; 这 显示 了 dg 的 不 变性 . 
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沿 一 闭合 超 曲面 的 积分 可 以 变换 到 沿 包含 在 它 里 面 的 四 维 体积 的 积分 ， 
办 法 是 用 算 符 





0 
dS — 40 (6.14) 
代替 积分 元 dS9;. 例如 , 对 于 矢量 hi 的 积分 , 我 们 有 : 
fa A (6.15) 





这 个 公式 是 高 斯 定理 的 推广 . 
沿 一 个 二 维 曲 面 的 积分 可 以 变换 为 “包含 ” 它 的 超 曲 面 的 积分 , 办 法 是 
用 算 符 


— dok gr 


dfix UE - 


1 (6.16) 


代替 积分 元 dj 六 . 例如 , 对 于 反对 称 张 量 A* 的 积分 , 我 们 有 : 


Em OA OAi* 0A™ 
3f eat 3/ (os ase sr) = /dsr 6 


沿 一 条 四 维 闭 合 曲线 的 积分 可 以 通过 代 换 : 





i i 
dz — df* BR (6.18) 
变换 为 “包含 ” 它 的 曲面 的 积分 . 因此 , 对 于 一 个 矢量 的 积分 , 我 们 有 : 


这 是 斯 托 克 斯 定理 的 推广 . 





习 题 


1. 求 一 个 对 称 四 维 张 量 A 的 分 量 在 洛 伦 效 变 换 (6.1) 下 的 变换 法 则 . 
解 : 将 该 张 量 的 分 量 看 做 两 个 四 维 矢量 分 量 的 乘积 ,我们 得 到 : 





7 (A™ 所 2—Am: + ES A )， 
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.24 
411 一 1 4'1I 十 DY 401 V? jo0 
gE Léa 6 C2 
ec2 
A22 Bs A’22 A23 si A23 A >” 1 (4 * ho 

TV c 

| eR 

c2 

2 
01 一 1 5 hm (4 二 全 证 V 00 二 4o| 


C2 
Vi c 


c2 


以 及 对 于 A33, A13 和 403 的 类 似 公 式 . 


2. 对 反对 称 张 量 4 外 求解 同样 的 问题 . 
解 : 因为 坐标 z2 和 zz3 不 变 , 张 量 分 量 423 就 不 变 , 而 分 量 412, 413 和 


402 ,403 像 zl 和 z0 一 样 变换 : 
A'12 得 V 402 .4102 下 V jn2 
423 ee A 412 i € , 402 Ea C 
V2 , V2 
站 “ 


类 似 地 可 得 A13, 403， 

对 于 z0zl 平面 内 二 维 坐标 系 的 转动 ( 它 就 是 我 们 正在 考虑 的 变换 )， 分 
量 401 = -410, 400 = Al1 = 0, 构成 一 个 2 阶 反对 称 张 量 , 阶 数 2 等 于 空间 维 
数 . 因此 ( 见 式 (6.9) 后 第 2 个 脚注 ), 这 些 分 量 在 该 变换 下 不 变 


401 = AL 
87 ”四维 速度 
由 普通 的 三 维 速度 矢量 , 我 们 可 以 构造 一 个 四 维 矢量 . 一 个 粒子 的 四 维 
速度 (四 速度 ) 是 矢量 : 
.a 
= 十: (7.1) 


为 了 求 出 它 的 分 量 , 我 们 应 注意 , 根据 (3.1)， 


2 
ds = cdty/1— -二 
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其 中 wv 为 粒子 的 普通 三 维 速度 . 因此 ， 


我 们 用 同样 的 方法 来 求 ,tw , wut, 结果 我 们 得 到 : 


i 1 人 
De 
V1- 三 ceV1- 王 
C2 C2 


应 该 注意 , 四 维 速度 是 一 个 无 量 纲 量 . 
四 维 速度 的 分 量 并 不 彼此 独立 . 注意 到 , dzidz: = ds?, 我 们 有 


uiui = 1. (7.3) 


所 以 , 就 几何 意义 言 之 , 我 们 可 以 说 , wu: 是 与 粒子 世界 线 相 切 的 一 个 四 维 单 
位 矢量 . 
与 四 维 速度 的 定义 类 似 , 二 阶 导数 
da 
ds? ds 


可 以 称 为 四 维 加 速度 . 微分 (7.3), 我 们 求 得 

uiw:i = 0, (7.4) 
即 四 维 速度 矢量 和 四 维 加 速度 矢量 是 相互 正 交 的 . 

习 题 


确定 相对 论 的 匀 加 速 运动 , 即 在 固有 参考 系 中 (每 个 时 刻 ) 加 速度 了 保 
持 不 变 的 直线 运动 . 

解 : 在 粒子 速度 v= 二 0 的 参考 系 中 ,四 维 加 速度 的 分 量 wi = (0,w/c?,0,0) 
(这 里 由 是 普通 三 维 加 速度 , 指向 沿 了 了 轴 ). 相对 论 不 变 的 匀 加 速 条 件 必 须 表 
达 为 四 维 标量 (在 固有 参考 系 中 与 w? 一 致 ) 的 常数 性 : 


i Ee w? 
w wi; = Const ey 
在 与 之 参照 来 观察 运动 的 这 个 “固定 ” 系 中 , 写 出 tiani 的 表达 式 ,得 到 


方程 


(7.2) 








= Wt + const. 
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对 于 t= 二 0 令 v=0, 我 们 得 到 const =0, 所 以 
wt 
wt2 


再 积分 一 次 并 对 t=0 令 =0, 我 们 得 到 : 


cz wt 


对 于 wt 安 c, 这 些 公式 过 渡 到 经 典 表达 式 V = wt, 7 二 wt/2. 对 于 wt 一 oo， 
速度 趋 于 恒定 值 c. 
一 个 匀 加 速 粒子 的 固有 时 由 如 下 积分 给 出 


t 2 
V1- —dt = .a 
0 c WW c 


当 上 _， oo 时， 按照 规律 Eno, 它 比 增加 慢 得 多 . 


4) 一 





第 二 章 


相对 论 力学 


§8 ”最 小 作用 量 原理 


为 了 研究 实物 粒子 的 运动 , 我 们 将 从 最 小 作用 量 原理 出 发 . 大 家 知道 ， 
最 小 作用 量 原理 是 说 : 对 于 每 一 个 力学 体系 , 有 一 个 叫做 作用 量 的 积分 5 
存在 , 这 个 积分 对 于 实际 运动 有 最 小 值 , 因此 它 的 变 分 55 为 零 .@ 

为 了 决定 对 于 一 个 自由 实物 粒子 (一 个 不 在 任何 外 力 影响 下 的 粒子 ) 的 
作用 量 积 分 , 我 们 要 注意 这 个 积分 必定 与 参考 系 的 选择 无 关 , 这 就 是 说 , 它 
必须 对 于 洛 伦 效 变换 保持 不 变 . 由 此 可 知 , 它 必 定 是 一 个 标量 郴 数 . 此 外 , 很 
明显 地 , 被 积分 的 函数 必须 是 一 个 一 阶 微分 . 但 是 对 于 一 个 自由 粒子 , 我 们 
所 能 造 出 的 唯一 的 这 种 标量 , 仅仅 是 间隔 ds, 或 ads, 其 中 a 是 某 一 常数 . 这 
样 一 来 ,对 于 一 个 目 由 粒子 , 作用 量 积分 必须 取 下 面 的 形式 : 


b 
s=-af ds, 


b 
其 中 / 表示 沿 着 粒子 在 两 个 特定 事件 间 的 世界 线 的 积分 , 这 两 个 特定 事件 


b 
就 是 粒子 在 时 刻 到 达 初 位 置 和 在 刀 时 刻 到 达 末 位 置 , 也 就 是 说 ， / 是 


沿 着 两 个 世界 点 之 间 的 世界 线 的 积分 ; 而 a 则 为 表征 该 粒子 的 一 个 常数 . 很 
容易 看 出 , 对 所 有 粒子 来 说 ,a 必须 是 正 数 , 的 确 ， 在 83 中 , 我 们 已 经 看 到 


b 
/ ds 沿 着 一 条 直 的 世界 线 的 值 是 最 大 ; 沿 着 一 条 弯曲 的 世界 线 , 我 们 可 以 
b 
使 积分 任意 小 . 所 以 , 积分 / ds 如 果 取 正 号 , 则 不 可 能 有 最 小 值 ; 如 果 取 负 


@ 严格 说 来 , 最 小 作用 量 原理 断定 , 积分 5S 仅仅 对 于 小 的 积分 区 间 才 应 当 是 最 小 值 . 对 于 
任意 长 度 的 积分 区 间 , 只 能 断定 积分 S 有 极端 值 , 并 非 必须 有 最 小 值 . (参见 第 一 卷 82) . 
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号 , 那么 , 显然 , 沿 着 这 一 条 直 的 世界 线 积分 时 , 它 有 最 小 值 . 
t2 
这 个 作用 量 可 以 变 为 对 时 间 的 积分 S= / Ldt. 众所周知 ,系数 工 叫 做 
ti 
这 个 力学 体系 的 拉 格 朗 日 函数 . 利用 (3.1), 我 们 求 得 


t2 v2 
s=-/ QC 1— 


其 中 wv 为 实物 粒子 的 速度 . 因 之 , 对 粒子 来 说 , 拉 格 朗 日 函数 是 


| 2 
L = —ac 1—3: 


上 面 已 经 说 过 , a 是 表征 该 粒子 的 一 个 量 . 在 经 典 力学 中 , 每 个 粒子 的 
特征 就 是 它 的 质量 m. 我 们 来 找 m 与 a 之 间 的 关系 . 这 可 以 从 下 面 的 条 件 定 
出 来 , 在 作 e 一 ee 的 极限 过 渡 时 , 工 的 表达 式 应 当 过 渡 到 它 的 经 典 表达 式 


Em Fmv?. 为 了 实现 这 个 过 渡 , 我 们 将 工 展开 为 v/c 的 短 级 数 . 略 去 高 次 项 


以 后 , 我 们 便 得 到 
| v2 QU2 
L=—ac i 


拉 格 朗 日 函数 中 的 常数 项 对 运动 方程 没有 影响 , 因而 可 以 略 去 . 从 工 中略 去 
常数 ac, 并 同 经典 力 学 中 的 表达 式 工 =7no2/2 比较 , 我 们 发现 a = mc. 
所 以 , 自由 实物 粒子 的 作用 量 是 


入 三 -mef ds, (8.1) 
而 拉 格 朗 日 函数 是 
卫 = 一 mc2t/ 1 一 一 . (8.2) 
89 能 量 与 动量 


我 们 把 矢量 p = 97/6vu 称 为 一 个 粒子 的 动量 (8L/6w 是 表示 该 矢量 的 符 
号 , 其 分 量 为 工 对 v 的 相应 分 量 的 导数 ) . 利用 (8.2), 我 们 得 到 


mv 





(9.1) 


对 于 很 小 的 速度 (v 之 c), 或 ce 一 oo 的 极限 情形 下 ,上 式 就 变 为 经 典 的 公式 
PD 二 mv. 当 v=c 时 ,动量 p 就 变 为 无 穷 大 . 
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动量 对 时 间 的 导数 就 是 作用 于 粒子 的 力 . 假定 粒子 的 速度 只 是 在 方向 上 
有 变化 , 即 假设 力 与 速度 的 方向 垂直 , 则 有 


人 (9.2) 


(9.3) 


我 们 看 到 , 力 与 加 速度 之 比 , 在 两 种 情况 下 , 并 不 相等 . 
粒子 的 能 量 8, 我 们 知道 , 可 用 下 式 定 义 (参见 第 一 卷 86) : 


6=p:v—L. 


用 表达 式 (8.2) 及 (9.1) 代替 工 及 p, 则 得 


= = (9.4) 
人 

c2 

特别 是 , 由 这 个 非常 重要 的 表达 式 可 以 看 出 , 在 相对 论 力学 中 , 一 个 自 


由 粒子 的 能 量 在 v = 0 时 并 不 为 零 , 而 是 取 有 限 值 
6€ = me’. (9.5) 


这 个 量 称 为 该 粒子 的 静 能 . 
在 速度 很 小 (v/c < 1) 的 情况 下 , 将 (9.4) 式 展 为 v/c 的 宪 级 数 , 我 们 得 
到 


2 
mv 
Eme +, 


就 是 说 ,扣除 静 能 后 ,此 式 就 是 一 个 粒子 动能 的 经 典 表达 式 . 

必须 强调 , 尽管 我 们 这 里 谈 的 是 “粒子 ”", 但 从 未 用 到 它 的 “基本 性 ”. 
因此 , 这 些 公 式 同 样 可 以 用 于 许多 粒子 组 成 的 复合 物体 . 此 时 m 是 指 该 物体 
的 总 质量 , 而 v 是 指 它 作为 整体 的 运动 速度 . 特别 地 ,(9.5) 式 适 用 于 整体 静 
止 的 任何 物体 . 请 注意 , 在 相对 论 力学 中 , 任何 自由 物体 ( 即 任何 封闭 系统 ) 
的 能 量 是 一 个 完全 确定 的 量 , 它 总 是 正 的 , 并 与 该 物体 的 质量 直接 相关 . 为 此 
我 们 可 以 回忆 在 经 典 力学 中 , 一 个 物体 的 能 量 只 确定 到 差 一 个 任意 常数 , 并 
且 既 可 以 为 正 值 , 也 可 以 为 负 值 . 
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一 个 静止 物体 的 能 量 , 除 其 组 成 粒子 的 静 能 外 , 还 包括 粒子 的 动能 和 它 
们 的 相互 作用 能 . 换 句 话说 , me? 并 不 等 于 jmac* (ma 是 诸 粒子 的 质量 ) ， 
所 以 ,mm 并 不 等 于 ma. 因此 , 在 相对 论 力学 中 , 质量 守恒 定律 并 不 成 立 : 
复合 物体 的 质量 并 不 等 于 其 各 个 部 分 质量 之 和 , 而 只 有 包含 粒子 静 能 在 内 的 
能 量 守恒 定律 是 成 立 的 . 

将 (9.1) 及 (9.4) 平方 并 同 这 些 结果 比较 , 我 们 得 到 粒子 能 量 和 动量 之 


间 的 下 列 关 系 
£2 


i 2D2 + mc?. (9.6) 
用 动量 来 表示 的 能 量 称 为 哈密 顿 消 数 .: 交 ; 
3 一 cVD2 + me?. (9.7) 


对 于 低速 情况 ,p 之 me, 我 们 近似 地 有 
2 
,32 = me? 十 4 
就 是 说 , 除 静 能 外 我 们 得 到 了 哈密 顿 量 熟 悉 的 经 典 表 达 式 . 
从 (9.1) 及 (9.4) 我 们 得 到 一 个 自由 粒子 的 能 量 、 动 量 与 速度 的 关系 如 
未 
和 (9.8) 
当 vv=c 时 , 粒子 的 动量 与 能 量 都 变 为 无 穷 大 , 这 就 是 说 ,一 个 粒子 ,如 
果 它 的 质量 不 为 零 , 就 不 可 能 以 光速 运动 .然而 在 相对 论 力学 中 , 可 能 存 在 质 
量 为 零 而 以 光速 运动 的 粒子 (例如 光子 和 中 微 子 ) . 由 (9.8), 对 于 这 一 类 粒 
子 我 们 有 二 
多 有 去: (9.9) 
同样 的 公式 对 于 非 零 质量 的 粒子 在 极端 相对 论 情况 下 也 近似 成 立 , 那 时 粒子 
的 能 量 8 远大 于 其 静 能 me?. 
现在 我 们 来 推导 得 到 的 所 有 关系 式 的 四 维 形式 . 按照 最 小 作用 量 原理 ， 


b 
55= -mcs |/ ds = 0. 
为 了 建立 55 的 表达 式 , 我 们 注意 到 ds = Vdzidzx:, 因此 ， 
bs, i b 
585 = -me [ Ce = -me / uid8r'. 


用 分 部 积分 法 , 我 们 得 到 





,入 b du 
65 = 一 ?cuioz | +mc / 5z ds. (9.10) 


a 
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大 家 知道 , 为 了 求 得 运动 方程 , 就 必须 比较 经 过 两 个 给 定点 的 不 同 的 轨 
道 , 即 在 上 限 和 下 限 有 (5zi)。 = (5x')。 = 0. 实际 的 轨道 则 是 由 8S = 0 这 个 条 
件 来 决定 的 . 由 (9.10) 我 们 得 到 方程 es =0, 也 就 是 自由 粒子 的 四 维 速度 恒 
证 

为 了 表示 作用 量 的 变 分 为 坐标 的 函数 , 我 们 知道 ,a 点 必须 当做 固定 的 ， 
所 以 (8zi)。 = 0. 第 二 点 应 该 当做 变化 的 , 但 是 这 时 只 考虑 实际 的 轨道 ， 即 那 
些 满足 运动 方程 的 轨道 . 因此 , 在 表示 85 的 (9.10) 式 中 , 积分 项 为 零 . 代替 
(8zi)。, 可 以 简单 地 写 5zi, 因 之 , 得 





65 = —mcuidr’. (9.11) 
四 维 矢 量 0 
Di = — (9.12) 





称 为 四 维 动量 矢量 . 我 们 从 力学 中 知道 , 导数 85/67z,85/6vy,95/6z 是 粒子 动 
量 失 量 p 的 3 个 分 量 , 而 导数 -95/8 是 粒子 的 能 量 8. 因此 , 四 维 动量 的 协 
变 分 量 是 mm = (8/c, 一 p), 而 逆 变 分 量 是 @ 

p! = (和 (9.13) 


Cc 


由 (9.11) 可 知 , 一 个 自由 粒子 的 四 维 动量 的 分 量 是 
p' = meu'. (9.14) 


代入 (7.2) 式 中 四 维 速 度 的 分 量 , 我 们 事实 上 就 得 到 p 和 & 的 表达 式 (9.1) 
和 (9.4) . 

因 之 , 在 相对 论 力学 中 , 动量 与 能 量 是 一 个 四 维 矢 量 的 分 量 . 从 而 就 直 
接 得 到 动量 与 能 量 由 一 个 惯性 系 到 另 一 个 惯性 系 的 变换 公式 . 将 (9.13) 代入 
四 维 矢量 的 普遍 变换 公式 (6.1) 内 , 我 们 得 到 





. (9.15) 


Pa 十 Vg 
-7 6'+ Vp 
= py=Ppy, pz=p:, €= 3 


S 
| 
1 
| 
1 
%| < 


式 中 pz,py,p: 是 三 维和 失 量 p 的 分 量 . 
从 四 维 动量 (9.14) 的 定义 以 及 恒等式 ww = 1, 我 们 就 得 到 自由 粒子 四 
维 动量 的 平方 
pip’ = mc’. (9.16) 
@ 请 注意 有 一 个 辅助 方法 可 以 帮助 我 们 记 住 物理 四 维和 失 量 的 定义 : 逆 变 分 量 同 相应 的 三 维 
矢量 (> 对 于 xi,p 对 于 p:) 相关 , 带 “ 正 确 的 ” 正 号 . 
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代入 (9.13) 式 , 我 们 就 回 到 (9.6) . 
同 力 的 通常 定义 类 比 , 力 的 四 维 矢 量 可 定义 为 导数 : 
dz dz 
g = 二 一 me (9.17) 
其 分 量 满足 恒等式 giw* = 0. 这 个 四 维 矢量 可 用 通常 的 三 维 力 矢量 f = dp/dt 
表示 为 : 


二 一 产 -一 一 
cVI 一 坪 cV1I 一 二 
时 间 分 量 与 该 力 所 做 的 功 相 关 . 
将 (9.12) 式 代 和 (9.16), 就 得 到 相对 论 的 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 : 
09 985 ,05 085 二 


BeBe 


(9.18) 





Br; OTi 一 
或 者 , 将 求 和 明显 写 出 : 
E AOSN. YOBN® /O90 aS 
= 
在 方程 (9.20) 中 过 渡 到 经 典 力 学 极限 情况 的 做 法 如 下 . 首先 我 们 必须 注 
意 , 正如 (9.7) 式 中 相应 的 过 渡 那 样 , 相对 论 力 学 中 一 个 粒子 的 能 量 包 含 me? 
项 , 而 该 项 在 经 典 力学 中 没有 . 因为 作用 量 5S 同 能 量 6 有 关系 8 = -05/6t,， 


所 以 在 过 渡 到 经 典 力学 时 , 我 们 必须 用 一 个 新 的 作用 量 5S' 来 替换 作用 量 9， 
其 关系 为 : 





(9.19) 


S=5— met. 


将 此 式 代 入 (9.20) , 我 们 得 到 
1 J Ca + oN & oY) 二 
2mce? (过 Ot 2m (入 后 ( 志 四 
在 < 一 oo 的 极限 情况 下 , 这 个 方程 就 回 到 经 典 的 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 . 


8$10 分布 函数 的 变换 


在 许多 物理 问题 中 我 们 都 要 处 理 粒子 动量 的 分 布 函数 : f(p)dp;dpydp: 
是 动量 分 量 在 给 定 间隔 dps,dpv,dp。 内 的 粒子 数 (或 者 , 简 言 之 , 在 “动量 空 
间 ” 给 定 体积 元 dap = dpedpvdp。 内 的 粒子 数 ) . 于 是 当 我 们 从 一 个 参考 系 变 
换 到 另 一 个 参考 系 时 ,就 面临 着 寻找 分 布 函数 /tp) 变换 规律 的 问题 . 





810 分布 函数 的 变换 “ 33 . 


为 了 解决 这 个 问题 , 我 们 先 来 确定 “体积 元 ”dpzdpydp; 在 洛 伦 效 变换 下 
的 性 质 . 如 果 我 们 引入 一 个 四 维 坐 标 系 , 在 其 轴 上 标 以 粒子 的 四 维 动量 的 分 
量 , 则 dpzdpyvdp> 可 以 看 作 是 由 方程 pip; = mm2c2 定义 的 超 曲 面 元 的 零 分 量 . 
这 个 超 曲 面 元 是 沿 该 超 曲面 法 线 指向 的 四 维 矢 量 ; 在 这 种 情况 下 , 该 法 线 的 
方向 显然 与 四 维 矢量 p; 的 方向 一 致 . 由 此 可 知 , 比值 

dpzdpydp; 
如 

是 一 个 不 变量 , 因为 它 是 两 个 平行 四 维 矢量 的 对 应 分 量 的 比值 .@ 

粒子 数 fdpzdpydp: 显然 也 是 一 个 不 变量 , 因为 它 不 依赖 于 参考 系 的 选 
择 . 将 其 写 为 形式 


(10.1) 


dpzdpydpz 
f(p)E 了 


并 应 用 比值 (10.1) 的 不 变性 , 我 们 得 出 乘积 f(p)& 是 不 变量 . 于 是 K’' 系 中 
的 分 布 函 数 与 K 系 中 的 分 布 子 数 通过 下 式 联系 起 来 


f'(p') = Ee (10.2) 
式 中 p 和 & 必须 用 变换 公式 (9.15) 通过 p' 和 8' 表示 . 
现在 再 回 到 不 变 表达 式 (10.1) . 如 果 我 们 在 动量 空间 引入 “ 球 坐 标 ”, 则 
体积 元 dpzdpydp: 变 为 p?dpdo, 式 中 do 是 围绕 矢量 p 方 向 的 立体 角 元 . 注意 
到 pdp = 6d@/c? (由 (9.6) ), 我 们 有 : 
pdpdo pdédo 
人 
于 是 我 们 发 现 
pd@do (10.3) 


也 是 不 变量 . 

在 气体 动 理论 中 ， 分布 函 数 的 概念 表现 为 男 一 种 形式 : 乘积 
f(r,pP)dpzdpydpzdV 是 体积 元 dV 中 动量 在 间隔 dp;, dpy,dp: 内 的 粒子 数 . 郴 
数 f(r,p) 称 为 相 空 间 (粒子 的 坐标 和 动量 空间 ) 中 的 分 布 函 数 ， 微分 乘积 
dr 二 d3pdV 是 这 个 空间 的 体积 元 . 我 们 将 寻求 这 个 函数 的 变换 法 则 . 

”” @ 对 体积 元 (10.1) 的 积分 可 以 借助 5 函数 (参见 828 第 一 个 脚注 ) 在 四 维 形式 中 表示 为 对 


8(p'p, 一 mm2c2)d4p， dp = dp"dp!dp*dp’, (10.1a) 
的 积分 . 4 个 分 量 z 被 看 做 独立 变量 (p? 只 取 正 值 ) . (10.1a) 式 显然 来 自 其 中 出 现 的 5 函数 的 下 
列表 示 : 村 ; 上 


式 中 8 =cVP 十 m?c2, 而 这 个 公式 则 来 自 该 脚注 中 的 公式 (5) . 
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除了 参考 系 K 和 K' 外 ,我们 也 引入 具有 给 定 动量 的 粒子 在 其 中 处 于 静 
止 的 参考 系 Ko; 粒子 占据 的 体积 元 的 固有 体积 dVo 就 是 相对 于 该 参考 系 定 
义 的 . 按照 定义 , K 和 天 ' 系 相 对 于 Ko 系 的 速度 与 这 些 粒 子 在 到 和 K' 系 中 
的 速度 w 和 w 一 致 . 因此 , 按照 (4.6) 式 , 我 们 有 : 


v2 v2 
da = 一 到 =- 三， 
c c 


dV 2& 
dV ”过 
将 此 式 乘 以 d3p/d3p' = 8/E' 式 , 我 们 得 到 


由 此 ， 


二 (10.4) 


即 相 空间 的 体积 元 是 不 变量 . 因为 粒子 数 fdr 按 定义 也 是 不 变量 , 我 们 得 出 
结论 : 相 空 间 的 分 布 图 数 是 不 变量 : 


f'(r',p') = f(r,p), (10.5) 
式 中 7',p' 由 洛 伦 效 变 换 公 式 同 7r,p 相 联 系 . 
811 粒子 的 衰变 


我 们 来 考虑 一 个 质量 为 M 的 粒子 自发 衰变 为 质量 为 mi 和 m2 两 部 分 的 
情形 . 将 训 变 中 能 量 守 恒定 律 应 用 于 该 粒子 处 于 静止 的 参考 系 , 我 们 得 到 @ 


M = Eo + Goo, (11.1) 


式 中 Bo 和 Bo 是 出 射 粒子 的 能 量 . 因为 Bl0o> mi 和 Bo > mz, 仅 当 M > 
mi 十 m2 时 (11.1) 式 才 能 得 到 满足 , 即 一 个 粒子 可 以 自发 衰变 为 质量 之 和 小 
于 该 粒子 质量 的 两 部 分 . 另 一 方面 , 如 果 M < mi 十 mz, 则 粒子 (对 于 该 特定 
衰变 ) 是 稳定 的 , 不 会 自发 衰变 . 在 这 种 情形 下 为 引起 衰变 , 我 们 必须 从 外 面 
提供 给 该 粒子 至 少 等 于 其 “束缚 能 ”(mi + mz 一 M) 的 能 量 . 

衰变 过 程 中 动量 和 能 量 一 样 必须 守恒 . 因为 粒子 的 初始 动量 是 零 , 出 射 
粒子 的 动量 之 和 必须 是 零 : pio 十 p20 = 0. 因而 pfo = p50, 或 


四 在 811 一 813 中 ,我 们 令 <c= 1. 即 把 光速 取 为 测量 速度 的 单位 (所 以 长 度 和 时 间 的 量 纲 变 
得 相同 ) . 这 种 选择 在 相对 论 力学 中 是 自然 的 , 且 能 大 大 简化 公式 的 书写 . 不 过 , 在 本 书 中 ( 它 
也 含有 相当 数量 的 非 相对 论 性 理论 ) 我 们 通常 不 用 这 种 单位 制 , 而 在 每 次 用 到 时 了 予以 说 明 . 

如 果 公 式 中 已 令 c= 1, 换 回 通常 的 单位 是 容易 的 : 在 其 中 引入 光速 以 保证 基 纲 正确 即 可 ， 
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(11.1) 和 (11.2) 两 式 唯 一 地 决定 了 出 射 粒子 的 能 量 : 
2 
A10 一 —— 620 Ee (11.3) 


在 一 定 意义 上 , 这 个 问题 的 逆 问 题 是 计算 两 个 碰撞 粒子 在 其 总 动量 为 零 
的 参考 系 中 的 总 能 量 M. (这 个 参考 系 简称 为 动量 中 心 系 或 “C 系 ”.) 这 个 
量 的 计算 给 出 了 伴随 碰撞 粒子 状态 改变 或 新 粒子 “产生 ”的 各 种 非 弹性 碰撞 
过 程 可 能 存在 的 判 据 . 仅 当 “反应 产物 ”的 质量 之 和 不 超过 M 时 , 这 类 过 程 
才能 够 发 生 . 

假设 在 初始 参考 系 (实验 室 系 ) 中 , 一 个 质量 为 mi 能 量 为 & 的 粒子 同 
一 个 质量 为 m2 的 静止 粒子 相 撞 . 两 个 粒子 的 总 能 量 是 


睛 一 砚 十 免 王 页 十 ?no， 


它们 的 总 动量 是 p = pi 十 p2 = pi. 把 两 个 粒子 一 起 看 成 单一 的 复合 系统 ,从 
(9.8) 我 们 得 到 它 作 为 一 个 整体 的 运动 速度 是 : 


p pl 
V= 二 = 11.4 
Pe 全 十 7722 ( ) 


这 个 量 是 C 系 相 对 于 实验 室 系 (L 系 ) 的 运动 速度 . 

然而 , 在 测定 质量 M 时 , 没有 必要 从 一 个 参考 系 变换 到 另 一 个 参考 系 . 
我 们 可 以 直接 应 用 (9.6) 式 , 它 既 可 以 个 别 应 用 于 每 个 粒子 , 也 同样 可 以 应 
用 于 复合 系统 . 于 是 我 们 有 


M2?=62—p= (G+m2) (6 —m?), 





由 此 
M? = m? + m2 + 2m2A. (11.5) 


习 题 


1. 一 个 以 速度 了 运动 的 粒子 在 “飞行 ”中 分 解 为 两 个 粒子 . 求 这 些 粒 子 
的 出 射 角 同 其 能 量 之 间 的 关系 . 

解 : 设 钢 是 衰变 粒子 之 一 在 C 系 中 的 能 量 ( 即 (11.3) 中 的 Clo 或 620),E 
是 这 同一 粒子 在 五 系 中 的 能 量 ,9 是 它 在 卫 系 中 (相对 于 的 方向 ) 的 出 射 
角 . 用 变换 公式 我 们 得 到 : 
_ 6—Vpcos0 
Vi-V 


_€-@Vi-Vi g 
= (W 


CE0 


所 以 


cose 
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为 从 cosb 反 求 @B ,我们 得 到 (相对 于 @) 的 二 次 方程 
CE2(1 一 V2cos20) -266 V1— V2+62(1—V?)+Vim?cos*0=0, (2) 


它 有 一 个 正 根 (如 果 衰 变 粒 子 在 C 系 中 的 速度 vo 满足 vo > V) 或 两 个 正 根 
(如 果 vo <T) . 

从 图 示 可 以 清楚 这 种 不 确定 性 的 来 由 . 按照 (9.15), 工 系 中 的 动量 分 量 
用 参照 C 系 的 量 来 表达 是 通过 公式 


po cos 00 十 EoV 
pz 一 se 7 py = po sin Oo. 


消去 00, 我 们 得 到 
p+ (pVl—V?—éV) = po. 


相对 于 变量 pe,py 这 就 是 半 轴 为 pp/V1 一 V2,po 的 椭圆 , 其 中 心 (图 3 中 的 点 
O) 从 点 p= 二 0 (图 3 中 的 点 4A) 移动 了 距离 BV/V1 一 Vi @. 

如 果 刀 > po/ 砚 = ,点 4 处 于 椭圆 的 外 面 (图 3b), 以 至 对 于 固定 的 角 
0, 矢量 p( 因 而 能 量 如 ) 可 以 有 两 个 不 同 的 值 . 由 此 结构 也 显 见 , 在 这 种 情形 
下 , 角 0 不 能 超过 确定 值 ax (相应 于 舌 量 pp 同 椭圆 相 切 处 的 位 置 ) .gmax 的 
值 很 容易 从 二 次 方程 (2) 的 判别 式 等 于 零 的 条 件 解 析 地 确定 : 


DOV 1 一 TV” 
mV 


sing naw = 





(a)V<vo 


2. 求 衰变 粒子 在 工 系 中 的 能 量 分 布 . 
解 : 在 C 系 中 ,衰变 粒子 是 各 向 同性 分 布 的 ， 即 在 立体 角 元 doo = 
2rsingodbo 中 的 粒子 数 是 


1 1 
dN = ax do0 = zldcosbo|. (1) 


@ 在 经 典 极限 下 , 该 椭圆 变 为 圆 , 见 本 教程 第 一 卷 816. 
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L 系 中 的 能 量 用 参照 C 系 中 的 量 表达 为 


大 E0 十 poY cos bo 
取 值 范围 从 
60— Vpo 0+ Vpo 








用 dB 来 表达 |dcosbo|l, 我 们 得 到 归 一 化 的 能 量 分 布 (对 两 类 衰变 粒子 的 每 一 


种 ): 
dN = i — V2d6é. 
2V po 


3. 对 于 衰变 为 两 个 全 同 粒子 的 情形 , 求 工 系 中 两 个 衰变 粒子 之 间 的 角 
(它们 的 分 离 角 ) 的 取 值 范围 . 

解 :在 C 系 中 ,粒子 反 向 飞 离 , 所 以 bio= 工 -bo 三 bo 按照 (5.4) 式 ,CO 
系 和 工 系 中 角 之 间 的 关系 由 以 下 公式 给 出 : 


> vocos00+V i —vVocos00++V 
人 ”win vi 


(因为 在 目前 情形 下 ,vio = v20 三 v0). 要 求 的 分 离 角 是 日 =b0 十 2， 简单 的 
计算 给 出 : 


V2 一 妇 十 VY2ogsin2 60 








人 三 8 
本 2Vvov1 一 Vzsingbo 
考察 该 表达 式 的 极 值 给 出 下 列 日 可 能 的 取 值 范围 : 
对 于 V < wo: 
2 arctan (好 -V3) < 四 过 
生气 < 2 : 
/= 沪 
0 < 0 < arcsin TT- 
对 于 V> 一 一 一 : 
0< 0 <2arctan (VI-V?) < 了 了. 


4. 求 零 质量 的 衰变 粒子 在 工 系 中 的 角 分 布 . 
解 : 按照 (5.6) 式 ,mm =0 的 粒子 在 C 系 和 世系 中 出 射 角 之 间 的 关系 是 


cosg—V 


oni 1—Vcos0 
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将 这 个 表达 式 代 入 习题 2 中 的 (1) 式 , 我 们 得 到 : 
(1 一 Y2)do 
4n(1 — V cos0)? 
5. 对 于 衰变 为 两 个 零 质 量 粒 子 的 情形 , 求 工 系 中 张 角 的 分 布 . 
解 : 工 系 中 出 射 角 ,905 之 间 的 关系 ,以 及 C 系 中 角 0 三 的 ,920 = 二 x 一 00 
由 (5.6) 式 给 出 , 所 以 对 于 张 角 日 =0 十 02 我 们 有 : 


272 一 工 一 六 26082 2 


dN = 





Ee 1 — V? cos? Oo 
反 过 来 ， 
1— V2 © 
cosb = 4/1— 73 cot 本 


把 这 个 表达 式 代 入 习题 2 的 (1) 式 , 我 们 得 到 : 


_ 1- do 


N= RE 
a l6nV | a09 9 
sin V2 一 cos? 





角 日 取 值 从 工 到 Bin = 2arccosV. 

6. 当 一 个 质量 M 的 静止 粒子 衰变 为 质量 为 mi,m2 和 ms 的 3 个 粒子 
时 , 这 3 个 粒子 之 一 能 够 带 出 的 最 大 能 量 是 多 少 ? 

解 : 粒子 mi 有 其 最 大 能 量 的 条 件 是 ,其 他 两 个 粒子 m2 和 ?ma 构成 的 系 
统 有 其 最 小 可 能 的 质量 ; 后 者 等 于 和 mz 十 m3 ( 且 相 应 于 这 两 个 粒子 以 相同 
速度 一 起 运动 的 情形 ) , 因此 这 个 问题 化 为 一 个 粒子 衰变 为 两 部 分 , 从 (11.3) 
我 们 得 到 : 


M? +m? 一 (mn2 十 7n3)? 
G max = age 


812 不 变 截面 


碰撞 过 程 由 其 有 效 截面 (或 截面 ) 表征 , 它 决定 碰撞 的 粒子 束 之 间 发 生 
的 (特定 类 型 的 ) 碰撞 数 . 

假设 有 两 个 碰撞 束 ; 我 们 用 ni 和 nz 表示 其 中 的 粒子 密度 ( 即 单位 体积 
内 的 粒子 数 ), 用 v1 和 vo 表示 粒子 的 速度 . 在 粒子 2 处 于 静止 的 参考 系 (或 
者 说 粒子 2 的 静止 系 ) 中 , 我 们 讨论 的 是 粒子 束 1 同 静 止 靶 的 碰撞 . 于 是 按 
照 碰撞 截面 o 的 通常 定义 , 体积 dV 内 时 间 dt 中 发 生 的 碰撞 数 是 


dz = ovVrelnin2dV dt, 
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式 中 wrel 是 粒子 1 在 粒子 2 静止 系 中 的 速度 ( 它 恰 好 就 是 相对 论 力学 中 两 个 
粒子 相对 速度 的 定义 ) . 
dv 这 个 数 就 其 本 性 而 言 是 一 个 不 变量 . 让 我 们 来 试 着 将 它 表 示 为 可 适用 
于 任何 参考 系 的 形式 : 
dv = AninzdV dt, (12.1) 


式 中 4 是 一 个 待定 的 数 , 我 们 知道 , 在 粒子 之 一 的 静止 系 中 它 的 值 是 vrelo. 
我 们 将 总 是 用 o 来 严格 表示 粒子 之 一 的 静止 系 中 的 截面 , 即 按照 定 义 , 它 是 
一 个 不 变量 . 从 其 定义 可 知 , 相对 速度 wel 也 是 不 变量 . 
在 (12.1) 式 中 , 乘积 dydt 是 不 变量 . 因而 乘积 Anin2 必定 也 是 不 变量 . 
注意 到 给 定 体积 元 dV 中 的 粒子 数 ndV 是 不 变量 , 就 不 难 求 得 粒子 密度 
n 的 变换 规律 . 记 ndV = nodVo (指标 0 表示 静止 系 ), 用 (4.6) 式 作为 体积 的 
变换 公式 , 我 们 求 得 : 


720 
V1 一 2 
或 n=no6/m, 式 中 8 是 粒子 的 能 量 ,mm 是 粒子 的 质量 . 
因此 ,Aninz 是 不 变 的 这 个 论断 与 4 鱼 免 的 不 变性 等 价 . 这 个 条 件 更 方 
便 地 表述 为 如 下 形式 
A oye 


一 一 一 一 -一 一 jnV 9 12.3 
PliD2 6162 一 P1.D2 E20) 


n = (12.2) 


式 中 分 母 (两 个 粒子 四 维 动量 的 乘积 ) 是 不 变量 . 

在 粒子 2 的 静止 系 中 , 我 们 有 免 = ma2,paz =0, 故 不 变量 (12.3) 化 为 4. 
另 一 方面 , 在 该 参考 系 中 , 4 = ovra. 所 以 ,在 任意 参考 系 中 ， 
Plipy 
到 区 

为 将 此 式 表 为 其 最 终 形式 , 我 们 用 粒子 在 任意 参考 系 中 的 动量 或 速度 来 
表示 wel. 为 了 做 到 这 一 点 , 我 们 注意 在 粒子 2 的 静止 系 中 ， 





A= ovrel (12.4) 


m1 


plipy 一 m2. 
V 一 ULel 





于 起 
mim3 
(piip3)? 


利用 (9.1) 和 (9.4) 式 通过 速度 wm 和 v2 来 表示 量 piip3 三 锣 多 一 Pi .Da: 





viel = 4|1 (12.5) 


1 工 一 1 Vo 


Plip3 = M12 一 天 一 一 一 ， 
V(L 一 ui) 儿 1 一 v2) 
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代入 (12.5), 在 做 一 些 简单 的 变换 后 , 我 们 得 到 相对 速度 的 如 下 表达 式 


pT x vo)2 
he MO (12.6) 
et ek 


(我 们 注意 到 , 这 个 表达 式 对 w 和 v2 是 对 称 的 , 即 相 对 速度 的 数值 与 用 来 


定义 它 的 粒子 的 选择 无 关 .) 
将 (12.5) 或 (12.6) 代入 (12.4) 然后 代入 (12.1) , 得 到 解决 我 们 问题 的 


最 后 公式 : 
dv = oP mnodVdt (12.7) 
或 
dy 一 ovV(ol — v2)? — (vi x v2)2nin2dVdt (12.8) 


(W. Pauli, 1933). 
如 果 速 度 vi 和 vz 共 线 , 则 vi x v2 = 0, 于 是 (12.8) 式 取 如 下 形式 : 


dv = olvi — vIninzdV dt. (12.9) 
习 题 
求 相对 论 “ 过 度 空间 ”的 “ 线 元 ”. 
解 : 要 求 的 线 元 dl, 是 达 度 为 名和 十 dv 的 两 点 间 的 相对 速度 . 所 以 我 
们 从 (12.6) 得 


(dv)? — (v x dvw)? du v2 


i 人 EE 
dM Op 


(d0? + sin20 . dy’), 
式 中 0,w 是 名 的 方向 的 极 角 和 方位 角 . 如 果 我 们 通过 方程 = tanhx 引进 新 
的 变量 义 来 代 圭 wv, 则 线 元 表 为 : 

dl?2 = dx? + sinh? x(db2 + sin? 0 . dp’). 


从 几何 的 观点 看 ,这 就 是 三 维 罗 巴 切 夫 斯 基 空 间 ( 负 常 曲率 空间 ) 的 线 
雹 (CTIT12Y ): 
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让 我 们 从 相对 论 力学 的 观点 来 考虑 粒子 的 弹性 碰撞 . 我 们 将 两 个 碰撞 粒 
(质量 为 1 和 m2 ) 的 动量 和 能 量 记 为 D1, 抽 i 和 PpP2, ci; 用 撤 号 代表 碰撞 后 
相应 的 量 . 
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碰撞 中 的 动量 和 能 量 守 恒定 律 可 以 一 起 写成 四 维 动量 守恒 方程 : 
pi 二 +p2 = pi ++ps. (13.1) 
从 这 个 四 维 矢 量 方程 , 我 们 来 构造 有 助 于 进一步 计算 的 不 变 关系 式 . 为 此 将 
(13.1) 改写 成 形式 : 
pi+p2— pi = p2, 
再 将 两 边 平方 ( 即 写 出 每 边 同 自身 的 标 积 ) . 注意 到 四 维 动量 pi 和 p% 的 平 
方 等 于 m?,p3 和 ps 的 平方 等 于 m2, 我 们 得 到 : 
mi + plip2 一 puip? — p2ip? = 0. (13.2) 
类 似 地 , 平方 方程 pi 十 p53 一 ps = pp, 我 们 得 出 : 
m3 + plip2 一 D2ip2 一 Dlip2 = 0. (13.3) 
我 们 来 考虑 参考 系 ( 工 系 ) 中 的 碰撞 , 该 系 中 粒子 之 一 (m2) 碰撞 前 处 于 
静止 . 于 是 pz = 0, 锡 =m2, 且 (13.2) 式 中 出 现 的 标 积 是 : 
Dilip2 = lm2, 
pzipt = m21, (13.4) 
DUO = GE! — pi1:p1 = GE! — pi1p1 cos0, 
式 中 0 是 人 射 粒子 mi 的 散射 角 . 将 这 些 表 达 式 代 人 (13.2) 我 们 得 到 : 
H(A 人 m2) — m2 一 m3? 


cos01 = p (13.5) 
P1D1 
类 似 地 , 我 们 从 (13.3) 得 到 : 
cos 02 一 (+ m2)(62 — m2) (13.6) 


pi1p2 


式 中 9s 是 人 射 粒子 的 动量 pi 同 变 换 后 动量 ps 之 间 的 夹 角 . 

公式 (13.5) 一 (13.6) 将 工 系 中 两 个 粒子 的 散射 角 同 它们 在 碰撞 中 的 能 
量变 化 联系 了 起 来 . 反 演 这 些 公 式 , 我 们 可 以 用 1 或 9 来 表示 能 量 如, 多. 
将 记 = VG 经 -mi,P = V6 一 m3 代入 (13.6) 并 将 两 边 平方 , 经 简单 计算 后 


得 到 : 
(+m2)? + (全 一 mi)cos? 02 


和 (+ m2)? — (6¥ — m?)cos? O02 


反 演 公式 (13.5) 可 得 出 在 一 般 情形 下 用 1 表示 G1 的 非常 复杂 的 公式 . 


& (13.7) 
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我 们 注意 到 , 如 果 ma > m2, 即 入 射 粒 子 重 于 靶 粒 子 , 则 散射 角 和 不 能 
超过 某 个 最 大 值 . 通过 初等 计算 不 难 发 现 , 该 值 由 下 式 给 出 : 


es 2 (13.8) 


这 同 熟 悉 的 经 典 结果 一 致 . 
当 人 入 射 粒子 质量 为 零 , 即 mw =0, 因而 pi = 鱼 ,p1 = 全 时 ,公式 (13.5) 一 
(13.6) 将 得 以 简化 . 对 于 这 种 情形 ， 入射 粒子 在 碰撞 后 用 其 偏转 角 表 示 的 能 
量 公 式 为 : 司 
2 


& (13.9) 


1 一 cosb0i 十 原 


现在 让 我 们 再 次 回 到 任意 质量 粒子 碰撞 的 一 般 情 形 . 在 C 系 中 讨论 碰撞 
最 为 简单 . 给 这 个 参考 系 中 的 量 附 加 下 标 0, 我 们 有 pio = -Ps2o 三 po. 由 动量 
守恒 , 碰撞 中 两 个 粒子 的 动量 只 有 转动 , 保持 数值 相等 上 且 方 向 相反 .由 能 量 守 
恒 , 每 个 动量 的 数值 保持 不 变 . 

设 xx 为 C 系 中 的 散射 角 , 即 动量 pio 和 pzo 由 于 碰撞 而 转 过 的 角 . 这 个 
量 完 全 决定 了 C 系 中 , 因而 也 是 任何 其 他 参考 系 中 的 散射 过 程 . 在 工 系 中 描 
述 碰撞 时 它 也 是 方便 的 , 是 应 用 动量 和 能 量 守 恒 以 后 仍然 不 定 的 单一 参量 . 

我 们 借助 这 个 参量 来 表示 两 个 粒子 在 区 系 中 的 终 态 能 . 为 此 我 们 回 到 
(13.2) , 但 这 次 在 C 系 中 写 出 乘积 pliz4: 


TD * 
1 


plip? = bloblo — pi0* pio = Eh — PECOsSX = pe(l 一 cosX) + mi 


(在 C 系 里 粒子 的 能 量 在 碰撞 中 不 变 : 8% = 6@i0) . 我 们 在 工 系 中 写 出 另外 
两 个 乘积 , 即 利 用 (13.4) . 结果 我 们 得 到 : 


p2 
EC'— =- — cosx). 
Tio 


我 们 还 必须 用 工 系 中 的 量 表示 到. 让 工 系 和 C 系 中 不 变量 plips 的 值 相等 就 
不 难 做 到 这 一 点 : 
S10620 — p10: P20 = m2, 
或 
(pi + m?) (pe + m3) = 全 ma — po. 
对 pz 求解 此 方程 , 我 们 得 到 : 


m2(61 — mi) 


OO. 13.10 
mi + m3 + 2m2@ ( ) 


6 = 


8$13 粒子 的 弹性 磁 挤 . 43 ， 


因此 , 我 们 最 后 有 : 

m2(6Y — m1) 
m4 + m3 十 2m2A 
第 二 个 粒子 的 能 量 从 守恒 定律 : 鲍 十 mz = 全 十 锡 得 出 . 因而 


mi2( CT 二 mi) 
m3? 十 m2 十 2m2@ 


= (1 — cosx). (1311) 


6 = m2 十 (1 — cos x). (13.12) 


这 些 公式 的 第 二 项 表示 第 一 个 粒子 失去 并 转 给 第 二 个 粒子 的 能 量 . 当 
x = 二 时 出 现 最 大 的 能 量 转 移 , 等 于 


2m2(6? — m?) 


2 max — M2 = A — bmin = i (13.13) 
碰撞 后 和 人 射 粒子 的 最 小 动能 与 其 初始 能 量 的 比 是 : 
至 min 一 mli_ mm) 
Gm mit+ms+2m2A WA 


在 低速 极限 情况 下 ( 当 43m 十 mv?/2 时 ), 这 个 关系 趋 于 常数 极限 , 等 于 


771 — M2 
(全 二】 
在 能 量 负 很 大 的 相反 极限 下 , 关系 (13.14) 趋 于 0; 量 以 ,i;, 趋 于 常数 极限 ， 
这 个 极限 是 
7722 十 m3 
27712 
假设 mz > m1, 即 人 射 粒 子 的 质量 同 静 止 粒 子 的 质量 相 比 很 小 . 按照 经 
典 力 学 , 轻 粒 子 只 能 转移 其 能 量 的 可 忽略 部 分 ( 见 本 教程 第 一 卷 817) . 在 相 
对 论 力学 中 , 情况 却 并 不 如 此 . 从 (13.14) 式 我 们 看 到 , 对 于 足够 大 的 能 量 
鲍 , 转移 能 量 的 比例 可 以 达到 1 的 量 级 . 为 此 mi 的 速度 量 级 为 1 是 不 够 的 ， 
必须 有 


1 一 
en min 一 





el ~ M2, 


即 轻 粒 子 必须 具有 重 粒子 静 能 量 级 的 能 量 . 
当 m2 < mi, 即 重 粒 子 人 射 到 轻 粒 子 上 时 出 现 类 似 的 情形 . 按照 经 典 力 
学 , 这 里 能 量 转移 也 不 显著 . 只 有 当 能 量 
机 
m2 
时 , 转移 能 量 的 比例 才 开 始 显著 起 来 . 注意 , 我 们 不 是 简单 地 取 速 度 为 光速 
量 级 , 而 是 能 量 同 mi 相 比 很 大 , 即 我 们 讨论 的 是 极端 相对 论 情形 . 
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习 题 
1. 图 4 中 的 三 角形 4BC 由 入 射 粒子 的 动量 失 量 pl 和 碰撞 后 两 个 粒子 
的 动量 pi,ps 构成 . 求 相应 于 pi,p2 所 有 可 能 值 C 点 的 轨迹 . 
解 : 要 求 的 曲线 是 一 桶 图, 其 半 轴 可 用 811 习题 1 中 得 出 的 公式 求 得 . 事 
实 上 ，, 那里 给 出 的 结构 所 决定 的 区 系 中 矢量 姜 的 轨迹 ,在 C 系 中 可 从 给 定 长 
度 po 的 任意 指向 矢量 po 得 到 . 





(a) mi > m2 (b) mi < m2 


图 4 


因为 两 个 碰撞 粒子 动量 的 绝对 值 在 C 系 中 相等 且 在 碰撞 中 不 变 ， 我 们 
在 该 情形 下 涉及 的 是 与 矢量 pi 类 似 的 结构 ,该 矢量 在 C 系 中 为 


mo2oV 


三 = Da sy 
Po 三 Di0 = p20 本 


式 中 VV 是 粒子 m2 在 C 系 中 的 速度 , 在 数值 上 同 惯性 中 心 的 速度 一 致 ， 等 于 
了 三 Pi/( 轴 十 na2)( 见 (11.4) ) . 结果 我 们 得 到 该 杭 圆 的 半 短 轴 和 半 长 轴 是 


M2pP1 
Po = 一 天 二 一 一 一， 
Vm? 十 7n3 十 2m2@ 
po no2pl( 纪 十 12) 


Vi—Vi 3 m3 十 m3 十 2m2@ 


(当然 上述 第 一 式 与 (13.10) 式 相 同 ). 

对 于 01 二 0, 舌 量 pi 与 pi 重合 , 所 以 距离 AB 等 于 pi. 比较 pi 与 梢 回 
长 轴 的 长 度 , 容易 证 明 如 果 mi > m2, 点 A 处 于 椭 图 的 外 面 (图 4a) ， 如 果 
mi 过 m2, 则 在 其 里 面 ( 图 4b) . 

2. 决定 两 个 质量 相等 的 粒子 (ml = 二 1n2 三 m) 碰撞 后 的 最 小 分 离 角 Omin. 

解 : 如 果 mi = m2, 图 的 点 入 在 梢 贺 上 , 最 小 分 离 角 相应 于 点 C 在 短 轴 
一 端的 情形 (图 5). 从 这 一 构 形 显 见 , tan(B@min/2) 是 两 个 轴 长 度 之 比 , 并 且 


我 们 得 到 : 
tan Omin 一 i 
-和 V 外 +m 
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3. 对 于 质量 都 等 于 m 的 两 个 粒子 的 碰撞 ， 利 用工 系 中 的 散射 角 9 来 表 
达 E81, ,XX. 
解 : 在 这 种 情形 下 , 反 演 (13.5) 式 得 到 : 
; (+m)+( —m)cos? 
1 (++m)—(@ 一 mn) cos2 本 
(6@? — m?) sin? 01 


We 
2 m+ (GG —m)sin hn 


比较 利用 XX 来 表达 6@/ 的 式 子 : 


人 一 m 


= — 





(1 — cos x), 


我 们 得 到 C 系 中 的 散射 角 : 
2m — (@ + 3m) sin? 01 


ee 2m+ (GB 一 ml)sin20 
§14 角 动 量 
由 经 典 力学 熟知 , 对 于 一 个 封闭 系统 , 除 能 量 和 动量 守恒 外 还 有 角 动 量 
守恒 , 即 矢量 


ME 
守恒 . 式 中 7 和 p 是 粒子 的 径 矢 和 动量 ; 求 和 遍历 组 成 系统 的 所 有 粒子 . 角 
动量 守恒 是 这 一 事实 的 结果 : 由 于 空间 各 向 同性 , 封闭 系统 的 拉 格 朗 日 函数 
在 系统 整体 转动 下 不 变 . 
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通过 在 四 维 形式 中 进行 类 似 的 推演 ,我们 得 到 和 角 动 量 的 相对 论 表达 式 . 
设 z* 是 该 系统 中 一 个 粒子 的 坐标 . 我 们 在 四 维 空间 中 作 一 无 限 小 转动 . 在 这 
样 的 变换 下 , 坐标 取 新 值 z*, 使 差 太一 于 为 线性 函数 : 


LT — 7 = LON™., (14.1) 


582;k 为 无 限 小 系数 . 四 维 张 量 59ik 的 诸 分 量 通 过 一 些 关 系 彼 此 相连 , 这 些 关 
系 是 如 下 要 求 的 结果 : 径 矢 的 长 度 在 转动 下 必须 保持 不 变 , 即 ziz” = ziz". 
从 (14.1) 中 取代 z*, 并 略 去 58i 中 作为 高 阶 无 穷 小 的 二 次 项 , 我 们 得 出 


TEST2 庆 一 0. 
这 个 方程 必须 对 任意 的 zi 满足 . 因为 ziz* 是 对 称 张 量 ,590ik 必 为 反对 称 张 
量 (对 称 张 量 和 反对 称 张 量 的 乘积 显然 恒 为 零 ) . 于 是 我 们 得 到 : 

fd; 一 一 90910i. (14.2) 


对 于 起 点 为 a、 终点 为 b 的 轨道 的 无 限 小 坐标 变换 ,作用 量 的 改变 具有 
形式 ( 见 (9.10) ) : 
一 —S "piazi|。 


( 求 和 遍历 系统 中 的 所 有 粒子 ). 在 我 们 现在 考虑 的 转动 情形 下 ,zi = 5f2k2*， 
于 是 有 
85 = -5Dxk 》 pizt|. 
如 果 我 们 把 张 量 piz* 分 解 为 对 称 和 反对 称 两 部 分 , 则 第 一 部 分 与 反 
对 称 张 量 602 的 乘积 恒 为 零 . 所 以 只 取 piz* 的 反对 称 部 分 , 我 们 可 将 上 
式 改 写 为 如 下 形式 : 
,I (ia 一 了 ka]| (14.3) 
对 于 封闭 系统 , 拉 格 朗 日 函数 是 一 不 变量 , 它 不 因 四 维 空 间 中 的 转动 而 
改变 . 这 意味 着 (14.3) 中 602x 的 系数 必须 为 零 : 
Dr — pz'), = Se — pz')a. 
因而 , 我 们 看 出 , 对 于 封闭 系统 而 言 , 张 量 
= 》 Wy zk — z*p’) (14.4) 


是 守恒 的 . 这 个 反对 称 张 量 称 为 四 维 角 动 量 张 量 . 这 个 张 量 的 空间 分 量 是 三 
维 角 动量 矢量 M = 5 Mr xp 的 分 量 : 


MB3=M:, —MS3=M,, M*=M.,. 
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分 量 M91, Mo02, M3 构成 一 个 矢量 于 ( 轨 -Er/c2). 于 是 ,我 们 可 以 把 张 量 M* 


的 分 量 写成 形式 : 
MK = (: (wm = 全 -7) (14.5) 


(比较 (6.10) ) . 
特别 是 , 由 于 Me 对 于 封闭 系统 守恒 , 我 们 有 


Er 
洲 , (tw- 多 ) = Const. 


为 一 方面 , 因为 总 能 量 8 也 守恒 , 这 个 等 式 可 以 写成 形式 


由 此 我 们 看 到 , 具有 径 矢 





(14.6) 
的 点 以 速度 





(14.7) 


作 人 匀速 运 动 . 这 正 是 系统 整体 的 运动 速度 . ( 按 公 式 (9.8), 它 把 总 能 量 和 总 动 
量 联 系 起 来 .) 公式 (14.6) 给 出 了 系统 惯性 中 心 坐标 的 相对 论 定义 . 如 果 所 有 
粒子 的 速度 都 远 小 于 光速 c, 我 们 可 以 近似 地 令 8 守 me?,(14.6) 于 是 化 为 通 
常 的 经 典 表达 式 吕 





mr 
R= Sr 
请 注意 , 矢量 (14.6) 的 分 量 并 不 构成 任何 四 维 矢量 的 空间 分 量 , 故 在 参 
考 系 的 变换 下 它们 并 不 像 一 个 点 的 坐标 那样 变换 . 因此 同一 粒子 系统 的 惯性 
中 心 , 对 不 同 的 参考 系 来 说 是 不 同 的 点 . 


习 
we io 


一 物体 (粒子 系统 ) 在 其 以 过度 V 运动 的 参考 系 KK 中 角 动 量 为 JM ,在 

该 物体 总 体 静 止 的 参考 系 Ko 中 角 动 量 为 M(), 试 求 M 和 RM) 之 间 的 关 
系 ; 两 种 情形 下 角 动 量 都 是 相对 于 同一 点 一 一 物体 在 Ko 系 中 的 惯性 中 心 定 
义 的 @. 

@ 请 注意 , 惯性 中 心 的 经 典 公 式 可 以 同样 好 地 适用 于 相互 作用 和 无 相互 作用 的 粒子 ， 而 公 
式 (14.6) 只 有 在 忽略 相互 作用 时 才能 成 立 . 在 相对 论 力学 中 , 为 定义 相互 作用 粒子 系统 的 惯性 
中 心 , 要 求 我 们 把 粒子 所 产生 的 场 的 能 量 和 动量 明显 地 包括 进来 . 

@ 我 们 提请 读者 回忆 , 虽然 在 Ko 系 中 (那里 于 p = 0) 角 动量 与 定义 它 的 点 的 选择 无 关 ， 
而 在 K 系 中 (那里 村 p 去 0) 角 动 量 却 依赖 于 这 种 选择 ( 见 本 教程 第 一 卷 89) . 
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解 : Ko 系 相 对 于 政 系 以 速度 V 运动 ; 我们 选 其 方向 为 了 轴 , 我 们 要 求 
的 张 量 Mik 的 分 量 按 如 下 公式 变换 ( 见 86, 习题 2) : 


M(0)12 十 更 NAf(0)02 M(013 十 时 NA(0)03 
MY 2 Cc ; M3 Es Cc M23 -3 MAf(0)23 
"hs ee 
6 到 


因为 坐标 原点 选 在 物体 的 惯性 中 心 ( 在 Ko 系 中 ), 在 该 系 中 于 Er 二 0, 又 因 
为 在 该 系 中 于 p 二 0, 故 M(0)02 = M(0)03 = 0. 利用 Mik 和 矢量 RM 分 量 之 间 


(0) (0) 
M; = MO, M, = Mo M, = Ms 


电磁 场 中 的 电 硒 


815 相对 论 中 的 基本 粒子 


粒子 与 粒子 间 的 相互 作用 , 可 以 借助 力 场 的 概念 来 描述 . 这 就 是 说 ,我 
们 不 说 一 个 粒子 作用 于 另 一 个 粒子 , 而 说 粒子 在 它 自己 周围 建立 起 场 ; 这 个 
场 内 的 任何 其 他 粒子 都 受 一 定 的 力作 用 . 在 经 典 力学 中 , 场 仅仅 是 描述 粒子 
相互 作用 这 一 物理 现象 的 一 种 方法 . 在 相对 论 中 , 因为 相互 作用 是 以 有 限 速 
度 传播 的 , 情况 就 根本 改变 了 . 在 某 一 时 刻 , 作用 在 一 个 粒子 上 的 力 并 不 由 
其 他 粒子 在 该 时 刻 的 位 置 决定 . 粒子 中 的 一 个 改变 了 位 置 , 仅 在 经 过 某 一 段 
时 间 以 后 方 能 影响 到 别 的 粒子 . 这 就 是 说 , 场 本 身 具 有 物理 的 真实 性 . 我 们 不 
可 以 说 , 彼此 间 有 距离 的 粒子 直接 地 相互 作用 . 在 每 一 时 刻 的 相互 作用 仅 能 
发 生 在 空间 中 紧密 相 邻 的 各 点 之 间 (接触 作用 ) . 所 以 , 我 们 应 该 说 , 一 个 粒 
子 同 场 相互 作用 , 而 后 场 与 男 一 个 粒子 相互 作用 . 

我 们 将 研究 两 种 形态 的 场 : 引力 场 与 电磁 场 . 关于 引力 场 , 我 们 留 到 第 
十 章 至 第 十 四 章 再 研究 , 在 其 余 各 章 内 , 我 们 只 讨论 电磁 场 . 

在 考虑 粒子 同 电磁 场 的 相互 作用 以 前 , 我 们 要 对 相对 论 力 学 中 “粒子 ” 
的 概念 做 一 些 评论 . 

在 经 典 力 学 中 , 人 们 可 以 引入 刚体 的 概念 , 所谓 刚 体 , 就 是 在 任何 条 件 
下 都 不 能 变形 的 物体 . 在 相对 论 中 , 刚体 似乎 应 该 相应 地 理解 为 这 样 一 些 物 
体 , 在 它们 处 于 静止 的 参考 系 中 其 所 有 尺寸 都 保持 不 变 . 然而 , 不 难看 出 , 相 
对 论 使 得 一 般 情况 下 刚体 不 可 能 存在 . 

例如 , 我 们 考虑 一 个 绕 自 身 轴 转动 的 圆 盘 , 并 假设 它 是 刚体 . 固 联 于 该 盘 
的 参考 系 显然 不 是 惯性 系 .但 是 , 对 于 圆 盘 的 每 个 无 限 小 单元 , 可 以 引入 一 个 
惯性 参考 系 , 其 中 该 单元 在 某 一 给 定时 刻 处 于 静止 ; 对 于 圆 盘 上 有 不 同 速度 
的 单元 , 这 些 惯 性 系 显然 是 不 同 的 . 现在 我 们 来 考察 沿 盘 某 一 半径 分 布 的 一 
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系列 线 元 . 因为 圆 盘 是 刚体 , 所 以 每 一 段 的 长 度 (在 与 该 段 相应 的 惯性 系 中 ) 
与 圆 盘 静止 时 该 段 的 长 度 相 同 . 因为 每 一 段 都 垂直 于 自己 的 速度 ,因而 在 这 
种 情况 下 就 没有 洛 伦 兹 收缩 , 所 以 , 一 个 静止 的 观察 者 , 当 圆 盘 的 半径 从 他 
旁边 扫 过 时 , 所 量 出 的 线段 长 度 , 与 圆 盘 静 止 时 所 量 出 的 一 样 . 因此 , 静止 观 
察 者 量 得 的 半径 总 长 (等 于 组 成 它 的 各 段 之 和 ), 同 圆 盘 静止 时 量 得 的 一 样 . 
男 一 方面 , 在 给 定时 刻 , 圆 盘 圆周 上 从 静止 观察 者 旁边 经 过 的 每 一 单元 的 长 
度 都 要 发 生 洛 伦 兹 收缩 , 所 以 整个 圆周 的 长 度 ( 即 静 止 观察 者 所 测 出 的 各 线 
段 之 和 ) 将 小 于 静止 圆 盘 的 周 长 . 于 是 我 们 得 出 结论 , 由 于 圆 盘 的 转动 , ( 静 
止 观察 者 测 得 的 ) 圆周 与 半径 之 比 必须 改变 , 而 不 再 等 于 2r. 这 一 结论 的 范 
雇 性 表明 , 实际 上 圆 盘 不 可 能 是 刚体 , 它 在 转动 时 必然 发 生 了 某 种 复杂 的 形 
变 , 这 种 形变 与 其 组 成 物质 的 弹性 有 关 . 

我 们 还 可 以 用 男 一 种 方法 来 证 明 刚 体 是 不 可 能 存在 的 . 假设 某 一 外 力作 
用 于 某 一 固体 的 某 一 点 上 , 使 这 个 物体 运动 . 如 果 这 个 物体 是 刚体 , 那么 , 它 
的 所 有 各 点 都 必须 与 受 外 力作 用 的 点 一 起 运动 , 否则 物体 就 要 变形 了 . 然而 
根据 相对 论 , 这 是 不 可 能 的 . 因为 力 的 作用 是 以 有 限 速度 从 其 作用 点 传 到 为 
外 的 点 , 因而 , 所 有 的 点 不 可 能 同时 开始 运动 . 

从 这 些 讨论 中 我 们 得 出 有 关 基 本 粒子 的 一 些 结论 . 基本 粒子 是 这 样 的 粒 
子 , 我 们 认为 可 以 通过 给 定 其 作为 整体 的 三 个 坐标 和 三 个 速度 分 量 , 就 能 完 
全 决定 它们 的 力学 状态 . 显然 ， 如 果 基 本 粒子 具有 有 限 的 尺寸 , 即 具有 空间 
广 延 , 那么 它 就 不 可 能 变形 , 因为 变形 的 概念 同 物体 各 个 部 分 独立 运动 的 可 
能 性 联系 着 . 但 是 我 们 刚才 已 经 看 到 , 相对 论 指 出 刚体 是 不 可 能 存在 的 . 

因此 我 们 得 到 一 个 重要 的 结论 : 在 经 典 的 ( 非 量 子 的 ) 相对 论 力学 中 ， 
我 们 不 能 赋予 那些 被 看 做 基本 的 粒子 有 限 的 尺寸 . 换 句 话说 , 在 经 典 理论 的 
框架 内 , 必须 把 基本 粒子 当做 几何 点 看 待 ©. 
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一 个 在 给 定 电磁 场 中 运动 粒子 的 作用 量 由 两 部 分 组 成 : 一 项 是 自由 粒子 
的 作用 量 (8.1), 另 一 项 描述 粒子 与 场 的 相互 作用 . 后 者 必定 包括 表征 粒子 的 
量 和 表征 场 的 量 . 


@ 量子 力学 在 这 种 情况 下 做 出 了 根本 的 改变 , 但 相对 论 在 这 里 再 次 使 引入 任何 非 点 的 相互 
作用 变 得 极其 困难 . 
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事实 表明 @ , 粒子 同 电 磁场 相互 作用 的 性 质 由 一 个 量 所 决定 . 这 个 量 称 
为 粒子 的 电荷 e. 电荷 可 以 为 正 , 也 可 以 为 负 (也 可 以 为 零 ). 场 的 性 质 由 一 
个 四 维 矢 量 4; 一 一 四 维 势 表征 ,其 分 量 是 坐标 和 时 间 的 函数 . 这 些 量 借助 


武子 
-| Aidzr' 


出 现在 作用 量 里 , 式 中 函数 4; 取 值 于 粒子 世界 线 上 的 点 . 因子 1/c 是 为 方便 
引入 的 . 应 当 指 出 , 只 要 我 们 还 没有 把 电荷 或 势 同 已 知 的 量 联系 起 来 的 公式 ， 
测量 这 些 新 量 的 单位 就 可 以 任意 选取 @ . 

因此 , 电磁 场 中 电荷 的 作用 量 将 有 如 下 的 形式 : 


b 
S = | (—meds 二 -Aidz') (16.1) 
四 维 矢 量 Ai 的 三 个 空间 分 量 构成 一 个 三 维 空间 矢量 4, 称 为 场 的 矢 势 ， 

时 间 分 量 称 为 标 势 ; 我 们 记 之 为 40 = yp. 因此 ， 

Ai = (wp, A). (16.2) 

所 以 作用 量 积 分 可 以 写 为 下 式 : 

b 
s=|/ (~meds + “A.dr— epdt). 


引入 v=dr/dt, 并 变 为 对 t 积分: 


a ey A i- 
S = 一 ?DC ee dt. (16.3) 


被 积 函 数 正 是 一 个 电荷 在 电磁 场 中 的 拉 格 朗 日 量 : 


2 注 
L=—mc I- +-.Av—eyp. (16.4) 


这 个 函数 与 自由 粒子 的 拉 格 朗 日 量 (8.2) 相差 之 项 是 (e/c)A .wv 一 ew，, 该 项 描 
述 电荷 与 场 的 相互 作用 . 

@ 下 面 的 论断 在 一 定 程度 上 可 以 看 成 是 实验 数据 的 推论 . 粒子 在 电磁 场 中 作用 量 的 形式 不 
能 只 基于 一 般 的 考虑 (例如 像 相 对 论 不 变性 的 要 求 ) 来 确定 . 后 者 会 允许 (16.1) 式 中 出 现 | aas 


形式 的 量 , 式 中 4 是 一 个 标量 函数 . 

为 了 避免 任何 误解 , 我们 再 次 指出 , 我 们 现在 考虑 的 是 经 典 (而 非 量 子 ) 理论 , 因而 不 包括 
与 粒子 自 旋 有 关 的 效应 . 

@ 关于 这 些 单位 的 建立 , 参见 827. 


第 三 章 电磁场 中 的 电荷 


BS: 


导数 9L/6w 是 粒子 的 广义 动量 ; 我 们 用 PP 来 代表 它 . 微分 可 得 
(16.5) 


my e e 
二 一 AA=p+ -A. 
v2 Cc c 


ea 
这 里 我 们 用 p 代表 这 个 粒子 的 普通 动量 , 以 后 我 们 简称 之 为 动量 . 


由 拉 格 朗 日 量 , 按照 熟知 的 通 式 
oL 
i 





P= 


我 们 可 以 求 出 粒子 在 场 内 的 哈密 顿 量 . 将 (16.4) 代入 ，, 我 们 得 到 
(16.6) 


NX = me + ew. 
a 





C2 


但 是 , 哈密 顿 量 不 应 该 用 速度 来 表示 , 而 应 该 用 粒子 的 广义 动量 来 表示 . 
从 (16.5) 和 (16.6) 显 见 ,. 弃 一 ey 与 P(e/c)A 之 间 的 关系 同 场 不 存在 


时 .和 op 之 间 的 关系 一 样 ， 即 
(16.7) 


Co = m2e? 十 (P 一 A) ， 


C 


或 者 
= mct+e (P- EA) +ep. 


对 于 低速 情况 , 即 是 说 在 经 典 力 学 中 , 拉 格 朗 日 量 (16.4) 化 为 
(16.9) 


(16.8) 


2 
b= +-A.v—ey. 


在 这 种 近似 下 ， 
二 =P— -4, 


并 且 我 们 可 求 得 哈密 顿 量 的 表达 式 : 
(16.10) 


最 后 , 我 们 来 写 电 磁场 中 粒子 的 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 . 在 哈密 顿 量 中 , 用 
85S/pr 代替 P, 用 -89/6t 代替 . 疹 , 就 可 得 到 这 个 方程 . 因此 , 由 (16.7), 我 
们 得 到 8 

SA OS 
(vs 一 -A) 一 (有 tep) 十 ?nzc2 = 0. (16.11) 
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§17 场 中 电荷 的 运动 方程 


位 于 场 内 的 电荷 不 只 受到 场 的 作用 力 , 而 是 也 反 过 来 对 场 起 作用 , 改变 
场 . 但 是 , 假如 电荷 e 不 大 , 电荷 对 于 场 的 作用 就 可 以 略 去 不 计 . 在 这 种 情况 
下 , 当 我 们 考虑 电荷 在 一 给 定 的 场 内 运动 时 , 我 们 可 以 假设 场 本 身 与 电荷 的 
坐标 或 速度 无 关 . 要 能 够 把 电荷 认为 是 在 上 述 意义 上 的 小 , 它 所 应 该 满足 的 
确切 条 件 将 在 以 后 讲述 ( 见 875) . 以 下 我 们 假设 这 个 条 件 已 被 满足 . 
我 们 现在 要 找 出 电荷 在 给 定 电 磁场 内 的 运动 方程 . 这 些 方程 可 以 通过 对 
作用 量 进行 变 分 得 到 . 因而 , 运动 方程 就 是 拉 格 朗 日 方程 
daoL OL 
至 可 三 机， (17.1) 
其 中 工 由 公式 (16.4) 确定 . 


导数 9L/6w 是 粒子 的 广义 动量 (16.5) . 其 次 , 我 们 可 写 出 | 
L 
=VL= -grad A.v— egrady. 


但 是 由 已 知 的 矢量 分 析 的 公式 可 得 
grad(a:b)= (a:V)b+(b:V)a+b x rota+t+a x rotb, 


其 中 a 及 b 是 两 个 任意 矢量 . 应 用 这 个 公式 到 A.v, 并 记 住 , 对 "7 微分 时 ,ww 
是 常数 , 如 是 , 则 求 得 
aL 
or 
因此 , 拉 格 朗 日 方程 具有 如 下 的 形式 : 


一 = 人 `“V)4 十 -9 x rot A— egradoy. 


d e e e 
(p+ ) = z(0°V)A+-V Xrot A— egrady. 


但 是 全 微分 (dA/dt)dt 包含 两 部 分 : 失势 在 空间 的 某 一 给 定点 因 时 间 变 化 而 
发 生 的 变化 (84/6t)dt 以 及 由 空间 的 一 点 移动 一 段 距离 dr 至 男 一 点 所 发 生 
的 变化 . 第 二 部 分 是 (dr .V)4. 因此 导数 d4/dt 可 以 写成 以 下 的 形式 : 

dA 04 


EE +(v:V)A. 
将 此 式 代 入 前 面 的 方程 , 得 到 
SP = -< egrady+ vxroth. (17.2) 


这 就 是 一 个 粒子 在 电磁 场 内 的 运动 方程 . 等 号 左边 是 粒子 的 动量 对 时 间 
的 导数 . 所 以 (17.2) 式 等 号 右边 的 式 子 就 是 作用 于 电磁 场 内 的 粒子 上 的 力 . 
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我 们 看 出 , 这 个 力 包含 两 部 分 . 第 一 部 分 ( (17.2) 式 右边 的 第 一 、 第 二 两 项 ) 
与 粒子 的 速度 无 关 . 第 二 部 分 (第 三 项 ) 与 速度 有 关 , 它 与 速度 成 正比 , 而 且 
垂直 于 速度 . 

作用 于 单位 电荷 上 的 第 一 种 类 型 的 力 , 称 为 电场 强度 ; 我 们 用 马 来 代 
表 它 . 于 是 , 按 定 义 ， 


104 
E= a 二 grad wy. (17.3) 


作用 于 单位 电荷 上 的 第 二 种 类 型 的 力 中 , 速度 的 因子 , 严格 说 来 是 v/c 
的 因子 , 称 为 磁场 强度 . 我 们 用 五 来 代表 它 . 于 是 , 按 定义 ， 


H = rot 4. (17.4) 


假如 在 一 电磁 场 中 ,五 关 0, 但 五 ==0, 我 们 就 说 它 是 电场 ; 假如 EE=0， 
但 五 关 0, 我 们 就 说 它 是 磁场 . 在 一 般 情 况 下 , 电磁 场 是 电场 与 磁场 的 登 加 . 
我 们 指出 , 是 极 矢量 , 而 五 是 轴 矢 量 . 
一 个 电荷 在 电磁 场 中 的 运动 方程 现在 可 以 写成 
dp 
dt 
等 号 右边 的 式 子 称 为 洛 伦 兹 力 . 其 第 一 部 分 (电场 作用 于 电荷 上 的 力 ) 与 电 
荷 速 度 无 关 , 并 沿 着 五 的 方向 . 第 二 部 分 (磁场 作用 于 电荷 上 的 力 ) 与 电荷 
的 速度 成 正比 , 而 其 方向 则 既 垂 直 于 速度 又 垂直 于 磁场 五 . 
对 于 比 光速 小 很 多 的 速度 , 动量 近似 地 等 于 它 的 经 典 表达 式 ?mv ， 因 
而 运动 方程 (17.5) 变 为 


一 6 五 十 x 五 . (17.5) 


me = eBE+ ae HH; (17.6) 


下 面 我 们 还 要 导出 粒子 的 动能 随时 间 的 变化 率 的 方程 @, 即 确定 下 面 导 
数 的 方程 ， 


délin d me 








dt dt 
“= 
很 容易 验证 
dékin 2 dp 
-ry 
将 (17.5) 式 中 的 dp/dt 代入 , 并 注意 到 vx 五 .=0, 我 们 有 
Ui on (17.7) 


dt 
Q@ 这 里 “动能 ”是 指 能 量 (9.4), 它 包 含 静 能 . 


§18 规范 不 变性 * 55 . 


动能 随时 间 的 变化 率 就 是 场 在 单位 时 间 内 对 粒子 所 做 的 功 . 从 (17.7) 可 
以 看 出 , 这 个 功 等 于 速度 与 电场 作用 于 电荷 上 的 力 的 乘积 . 场 在 时 间 dt 内 所 
做 的 功 , 即 在 电荷 移动 dr 距离 时 所 做 的 功 , 显然 等 于 e 五 .dr. 

我 们 强调 这 个 事实 , 即 对 电荷 做 功 的 仅仅 是 电场 ; 磁场 不 能 对 在 其 中 运 
动 的 电荷 做 功 . 这 是 因为 磁场 对 电荷 的 作用 力 永 与 电荷 的 速度 垂直 . 

力学 方程 相对 于 时 间 变 号 , 即 相 对 于 将 来 与 过 去 对 调 来 说 是 不 变 的 . 换 
名 话说 , 在 力学 中 两 个 时 间 方 向 是 等 价 的 . 这 就 意味 着 , 假如 某 一 种 运动 能 
按照 力学 方程 进行 , 那么 , 相反 的 运动 也 是 可 能 的 , 在 这 个 相反 的 运动 中 , 力 
学 体系 经 历 同样 的 状态 , 但 是 次 序 相 反 . 

很 容易 看 出 , 这 对 于 相对 论 中 的 电磁 场 也 成 立 . 但 是 在 这 种 情况 下 , 除 
了 将 时 间 t 变 为 一 外 , 我 们 还 必须 改变 磁场 的 符号 . 事实 上 ,很 容易 看 出 ， 
假如 我 们 作 下 列 代 换 : 


= (17.8) 


运动 方程 (17.5) 是 不 变 的 . 
按照 (17.3) 及 (17.4), 这 并 不 改变 标 势 , 但 是 和 失势 变 了 号 : 


P 一 2，4 一 一 4. (17.9) 


因此 , 假如 某 种 运动 在 电磁 场 中 是 可 能 的 , 那么 , 相反 的 运动 在 互 方向 
相反 的 电磁 场 中 也 是 可 能 的 . 


习 题 


用 粒子 的 速度 及 电场 强度 和 磁场 强度 来 表示 它 的 加 速度 . 
解 : 将 p=vhlin/c? 代入 (17.5), 并 按 (17.7) 表示 dEiin/dt, 求 得 


v= ee 1 {E+ivxH- Bo 可 上 
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现在 让 我 们 来 研究 场 的 势 可 唯一 地 确定 到 什么 程度 . 首先 , 我 们 应 该 注 
意 这 个 事实 ， ee a 但 是 在 
运动 方程 (17.5) 内 并 未 出 现势 , 而 只 出 现 了 场 强 EE 及 五. 所 以 两 个 场 如 果 
以 相同 两 个 矢量 EE 及 五 来 描述 ， Lm 这 两 个 场 在 物理 上 是 全 同 的 . 

假如 给 定 了 势 A 及 p, 那么 , 根据 (17.3) 及 (17.4) ,五 及 五 就 由 它们 
完全 唯一 地 确定 了 . 但 是 同一 个 场 可 以 相应 于 不 同 的 势 . 为 了 证 明 这 件 事 ,我 
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们 可 将 -8f/8x* 这 个 量 加 到 势 的 每 一 个 分 量 上 , 其 中 了 是 坐标 与 时 间 的 任 
意 孔 数 . 因此 , 势 4 变 为 


发 = 和 -让 (18.1) 
经 过 这 样 的 改变 , 在 作用 量 积分 (16.1) 中 将 出 现 附 加 项 
0 
ed 于 d (=7), (18.2) 


但 是 ,将 一 个 全 微分 加 在 作用 量 积分 的 被 积 函 数 内 ,运动 方程 并 不 受 影响 ( 见 
本 教程 第 一 卷 82) . 

如 果 我 们 引入 标 势 及 和 失势 来 代替 四 维 势 , 而 且 用 ct, x,y,z, 来 代替 x， 
那么 (18.1) 中 的 四 个 方程 就 可 以 写成 下 面 的 形式 ; 

A’= A+gradf, p=p— lH. (18.3) 

很 容易 验证 ， 当 用 (18.3) 式 定义 的 A' 及 yp' 代 蔡 4 及 yp 时 ,由 方程 (17.3) 
及 (17.4) 所 定义 的 电场 及 磁场 实际 上 并 不 改变 . 因此 , 势 的 变换 (18.1) 并 不 
改变 场 . 所 以 势 并 没有 被 唯一 地 确定 , 确定 和 撩 势 仅仅 精 确 到 一 个 任意 函数 的 
梯度 , 而 确定 标 势 仅仅 精确 到 同一 个 任意 函数 的 时 间 导 数 . 

特别 是 , 我 们 显然 可 以 加 一 个 任意 的 常 矢 量 到 矢 势 上 , 加 一 个 任意 常数 
到 标 势 上 . 这 也 可 直接 由 如 下 事实 看 出 来 , 吾 及 互 仅 仅 包 含 4 及 只 的 导数 ， 
所 以 加 些 常 量 到 4 及 yp 上 , 并 不 影响 场 的 强度 . 

只 有 那些 对 于 势 变换 (18.3) 为 不 变 的 量 才 有 物理 意义 ; 特别 是 ， 所 
有 方程 在 这 个 变换 下 必须 是 不 变 的 . 这 种 不 变性 称 为 规范 不 变性 ( 德 文 为 
Bichinvarianz, 英文 为 Gauge invariance) 巴 . 

因为 势 缺 乏 唯 一 性 , 我 们 就 有 可 能 去 选择 它们 , 使 它们 满足 我 们 所 选择 
的 附加 条 件 . 我 们 强调 指出 , 我 们 能 够 令 它们 满足 一 个 条 件 , 这 是 因为 我 们 可 
以 任意 选择 (18.3) 中 的 函数 f. 特别 而 言 , 我 们 总 能 这 样 来 选择 势 ,使 得 标 
势 yp 为 零 . 假如 矢 势 不 是 零 , 那么 , 一 般 来 说 , 我 们 不 可 能 使 它 为 零 , 因为 条 
件 A = 0 表示 三 个 附加 条 件 ( 即 4 的 三 个 分 量 为 零 ). 
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所 谓 恒定 电磁 场 就 是 与 时 间 无 关 的 电磁 场 . 显然 , 恒定 电磁 场 的 势 可 以 
这 样 选择 : 使 它们 仅仅 是 坐标 的 函数 , 而 不 是 时 间 的 函数 . 恒定 磁场 同 以 前 
一 样 等 于 五 =rot4 .恒定 电场 等 于 


五 一 一 grad wp. (19.1) 


@ 我 们 强调 指出 , 这 与 (18.2) 中 假设 e 的 不 变性 有 关 . 因此 , 电动 力学 方程 的 规范 不 变性 
( 见 下 ) 同 电荷 守恒 彼此 密切 相关 . 
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因此 , 恒定 电场 仅 为 标 势 所 决定 ,而 恒定 磁场 仅 为 矢 势 所 决定 . 

我 们 在 前 一 节 中 已 经 知道 , 势 并 未 被 唯一 地 确定 . 但 是 很 容易 相信 , 假 
如 我 们 用 与 时 间 无 关 的 势 来 描述 恒定 电磁 场 , 那么 , 我 们 可 以 在 标 势 上 加 一 
个 任意 常数 而 不 改变 场 (这 个 任意 常数 既 与 坐标 无 关 , 也 与 时 间 无 关 ). 通常 
要 给 2 加 上 一 个 附加 条 件 , 即 在 空间 内 某 一 特定 点 有 一 定 的 值 ; 常常 规定 p 
在 无 穷 远 处 的 值 为 零 . 这 时 ， 上 面 所 说 的 任意 常数 就 被 确定 了 , 因而 恒定 场 
的 标 势 也 就 被 唯一 地 确定 了 . 

另 一 方面 , 同 以 前 一 样 , 即使 对 于 恒定 电磁 场 , 矢 势 也 还 是 没有 被 唯一 
地 确定 ; 就 是 说 , 我 们 可 以 把 坐标 的 一 个 任意 函数 的 梯度 加 到 矢 势 上 . 

现在 我 们 要 确定 一 个 电荷 在 恒定 电磁 场 内 的 能 量 . 既然 场 是 恒定 的 , 那 
么 , 电荷 的 拉 格 朗 日 量 也 就 不 是 时 间 的 显 函 数 . 如 我 们 所 知道 的 , 在 这 种 情 
况 下 , 能 量 是 守恒 的 , 而 且 它 就 是 哈密 顿 量 . 

按照 (16.6) , 我 们 得 到 


me? 
因 之 , 由 于 场 的 存在 , 粒子 的 能 量 加 上 了 一 项 ep, 它 是 电荷 在 场 内 的 势能 .我 
们 应 该 注意 一 个 重要 的 事实 , 即 能 量 仅 与 标 势 有 关 , 而 与 失势 无 关 . 这 就 意味 
着 磁场 不 影响 电荷 的 能 量 . 只 有 电场 才 改 变 粒 子 的 能 量 . 这 同 如 下 事实 有 关 ， 
即 磁场 与 电场 不 同 , 它 对 电荷 不 做 功 . 
假如 场 强 在 空间 所 有 点 上 都 一 样 , 那么 这 样 的 场 称 为 均匀 场 . 让 我 们 用 
场 强 百 来 表示 一 个 均匀 电场 的 标 势 . 很 容易 证 明 , 对 于 一 个 均匀 场 来 说 ， 





十 ep. (19.2) 


p=—E:r. (19.3) 


实际 上 , 因为 五 是 常量 , 所 以 V(B.:7)=(E.:V)r=E. 
均匀 磁场 的 矢 势 可 以 用 场 强 五 表示 为 : 


FP 5H x (19.4) 
事实 上 ,我们 注意 到 五 = const , 利用 矢量 分 析 中 熟知 的 公式 可 得 
rot(H x7)= Hdivr ~ (H':V)r =2H 


(注意 , divr = 3). 
均匀 磁场 的 矢 势 也 可 以 选择 为 下 列 形式 : 


As=—Hy, A,=A:=0 (19.5) 
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(选择 z 轴 沿 着 五 的 方向 ). 很 容易 证 明 , 这 样 选择 了 4 ,我 们 就 有 五 = rot 4. 
按照 变换 式 (18.3) , 势 (19.4) 和 (19.5) 彼此 之 间 的 差 为 某 个 函数 的 梯度 ;由 
(19.4) 加 上 Vf 就 得 到 (19.5) , 式 中 f = 一 zxyH/2. 


习 题 


在 相对 论 力学 中 , 写 出 恒定 电磁 场 内 粒子 轨道 的 变 分 原理 ( 即 莫 培 督 原 
理 ) . 

解 : 英 培 督 原理 可 表述 如 下 : 假如 一 个 粒子 的 能 量 是 守恒 的 (在 一 个 恒 
定 场 内 运动 ), 那么 , 它 的 轨道 可 从 下 面 的 变 分 方程 确定 ; 


5 | Piar=0, 


其 中 忆 是 粒子 的 广义 动量 ,这 个 广义 动量 局 可 以 用 能 量 及 坐标 的 微分 米 表 示 : 
至 于 积分 就 应 该 沿 粒 子 的 轨道 进行 ( 见 本 教程 第 一 卷 844) .将 P=p+(e/c)4 
代入 ,注意 Dp 与 dr 同方 向 , 我 们 就 得 到 


5 | (pdt+ £A.dr) =0, 


其 中 dl = Vdr? 是 弧 元 . 从 了 到 十 mazce2 = 二 (8@ 一 ep)?/c? 来 定 p, 我 们 最 后 得 


6 一 ep 国 
sf ee -medlt+-A.dr = 人 
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现在 我 们 研究 电荷 e 在 均匀 的 恒定 电场 吾 中 的 运动 . 我 们 取 电 场 的 方向 
为 z 轴 . 该 运动 显然 在 一 个 平面 内 进行 . 我 们 取 这 个 平面 为 zy 平面 . 这 时 , 运 
动 方程 (17.5) 变 为 


到 


Dz =eéeE, Dy=0 
(上 面 的 一 点 表示 对 时 间 t+ 微 分 ), 所 以 : 
=eBt, th 三 W. (20.1) 


我 们 把 时 间 的 参考 点 选 在 pz = 0 的 时 刻 , po 表示 粒子 在 该 时 刻 的 动量 . 
粒子 的 动能 ( 场 内 势能 以 外 的 能 量 ) 是 &in = cVrm2c2 十 22 , 将 (20.1) 代 
人，, 我们 求 得 , 在 现在 这 种 情况 下 ， 


Cin = Vm2c4 + c2pe + (ceEt)? = V6 + (ceEt)?, (20.2) 
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其 中 , 钢 是 上 =0 时 的 能 量 . 
按照 (9.8) 式 , 粒子 的 速度 v= pc2/&in. 因而 ,对 于 速度 we = ,我 


们 有 
dr pie? cebt 





dt Gin VEL + (ceBt)? 


六 EV + (ceEt)? (20.3) 
(其 中 我 们 已 经 令 积 分 常数 等 于 零 ) 。. 
为 了 求 得 y, 我 们 有 


dy pe poc? 


经 过 积分 , 我 们 求 得 


dt in Ve?+ (ceBt)> 





从 而 a 
WW 
y= arsinh | (20.4) 


利用 (20.4) 式 通过 y 来 表示 t, 并 将 它 代 入 (20.3), 我 们 得 到 轨道 方程 
如 下 : 


C60 eb, 
i cosh a (20.5) 


由 此 可 见 , 在 均匀 电场 中 一 个 电荷 沿 着 悬 链 线 运动 . 
假如 粒子 的 速度 v 和 c, 那么, 我们 可 以 使 po = maoo, 匈 = mce*， 并 将 
(20.5) 式 展 开 为 1/c 的 笑 级 数 . 略 去 高 阶 项 , 我 们 得 到 





T= ee 2 十 const 
20 


就 是 说 , 电荷 沿 着 抛物 线 运 动 , 这 是 我 们 在 经 典 力学 中 熟知 的 结果 . 
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我 们 现在 来 研究 电荷 e 在 恒定 均匀 磁场 五 中 的 运动 . 我 们 选择 磁场 的 方 
向 为 z 轴 的 方向 . 我们 将 动量 ( (9.8) 式 ) 
Ev 


C2 
( 式 中 《是 粒子 的 能 量 , 它 在 磁场 中 是 恒定 的 ) 代入 运动 方程 
p= Cw x H, 
c 
@ 这 个 结果 (对 于 po = 0) 同 具有 恒定 “固有 加 速度 ”wo = eE/m 的 相对 论 运动 问题 的 解 


一 致 ( 见 87 的 习题 ). 对 于 目前 的 情形 , 加 速度 的 恒定 性 与 速度 V 沿 着 场 的 方向 时 , 洛 伦 兹 变 
换 不 改变 电场 这 一 事实 有 关 ( 见 824) . 
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就 可 将 其 改写 成 男 一 种 形式 . 这 样 一 来 , 运动 方程 就 化 成 了 下 面 的 形式 : 


Ga 一 XxX 五 ， (21.1) 
或 用 分 量 表 示 为 
We 一 CU 二 -ws 让 一 0 (21.2) 
其 中 引入 了 符号 有 
二 — (21.3) 


将 (21.2) 中 的 第 二 个 方程 乘 以 i, 加 到 第 一 个 方程 中 , 就 得 到 : 
和 (os 十 ioy) 三 一 iw(oz + ivy), 


因而 


vz 十 ioy 一 ae 一 全 


其 中 a 是 一 个 复 常 数 . 这 个 复 常 数 可 以 写成 a = wote- ae 这 样 的 形式 , 其 中 va 
及 a 都 是 实数 . 因此 ， 


vz + ivy = vore™ (++), 
将 实 部 与 虚 部 分 开 , 我 们 得 到 
vz = Yor Cos(wt+i+ a), Vy = —vot sin(wt+ a). (21.4) 


常数 vo 及 a 都 要 由 初始 条 件 来 决定 , a 是 初 相位 , 至 于 wot, 则 从 (21.4) 


看 出 
Vot 一 /2 十 12， 
即 是 说 , wuo 是 粒子 在 zy 平面 内 的 速度 , 而 且 它 在 整个 运动 过 程 中 保持 不 变 . 
再 次 积分 (21.4) , 我 们 得 到 


r= 7z0+rsin(wt+i+a), y= Yo+t+rcos(wt+t a), (21.5) 


其中 v V0iE 
Vo Ve _ 
i We 
(pi 是 动量 在 zy 平面 上 的 投影 ). 从 (21.2) 的 第 三 个 方程 ,我们 得 到 vw, = vo;， 


以 及 





Zz = 20 + Vozt. (21.7) 


从 (21.5) 及 (21.7), 可 以 很 明显 地 看 出 , 电荷 在 均匀 磁场 中 沿 着 螺旋 线 
运动 , 螺旋 线 的 轴 沿 着 磁场 的 方向 , 螺旋 线 的 半径 由 (21.6) 式 来 决定 . 粒子 
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的 速度 是 常数 . 在 vo: = 0, 即 粒子 没有 沿 磁场 方向 的 速度 分 量 的 特殊 情况 下 ， 
粒子 就 在 与 磁场 垂直 的 平面 内 作 圆 周 运动 . 

从 上 面 各 公式 我 们 可 以 看 出 ,w 是 粒子 在 与 磁场 垂直 的 平面 内 转动 的 角 
频率 . 

假如 粒子 的 速度 很 低 , 那么 , 我 们 就 可 以 近似 地 令 8 = mc2. 这 时 频率 
w 变 为 
2 一， (21.8) 

现在 我 们 假设 磁场 保持 均匀 , 但 数值 和 方向 缓慢 变化 的 情形 , 探究 此 时 
带电 粒子 的 运动 如 何 改 变 . 

我 们 知道 : 在 运动 条 件 缓慢 变化 的 情况 下 , 某 些 被 称 为 “ 浸 渐 不 变量 ”的 
量 保持 恒定 . 因为 在 与 磁场 垂直 的 平面 内 的 运动 是 周期 性 的 , 所 以 积分 


1 
[I= 起 $fPar 


是 浸 渐 不 变量 , 这 个 积分 应 该 在 运动 的 整个 周期 内 来 进行 . 在 我 们 所 讨论 的 
情形 下 ,就 是 沿 着 圆周 来 进行 (PB 是 广义 动量 在 这 个 平面 上 的 投影 ) 2. 将 
忆 =pi 十 (e/c)A 代入 ,就 得 到 


1 1 e 
1- Pr fp art Adr. 


在 第 一 项 中 我 们 应 注意 Pt 的 绝对 值 是 常数 , 其 方向 沿 着 dr, 对 第 二 项 
应 用 斯 托 克 斯 定理 , 并 写 出 rot A = 五 , 则 得 : 


== 


T = "rpi 一 2c Hr 
其 中 7 是 轨道 半径 名 . 将 7 的 表达 式 (21.6) 代入 , 可 得 


_ 
I= pe (21.9) 
由 上 式 可 以 看 出 , 对 于 互 的 缓慢 变化 , 切 向 动量 pi 的 变化 近似 与 VH 成 正 
比 . 


Q@ 见 本 教程 第 一 卷 849. 一 般 说 来 , 沿 特 定 坐 标 9 的 一 个 周期 进行 的 积分 9 pdg 是 浸 渐 不 
变量 . 在 本 情形 下 , 垂直 于 HH 的 平面 内 的 两 个 坐标 周期 一 致 , 我 们 已 经 写 出 的 积分 工 是 两 个 相 
应 漫 渐 不 变量 之 和 . 然而 , 这 些 不 变量 每 一 个 单独 说 来 并 没有 特殊 意义 , 因为 它们 依赖 于 场 的 矢 
势 ( 非 唯一 的 ) 选择 . 由 此 得 出 的 浸 渐 不 变量 的 非 唯一 性 反映 了 如 下 事实 , 当 我 们 认为 磁场 在 全 
室 间 均匀 时 , 原则 上 不 能 决定 由 HH 改变 所 产生 的 电场 , 因为 它 实 际 上 依赖 于 无 穷 远 处 的 特定 条 
件 . 





@ 对 于 给 定 方向 的 互 考察 电荷 沿 轨道 的 运动 方向 , 我 们 发 现 , 如 果 沿 五 看 去 , 它 是 逆 时 
针 的 . 所 以 第 二 项 是 负 号 . 
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这 个 结果 也 适用 于 男 一 种 情况 , 即 粒子 在 并 不 严格 均匀 的 磁场 中 沿 螺旋 
轨道 运动 (使 得 场 在 可 以 同 螺旋 线 的 半径 和 步 长 相 比 的 距离 上 变化 很 小 ). 
这 样 的 运动 可 以 看 成 在 随时 间 移 动 的 圆 轨道 上 进行 , 场 相对 于 轨道 表现 为 随 
时 间 变 化 但 却 保持 均匀 . 于 是 我 们 可 以 说 , 垂直 于 场 方 向 的 动量 分 量 按照 规 
律 : ps = VCH 变化 , 这 里 C 是 一 常数 , HH 是 坐标 的 给 定 函 数 . 另 一 方面 , 正 
如 任何 恒定 磁场 中 的 运动 那样 , 粒子 的 能 量 (因而 其 动量 的 平方 到 ) 保持 不 
变 . 因此 动量 的 纵向 分 量 按照 如 下 公式 变化 : 


pi =p -p=p -CH(z,y,2). (21.10) 


因为 我 们 总 是 应 当 有 吕 > 0, 粒子 穿 人 场 足 够 强 的 区 域 (CH > 22) 是 不 
可 能 的 . 在 沿 场 增 加 方向 的 运动 进程 中 , 螺旋 轨道 的 半径 按 p/H 成 比例 地 减 
小 ( 即 比例 于 1/V 互 ) , 而 步 长 比例 于 pi. 在 达到 pi 变 为 零 的 边界 处 , 粒子 被 
反射 : 在 继续 沿 相同 方向 转动 的 同时 , 开始 朝 场 梯度 相反 的 方向 运动 . 
场 的 不 均匀 性 也 导致 男 一 种 现象 一 一 粒子 螺旋 轨道 的 导 引 中 心 ( 像 称 
圆 轨 道 的 中 心 那样 ) 缓慢 地 横向 移动 (漂移 ); 下 一 节 习 题 3 将 讨论 这 个 问题 . 
习 题 


将 一 个 带电 的 空间 振子 置 于 均匀 恒定 磁场 内 ; 这 个 振子 (在 没有 置 于 场 
内 时 的 振动 ) 的 本 征 频率 是 wo, 求 它 在 置 于 场 内 后 的 振动 频率 . 
解 : 振子 在 磁场 (磁场 方向 洛 着 z 轴 ) 内 的 受 迫 振动 方程 是 
a. a 4H ge ,a ae es 
T+wor = oY y + woy = th Zwoz= 三 0. 
用 i 乘 第 二 个 方程 并 与 第 一 个 方程 相 加 ,得 到 
we 
€++woé = i 


其 中 = 二 工 十 iy. 由 此 可 以 得 到 振子 在 与 磁场 垂直 的 平面 内 的 振动 频率 为 


假如 磁场 了 及 很 弱 , 这 个 公式 就 变 为 


H 
w= wat 


沿 着 场 的 方向 的 振动 将 保持 不 变 . 
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最 后 ,我 们 来 研究 在 电场 及 磁场 都 存在 并 且 都 是 均匀 恒定 的 情况 下 , 一 
个 电荷 如 何 运 动 . 我 们 的 讨论 只 限于 粒子 的 速度 v 之 c 的 情形 , 因此 质点 的 
动量 p= mo; 以 后 我 们 将 要 知道 , 出 现 这 种 情形 的 必要 条 件 是 电场 比 磁场 小 
得 多 . 

我 们 选择 五 的 方向 为 z 轴 的 方向 ,而 选择 通过 及 及 瑟 的 平面 为 yz 平 
面 . 这 时 , 运动 方程 


md = éB+ 2 xH 
可 以 写成 如 下 式 : 
二 e€., 
mT 二 zyH, 
mi = eB, — -2 (22.1) 
mz = ebE,. 


由 上 面 的 第 三 个 方程 , 我 们 可 以 看 出 , 电荷 以 色 加 速度 沿 着 z 轴 方 向 运动 ， 
就 是 说 ， 
ek, 
2m 


用 ii 乘 (22.1) 中 的 第 二 个 方程 , 再 与 第 一 个 方程 联 立 , 我 们 得 到 


t2 + vozt. (22.2) 





人 


这 十 记 ) 十 这 位 十 这) = i 到 


(w = eH/mec). 将 衬 十 过 当做 未 知 量 ， 上 面 方程 的 解 就 等 于 土 面 的 方程 略 
去 等 号 右边 项 的 解 , 与 该 方程 保留 等 号 右边 项 的 一 个 特 解 之 和 . 第 一 个 解 是 
ae -wot ,第 二 个 解 是 eB,/mw = cBy/H, 因此 ， 

尼 十 这 一 ae 一 ie 十 = 

常数 a 一 般 来 说 是 个 复数 . 将 它 写成 a = be'® 的 形式 , 其 中 45 及 a 为 实数 ,我 
们 可 以 看 出 , 既然 a 被 e-ivt 乘 了 ,那么 , 只 要 我 们 选择 时 间 原 点 得 当 , 就 可 
以 赋予 相位 a 以 任何 一 个 值 . 我 们 适当 选择 时 间 原 点 , 使 a 为 实数 . 将 人 十 这 
分 解 为 实 部 及 虚 部 , 我 们 便 得 到 


E 
全 一 Qcoswt 十 cH y = —a sinwt. (22.3) 


在 t=0 时 , 速度 沿 着 z 轴 . 
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我 们 可 以 看 出 , 粒子 的 速度 是 时 间 的 周期 函数 . 它们 的 平均 值 是 : 


5= ,$=0. 
电荷 在 正 交 的 电场 和 磁场 中 运动 的 这 个 平均 速度 常 称 为 电 漂移 速度 . 它 的 方 
向 与 两 个 场 都 垂直 并 与 电荷 的 正 负 无 关 . 可 以 把 它 写成 矢量 形式 
cExH 
H? 
这 一 节 的 所 有 公式 ,都 假设 了 粒子 的 速度 比 光速 小 得 多 ; 可 以 看 出 , 为 
了 实现 这 种 情形 , 特别 要 求 电场 与 磁场 必须 满足 下 面 的 条 件 ; 


Ey 
lb (22.5) 


而 EE, 及 H 的 绝对 大 小 可 以 是 任意 的 . 
将 方程 (22.3) 再 积分 一 次 , 并 这 样 来 选择 积分 常数 , 使 当 t=0 时 ,z= 
y = 二 0, 我 们 就 可 得 到 





(22.4) 


We 2 sinwt 十 rt 
(22.6) 


a 
YY = (Coswt — 1). 
将 以 上 二 式 看 做 一 个 曲线 的 参数 方程 , 这 两 个 方程 定义 一 条 次 摆 线 . 至 


于 轨道 在 zy 平面 上 的 投影 到 底 是 如 图 6a 还 是 如 图 6b 所 示 的 , 那 就 得 看 a 
的 绝对 值 是 大 于 还 是 小 于 cE,/H. 
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假如 a = 一 cE,/H, 那么,(22.6) 就 变 为 


省 二 (wt — sin wt), 
(22.7) 
一 chy ll — coswt) 
= wH 》 
就 是 说 , 轨道 在 zy 平面 上 的 投影 是 一 条 旋 轮 线 (图 6c) . 
习 题 


1. 求 电 荷 在 平行 均匀 电场 和 磁场 中 的 相对 论 运 动 . 
解 : 磁场 对 洛 百 和 五 共同 方向 (z 轴 ) 上 的 运动 没有 影响 , 因而 2 方向 
上 的 运动 只 在 电场 的 影响 下 发 生 ; 于 是 根据 820, 我 们 得 到 : 


Ekin 
= Cin = V+ (ceBt)?. 


对 于 zy 平面 上 的 运动 , 我 们 有 方程 





Pr 一 -Hv,, py = ——Hv;, 
或 | H 3 H 
.€ ; 1l€11C 。 
二 (pz + ipy) = -i (ww 十 ioy) = - 玉 Pr + ipy). 
由 此 得 


pz + ipy = pre™™, 
式 中 pi 是 动量 在 zy 平面 上 投影 的 恒定 值 ， 而 辅助 量 p 由 如 下 关系 决定 





dt 
dw = eHc 
* Guin 
本 & E 
i 
ct op sinh 万 %. (1) 
然后 我 们 有 : 
i eH dl(z + iy) 
i 
所 以 
3 2 
T= -Hsinp, y HS: (2) 


公式 (1) , (2) 和 公式 2 六 
2 
= cosh 万 9， (3) 
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一 起 以 参数 形式 决定 了 粒子 的 运动 . 轨道 是 一 条 螺旋 线 , 半径 为 cps/e 日 , 步 
长 单调 增加 ,粒子 沿 着 该 螺旋 线 以 减 小 的 角 过 度 p= 二 eHc/ 岳 in 运动 , 沿 z 轴 
的 速度 趋向 值 c. 
2. 求 电荷 在 相互 垂直 且 数 值 相等 的 电场 和 磁场 中 的 相对 论 运动 @. 
解 : 选 z 轴 沿 万 方 向 ,Vy 轴 沿 轧 方 向 , 令 马 = 万 , 我 们 写 出 运动 方程 : 
dp: € d Uz dp> 
i hd 
以 及 一 一 作为 它们 的 结果 一 一 (17.7) 式 : 
dékin 
dt 





= ebEv,. 
由 这 些 方程 , 我 们 有 : 
pz =Const, tkin 一 cpz = const 三 Q. 


再 用 方程 
En — cp? = (blin + cpz)(bain 一 cpz) = cp? +E? 
( 式 中 ec2 = 二 m2?ct 十 czp2 = const ) 我 们 有 : 


1 
Gin + cpz = ~(C py EE e2), 





所 以 
2 2 2 
a 
Ekin me 9 + 2a 9 
ER Ce 十 CE 
pe 一 2c 2ac 
我 们 进一步 写 出 
Gin pe 一 eb (au 一 全 一 e 五 (Gin — cpz) = ebka, 
由 此 
ee Oi y 
2ebt = 1 十 7 Py 十 352Py- ( ) 
为 了 决定 轨道 , 我 们 在 方程 
dz _ cpz .， 
dt Min 


@ 相互 垂直 而 数值 不 等 的 EE 和 FH 场 中 的 运动 问题 , 可 以 通过 适当 的 参考 系 变换 , 化 为 纯 
电场 或 纯 磁场 中 运动 的 问题 , 见 8$25. 
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中 作 变 量 代 换 , 对 变量 pv 使 用 关系 式 dt = CEikindpy/eEa, 之 后 积分 给 出 公式 : 


一 - 1 十 一 < 
92eE oi /PY 60eErY: 


y= z= Pepy (2) 
公式 (1) 和 (2) 以 参数 形式 (参数 p,) 完全 决定 了 粒子 的 运动 . 请 注意 如 下 
事实 , 速度 在 垂直 于 百 和 五 轴 的 方向 (z 轴 ) 增加 得 最 快 . 

3. 试 求 非 相对 论 带 电 粒 子 在 准 均匀 磁场 中 轨道 导 引 中 心 的 漂移 速度 (H. 
Alven, 1940) . 

解 : 我 们 首先 假设 粒子 在 圆 轨 道上 运动 , 即 它 的 速度 没有 ( 沿 着 场 的 ) 
纵向 分 量 . 写 出 形 如 7 二 R(t) 十 C(t) 的 轨道 方程 , 式 中 R(t) 是 导 引 中 心 的 径 
和 失 (为 时 间 的 缓 变 函数 ), 而 C(t) 是 一 快速 振荡 的 量 , 描述 围绕 导 引 中 心 的 转 
动 . 我 们 在 振荡 的 ( 圆 ) 运动 周期 内 对 作用 于 粒子 上 的 力 (e/c)7 x 于 (7) 进行 
平均 (比较 本 教程 第 一 卷 830) . 将 这 个 式 子 中 的 函数 五 (>) 以 6 的 靠 展 开 : 





H(r)= H(R) +(¢:V)H(R). 
平均 后 ,振荡 量 C(t) 的 一 次 项 为 零 , 而 二 次 项 产生 一 附加 的 力 
f=-¢x(¢:V)H. 


对 于 圆 轨道 


6= 罗 xm 《= 十 ， 


式 中 nn 是 沿 顾 的 单位 矢量 ;频率 w=eH/mc,wvl 是 粒子 圆周 运动 的 速度 . 舌 
量 C 在 一 平面 内 转动 (该 平面 垂直 于 12),， 其 分 量 乘 积 的 平均 值 为 : 


Calp 天 3626ap， 
式 中 5g 是 这 个 平面 内 的 单位 张 量 . 结果 我 们 得 到 : 


2 
my 
7 六 


由 于 恒定 场 及 (RR) 满足 方程 div 百 =0 和 rot 瑟 =0, 我 们 有 : 


f=— 





(nxV)xH=-ndivH+(n:V)H+nxrotH=(n:V)H 
= Hn:Vn+n(n:VvH). 
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我 们 对 垂直 于 ma, 产生 轨道 漂移 的 力 感 兴趣 ; 它 等 于 : 


2 
mv” 


ce 





2 
(n:V)n = 


式 中 pp 是 场 的 力 线 在 给 定点 的 曲率 半径 ,vv 是 从 曲率 中 心 指向 该 点 的 单位 矢 
量 . 

粒子 也 具有 纵向 速度 ( 沿 着 nn) 的 情况 可 以 化 为 上 述 情形 , 只 需 我 们 
换 到 绕 力 线 ( 导 引 中 心 的 轨道 ) 的 瞬时 曲率 中 心 转动 的 参考 系 即 可 ,转动 的 
角 迷 度 为 ol/p. 在 这 个 参考 系 中 ,粒子 没有 纵向 速度 ,但 有 一 附加 横向 力 , 即 
离心 力 vmvi/p. 因此 ,总 的 横向 力 是 


2 
WE Ml 
疡 =z( 只 + 号 ) 


这 个 力 等 价 于 强度 为 万 /Je 的 恒定 电场 . 按照 (22.4) , 它 引 起 轨道 导 引 中 
心 的 漂移 ,速度 为 
| 
w= 二 ( +t) xn 


这 个 速度 的 正 负 号 依赖 于 电荷 的 正 负 号， 
823 电磁场 张 量 


在 817 中 , 我 们 从 写成 三 维 形 式 的 拉 格 朗 日 量 (16.4) 导出 了 电荷 在 场 内 
运动 的 方程 . 现在 我 们 直接 从 写成 四 维 形式 的 作用 量 (16.1) 导出 同样 的 方程 . 
最 小 作用 量 原理 是 : 


b 
65 = | (~meds 一 -4idz' =0. (23.1) 
注意 到 ds = Vdzidzi, 我 们 便 求 得 (为 了 简便 起 见 , 下 面 我 们 略 去 积分 限 a 
和 jb) : 
We jf (me 十 二 4id8xi 十 2a4udz' ) = 人 
人 Cc 


ds 


将 被 积 函 数 中 前 两 项 作 分 部 积分 , 并 且 在 第 一 项 中 令 dzi/ds = ui, 其 中 
ui 是 四 维 速度 的 分 量 . 于 是 ， 


] (meduiSz + -ridAi = -6Aidz’) (meu 机 -A:) 87i=0. (23.2) 


由 于 积分 的 变 分 是 在 两 个 边界 具有 固定 坐标 值 的 条 件 下 取 的 , 上 式 中 的 第 二 
项 等 于 零 , 此 外 : BA BA 


6A; = Bk dAi; = Bzk 
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04; 04; 
| (meauwsr: 一 二 4 一 A RdT Sr" = 
c Or c Brzk 


在 第 一 项 中 , 我 们 写 dui = Qu ds; 在 第 二 和 第 三 项 中 ,我 们 写 dz: = wds; 在 


第 三 项 中 将 指标 i 与 上 交换 (因为 i 和 上 都 是 求 和 指标 , 所 以 交换 以 后 什么 
也 不 改变 ) . 于 是 


dau; € OAx 0A; 4 E> 
[Im (人 srds= 由 


由 于 5zx* 的 任意 性 , 我 们 可 以 推断 , 被 积 图 数 必须 为 零 , 即 


me 一 一 OA _ DAs ut=0 
ds Or Ork i 





Rye 一 Bk (23.3) 
反对 称 张 量 及 k 称 为 电磁 场 张 量 . 这 样 一 来 , 运动 方程 取 下 面 的 形式 
mcd 一 一 uk. (23.4) 





这 就 是 四 维 形式 的 电荷 运动 方程 . 

将 4; = (wy, 一 4A) 的 值 代入 定义 式 (23.3), 我 们 很 容易 看 出 张 量 ; 的 各 
个 分 量 的 意义 . 结果 可 以 写成 一 个 矩阵 , 其 中 指标 i = 0,1,2,3 表示 行 , 指标 
表示 列 : 


:0 ~ = 过 
pc|-B 0-H | per_|B 0-E A 
- 到 下 0 
2 光 油 一 

(23.5) 


上 式 可 以 更 简洁 地 写成 ( 见 86) : 
Fi = (E,H), F™*=(-E,H). 


由 此 可 见 , 电场 强度 与 磁场 强度 的 分 量 是 同一 四 维 电 磁场 张 量 的 分 量 . 

改变 到 三 维 符号 , 容易 验证 ,(23.4) 的 三 个 空间 分 量 (i = 1,2,3) 与 矢量 
运动 方程 (17.5) 相同 而 时 间 分 量 (i = 0) 给 出 功 方程 (17.7) . 后 者 是 运动 
方程 的 推论 ; 四 个 方程 中 只 有 三 个 独立 这 一 事实 , 也 容易 通过 直接 将 (23.4) 
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两 边 乘 以 w' 发 现 . 由 于 四 维 矢量 wt 和 dui/ds 的 正 交 性 , 此 时 方程 的 左边 为 
零 , 而 由 于 Ex 的 反对 称 性 , 方程 的 右边 为 零 . 

假如 在 变 分 55S 中 , 只 考虑 真实 的 轨道 , 那么 , (23.2) 中 的 第 一 项 就 恒 等 
于 零 . 这 时 , 第 二 项 (其 中 积分 上 限 认 为 是 变化 的 ) 给 出 作为 坐标 函数 的 作用 
量 的 微分 . 因 之 


a (mcu 十 -Ai) 8zi. (23.6) 
由 此 可 得 ， 
-下 = mceui++ -A 一 Di 十 一 Ai (23.7) 
四 维 矢 量 -9S/9z’ 是 粒子 的 广义 动量 四 维 矢 量 PPB. 代入 分 量 值 p; 和 A;， 
我 们 求 出 : 
= (p+ £4) (23.8) 


正如 预期 , 这 个 四 维 矢量 Pi 的 三 个 空间 分 量 构 成 三 维 广义 动量 矢量 (16.5)， 
其 时 间 分 量 是 8/c, 其 中 8 是 电荷 在 场 中 的 总 能 量 . 
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在 本 节 内 , 我 们 将 寻找 场 的 变换 公式 , 利用 这 些 公式 , 假如 在 某 一 个 惯 
性 参考 系 内 场 是 已 知 的 , 在 男 一 个 惯性 参考 系 内 , 我 们 也 能 够 决定 这 个 场 . 

势 的 变换 公式 可 以 直接 从 四 维 矢 量 的 变换 通 式 (6.1) 得 出 . 只 需 记 起 
A' = (2,4), 我 们 就 很 容易 得 到 





9 十 As 十 Ty 
一 3 3 Ar 一 Ay 一 A 4: 一 ， (24.1) 
ee te 
c3 & 


反对 称 二 阶 张 量 (如 Fw) 的 变换 公式 可 以 从 $6 的 习题 2 找到 : 分 量 
F3 和 F911 不 变 , 而 分 量 FF 和 FY,FM 分 别 像 z 和 一样 变 换 ; 按照 
(23.5) 把 F* 的 分 量 用 场 百 和 五 的 分 量 来 表示 , 我 们 就 得 到 电场 的 变换 公 
式 : 


B+ H' Be 
b=, b=, bE- (24.2) 
ee ”人 
和 磁场 的 变换 公式 : 
H,- LE H'+—E, 
H; 一 He, H, 一 五 ， 一 一 (24.3) 
人 
c2 C2 
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因此 , 电场 与 磁场 , 正如 大 多 数 的 物理 量 一 样 ,是 相对 的 ; 就 是 说 , 它 
们 在 不 同 的 参考 系 中 有 不 同 的 特性 . 特别 是 , 电场 或 磁场 在 一 个 参考 系 中 可 
以 等 于 零 , 而 同时 在 另外 一 个 参考 系 中 却 又 存在 . 

公式 (24.2) 和 (24.3) 在 V 之 c 的 情况 下 将 大 大 简化 . 精确 到 V/e 的 数 
量 级 , 我 们 有 


Es=B, By=B+-H, E.=E-—H,; 


3 V 
Hs:=Hs, Hy=H,-=E., H:=H,+—b,. 
这 些 公 式 可 以 写成 矢量 形式 
E=E+-H'xV, H=H'- -ExV. (24.4) 


从 K’' 到 K 的 道 变 换 公式 可 以 通过 改变 V 的 符号 并 移动 撤 号 直接 由 
(24.2) 一 (24.4) 求 得 . 

假如 在 K' 系 中 磁场 HH' = 0, 那么 , 根据 (24.2) 及 (24.3), 我 们 可 以 很 
容易 验证 , 在 天 系 中 , 电场 与 磁场 之 间 存 在 着 下 面 的 关系 : 


H=-zVxB (24.5) 
假如 在 K' 系 中 ,五 '=0, 那么 ,在 KK 系 中 
E= -2V x 五 . (24.6) 


因此 , 在 以 上 两 种 情况 下 , 电场 与 磁场 在 K 系 中 都 是 相互 垂直 的 . 
反 向 应 用 这 些 公 式 也 是 有 意义 的 : 如 果 场 巨 和 五 在 某 个 参考 系 K 中 相 
互 垂 直 ( 但 数值 不 等 ) , 那 就 存在 一 个 参考 系 K', 其 中 场 是 纯 电 场 或 纯 磁 场 . 
这 个 系统 的 速度 V (相对 于 及) 垂直 于 五 和 五 ,并 在 数值 上 等 于 cH/E 
(这 种 情况 必须 有 五 < 瑟 ) , 或 者 等 于 cE/H (E < H 的 情形 ). 


825 场 的 不 变量 


从 电磁 场 张 量 我 们 可 以 造 出 一 些 不 变量 , 这 些 不 变量 在 从 一 个 惯性 参考 
系 过 渡 到 另 一 个 惯性 参考 系 时 保持 不 变 . 

从 场 的 四 维 表示 出 发 , 用 反对 称 四 维 张 量 F*, 容易 得 出 这 些 不 变量 的 
形式 . 显然 我 们 可 以 从 这 个 张 量 的 分 量 构造 如 下 不 变量 : 


FuxF'* = 不 变量 ， (25.1) 
ein = 不 变量 ， (25.2) 
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式 中 ex*im 是 四 阶 全 反对 称 单位 张 量 ( 见 86) . 第 一 个 量 是 标量 , 而 第 二 个 量 
是 厢 标 量 ( 张 量 F* 同 其 对 偶 张 量 的 乘积 ) ©. 

用 (23.5) 借助 玉生 的 分 量 来 表示 F*, 容易 证 明 , 在 三 维 形式 下 , 这 
些 不 变量 为 : 

H? — EF? = inv, (25.3) 

五 .五 一 inv. (25.4) 
其 中 第 二 个 的 厢 标 量 特征 从 如 下 事实 可 以 看 出 , 它 是 极 失 量 EB 和 轴 矢 量 五 
的 乘积 (尽管 其 平方 ( 百 . 互 )2 是 一 个 真 标量 ) . 

从 上 面 得 到 的 两 个 表达 式 的 不 变性 , 我 们 得 出 如 下 定理 . 如 果 电 场 和 磁 
场 在 任 一 惯性 系 中 相互 垂直 , 即 琅 :.H=0, 那么 它们 在 其 他 每 个 惯性 系 中 也 
垂直 . 如 果 轧 和 五 的 绝对 值 在 任 一 惯性 系 中 彼此 相等 , 那么 它们 在 任何 其 他 
惯性 系 中 也 相等 . 

下 面 的 不 等 式 也 显然 成 立 . 如 果 在 任 一 参考 系 中 马 > 五 (或 五 > 五)， 
那么 在 每 个 其 他 参考 系 中 也 有 互 > 矿 (或 刀 > 五 ) . 如 果 在 任 一 参考 系 中 矢 
量 EE 和 五 成 锐角 (或 钝 角 ), 那么 它们 在 每 个 其 他 参考 系 中 也 成 锐角 (或 钝 
角 ) . 

借助 洛 伦 效 变换 , 我 们 总 可 以 给 予 百 和 互 任 何 任意 的 值 , 唯一 的 附加 
条 件 是 BE2 一 H? 和 万.H 具有 固定 值 . 特别 是 , 我 们 总 可 以 找到 一 个 惯性 系 ， 
其 中 电场 和 磁场 在 给 定点 彼此 平行 . 在 这 个 参考 系 中 万 . 五 = EH, 并且 从 下 
面 两 个 方程 

E:—H:=E—Hi, EH=E.-:.Ho 


我 们 可 以 求 出 巨 和 五 在 这 个 参考 系 中 的 值 ( 和 Ho 是 在 原来 参考 系 中 的 
电场 和 磁场 ) . 

两 个 不 变量 都 为 零 的 情形 除外 . 在 这 种 情形 下 ,万 和 五 在 所 有 参考 系 中 
都 相等 并 且 相 互 垂 直 . 

如 果 五 .五 =0, 我 们 总 可 以 找到 一 个 参考 系 , 其 中 五 =0 或 者 瑟 =0 
( 依 EE? 一 H? < 或 >0 而 定 ), 即 纯 磁 场 或 纯 电 场 . 反之 , 如 果 在 任 一 参考 系 
中 万 =0 或 者 有 矿 =0, 则 它们 在 每 个 其 他 参考 系 中 都 相互 垂直 , 这 与 上 节 末 
的 论述 一 致 . 

我 们 还 将 用 另外 的 方法 来 求解 反对 称 四 维 张 量 的 不 变量 . 特别 是 , 从 这 
个 方法 我 们 将 看 到 , (25.3) 和 (25.4) 实际 上 是 仅 有 的 两 个 独立 的 不 变量 , 同 

@ 我 们 注意 到 , 夺标 量 (25.2) 也 可 以 表示 为 一 个 四 维 散 度 : 


日 已 
i le iklrr 
FrFm = 4— p Akr— A,, |， 
Et zi ( Kar! ) 


这 一 点 可 以 通过 e*!'” 的 反对 称 性 容易 得 到 验证 . 
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时 我 们 将 阐明 , 在 应 用 于 这 样 一 种 四 维 张 量 时 , 洛 伦 效 变换 所 具有 的 富有 教 
益 的 数学 性 质 . 
我 们 来 考虑 复 矢量 
F=E+iH. (25.5) 


用 公式 (24.2) 一 (24.3), 容易 看 出 , 对 于 这 个 矢量 的 洛 伦 兹 变换 ( 沿 z 轴 ) 具 
有 形式 

F.=F, Fy= Fcoshy—iFk;sinhy= Fcosip— Fsiniy, 

Wy (25.6) 

Fz = Fcosip+ Fysinip, tanhy= i 

我 们 看 到 , 对 于 矢量 FF 来 说 , 在 四 维 空 间 zt 平面 内 的 转动 (就 是 这 个 党 伦 效 

变换 ), 等 价 于 在 三 维 空间 yz 平面 内 转动 一 个 虚 角 . 四 维 空 间 内 所 有 可 能 转 

动 的 集合 (也 包括 绕 z,y 和 z 轴 的 简单 转动 ), 等 价 于 三 维 空间 内 转动 一 个 

复 角 的 所 有 可 能 转动 (这 里 四 维 空间 内 的 6 个 转动 角 , 相应 于 三 维 空 间 中 的 
3 个 复 转 动 角 ). 

矢量 在 转动 下 的 唯一 不 变量 是 它 的 平方 F? = EE? 一 H? 二 2iB.H. 因此 ， 
实 量 如 一 H? 和 已 .HH 是 张 量 Fi 仅 有 的 两 个 独立 的 不 变量 . 

如 果 F?2 关 0, 矢量 珠 可 以 写成 三 =am, 式 中 史 是 复 单 位 矢量 (n? = 1). 
通过 适当 的 复 转 动 , 我 们 可 以 让 n 指向 一 条 坐标 轴 ; 显然 n 变 为 实 并 决定 了 
两 个 和 失 量 EE 和 五 的 方向 : F = (E+iH)n. 换言之 , 我 们 得 到 已 和 五 人 彼此 
平行 的 结果 . 


习 题 


有 一 个 参考 系 , 在 其 中 , 电场 与 磁场 是 相互 平行 的 , 试 求 这 个 参考 系 的 
速度 . 

解 : 满足 所 提 条 件 的 参考 系 K' 有 无 穷 多 . 假如 我 们 找到 一 个 这 样 的 参 
考 系 ,那么 ,相对 这 个 参考 系 的 运动 速度 沿 着 百 及 百 的 共同 方向 之 任何 其 
他 参考 系 ， 也 都 具有 同样 的 特性 . 因此 , 我们 只 需 找到 这 些 参考 系 中 的 一 个 
就 够 了 , 这 个 参考 系 有 与 两 个 场 都 重 直 的 速度 . 选择 速度 的 方向 为 工 轴 的 方 
向 , 利用 这 个 事实 , 即 在 K' 中 EB = Hi =0,EH' 一 ELH' =0, 我们 借助 
于 公式 (24.2) 及 (24.3) 得 到 参考 系 K' 相对 于 原来 参考 系 的 速度 W 的 方程 
如 下 : 


V 
ExH 
V* E22+H? 
1 十 一 


(在 二 次 方程 的 两 个 根 中 自然 应 该 选择 V <c 的 那 一 个 根 ). 
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826 第 一 对 麦克 斯 韦 方程 
从 场 巨 及 五 的 表达 式 
H=rtA, B= -= 一 grad y, 
很 容易 得 到 仅 含有 五 及 五 的 方程 . 为 了 做 到 这 一 点 , 我 们 来 求 rot 五 : 
rot 五 一 as 


cot 
但 是 任何 梯度 的 旋 度 都 为 零 , 所 以 ， 


rotE= 一 (26.1) 
取 方 程 rot4= 互 两 边 的 散 度 , 并 且 记 起 旋 度 的 散 度 等 于 零 , 我 们 便 得 到 
divH = 0. (26.2) 


方程 (26.1) 及 (26.2) 称 为 第 一 对 麦克 斯 韦 方 程 . 我 们 要 注意 , 这 两 个 
方程 还 不 能 完全 确定 场 的 特性 . 这 一 点 可 以 从 这 个 事实 清楚 地 看 出 来 , 即 它 
们 决定 了 磁场 对 时 间 的 变化 ( 即 导 数 9 百 /28t) , 但 是 并 没有 决定 导数 68/t. 

方程 (26.1) 及 (26.2) 可 以 写成 积分 形式 . 按照 高 斯 定理 ， 


favHav= ¢ Har. 


此 式 右 边 的 面积 分 是 沿 着 包围 着 左边 体积 分 所 涉及 之 体积 的 封闭 曲面 而 取 
的 . 基于 (26.2), 我 们 得 到 
¢ H.df =0. (26.3) 


@ 麦克 斯 韦 方程 组 (电动 力学 的 基本 方程 ) 是 麦克 斯 书 在 1860 年 首先 建立 的 . 
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一 个 矢量 在 一 个 曲面 上 的 积分 称 为 通过 该 曲面 的 矢量 的 通 量 . 因此 , 磁场 通 
过 每 个 封闭 曲面 的 通 量 为 零 . 
按照 斯 托 克 斯 定理 ， 


af = 由己 .dl 


此 式 右 边 的 线 积 分 是 沿 着 包围 左边 面积 分 所 涉及 之 曲面 的 闭合 回路 而 取 的 . 
沿 着 任 一 曲面 积分 (26.1) 式 的 两 边 , 我 们 便 求 得 


fe: dl = -2 元/ .df. (26.4) 


一 个 矢量 沿 着 一 条 闭合 回路 的 积分 , 称 为 该 矢量 沿 该 闭合 回路 的 环流 . 电场 
强度 的 环流 也 称 为 该 回路 内 的 电动 势 . 所 以 任何 回路 内 的 电动 势 , 等 于 穿 过 
由 该 回路 所 包围 的 曲面 的 磁场 强度 通 量 的 时 间 导 数 的 负 值 . 
麦克 斯 韦 方程 (26.1) 及 (26.2) 可 以 写成 四 维 形 式 . 用 电磁 场 张 量 的 定义 
0A: 04; 


Fir = Ori Ork’ 








eg 
ee 人 (26.5) 
Or! Or DZ 

左边 的 表达 式 是 一 个 三 阶 张 量 , 它 对 所 有 三 个 指标 都 是 反对 称 的 . 只 有 那些 
i 尖 大 关 ! 的 分 量 才 不 等 于 零 . 将 (23.5) 式 代 人 , 很 容易 验证 这 四 个 方程 正好 
就 是 方程 (26.1) 及 (26.2) . 

将 这 个 三 阶 反 对 称 四 维 矢 量 乘 以 etkim 并 就 三 对 指标 缩 并 , 我 们 可 以 构 
造 与 其 对 偶 的 四 维 矢 量 ( 见 86) . 因此 (26.5) 可 以 写成 形式 
OFim 
Ox 





eitim 


= 0， (26.6) 
这 明示 独立 的 方程 只 有 四 个 . 
8$827 电磁 场 的 作用 量 


由 电磁 场 和 场 内 的 粒子 所 组 成 的 整个 体系 的 作用 量 5S, 应 当 包 含有 三 个 
部 分 : 
= (27.1) 
其 中 Ss, 是 作用 量 中 仅仅 与 粒子 的 性 质 有 关 的 一 部 分 . 这 部 分 作用 量 不 是 别 
的 , 就 是 自由 粒子 的 作用 量 . 单个 自由 粒子 的 作用 量 由 (8.1) 式 给 出 . 如 果 有 
几 个 粒子 , 它们 的 总 作用 量 就 是 单个 粒子 的 作用 量 之 和 . 因此 ， 


= 一 》 mc | ds. (27.2) 
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Smf 是 作用 量 中 与 粒子 及 场 之 间 的 相互 作用 有 关 的 那 一 部 分 . 按照 816， 
对 于 粒子 系统 我 们 有 : 


Smf = 一 》 - Apdz™. (27.3) 


在 这 个 和 的 每 一 项 中 , A 是 相应 粒子 所 在 的 那个 时 空 点 处 场 的 势 . 和 数 Sn 十 
Smf 是 我 们 已 经 熟悉 的 电荷 在 场 内 的 作用 量 (16.1) . 

最 后 ,St 是 作用 量 中 仅仅 与 场 本 身 的 特性 有 关 的 那 一 部 分 , 就 是 说 ,Sr 
是 场 在 没有 电荷 时 的 作用 量 . 到 现在 为 止 , 因为 我 们 仅仅 注意 了 电荷 在 某 一 
给 定 电 磁场 内 的 运动 , 没有 注意 到 与 粒子 无 关 的 量 St, 因为 这 一 项 并 不 能 影 
啊 粒 子 的 运动 .但 是 , 假如 我 们 要 寻找 决定 场 本 身 的 方程 , 这 一 项 倒是 必需 的 
了 . 这 是 同 下 列 事实 相对 应 的 : 从 作用 量 的 Su + Smt 这 部 分 , 我 们 只 能 求 出 
场 的 两 个 方程 , 即 (26.1) 及 (26.2), 要 由 这 一 对 方程 完全 决定 场 是 不 够 的 . 

为 了 建立 场 的 作用 量 St 的 形式 , 我 们 从 电磁 场 如 下 非常 重要 的 性 质 出 
发 . 实验 表明 , 电磁 场 满足 所 谓 全 加 原理 . 这 个 原理 可 以 叙述 如 下 : 一 个 电荷 
系统 所 产生 的 场 , 是 每 一 个 电荷 单独 所 产生 的 场 简单 相 加 的 结果 . 这 就 是 说 ， 
在 每 一 点 的 总 场 强 等 于 在 该 点 的 各 个 场 强 的 (矢量 ) 和 . 

场 方程 的 每 一 个 解 给 出 一 个 在 自然 界 中 存在 的 场 . 按照 合 加 原理 , 任何 
这 样 一 些 场 的 和 也 必须 是 一 个 在 自然 界 中 存在 的 场 , 这 就 是 说 , 必然 满足 场 
方程 . 

大 家 知道 , 线性 微分 方程 恰恰 具有 这 个 特性 , 即 任意 一 些 解 的 和 也 是 一 
个 解 . 因此 , 场 方 程 必须 是 线性 微分 方程 . 

从 这 个 讨论 可 以 推断 , 在 作用 量 St 的 积分 号 内 , 必定 有 一 个 场 的 二 次 
式 . 仅仅 在 这 种 情形 下 , 场 方程 才 是 线性 的 ; 因为 场 方程 是 由 作用 量 的 变 分 
得 来 , 而 在 变 分 的 过 程 中 , 积分 号 内 的 式 子 的 寡 将 要 减 小 一 . 

势 不 能 包含 在 作用 量 St 内 ,因为 它们 还 没有 唯一 地 被 确定 (在 Sint 中 ， 
缺乏 这 样 的 唯一 性 并 不 重要 ) . 因此 , Sr 应 当 是 电磁 场 张 量 Ei 的 某 函 数 的 
积分 . 但 是 作用 量 必须 是 一 个 标量 , 因而 必须 是 某 一 个 标量 的 积分 . 这 样 的 量 
只 有 乘积 FF** .9 


@ st 中 积分 号 下 的 函数 必须 不 包含 Fis 的 导数 , 因为 除 坐标 以 外 , 拉 格 朗 日 量 只 能 包含 坐 
标 对 时 间 的 一 阶 导数 . 在 这 种 情形 下 , 场 的 势 A 起 着 “坐标 ”( 即 最 小 作用 原理 中 被 变 分 的 变 
量 ) 的 作用 . 这 与 力学 中 的 情形 类 似 , 即 力 学 系统 的 拉 格 朗 日 量 只 含 粒 子 的 坐标 和 它们 对 时 间 的 
- 阶 导 数 . 

至 于 量 eK*tm Fik Fim (825),( 正 如 825 第 一 个 脚注 指出 的 那样 ) 它 是 一 个 完全 的 四 维 散 度 
所 以 把 它 加 到 Se 中 积分 号 下 的 表达 式 里 不 会 影响 “运动 方程 ”， 有趣 的 是 , 这 个 量 已 经 从 作用 
量 中 被 排除 , 理由 与 它 是 厢 标 量 而 非 真 标量 这 一 情况 无 关 . 
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因此 , St 必须 有 下 面 的 形式 : 
St=a / / FF™*dVdt, dV = dzdydz>， 


其 中 积分 应 该 遍及 全 部 空间 和 已 知 的 两 个 时 刻 之 间 的 时 间 间 隔 ; a 是 某 一 常 
数 . 积分 号 内 的 量 是 .Fi* = 2(E2 -万 2) . 场 百 包 含 导数 94/6t; 然而 很 容 
易 看 出 , (64/6t)2 必须 带 着 正 号 出 现在 作用 量 内 (因而 EB? 必须 有 正 号 ) . 因 
为 假如 (84/6t)? 带 着 负 号 出 现在 Sr 内 , 那么 , 势 对 时 间 的 变化 要 是 足够 快 
的 话 〈 在 我 们 研究 的 时 间 间 隔 以 内 ), 我 们 总 能 够 使 5 变 为 绝对 值 任意 大 的 
负 量 . 因此 , Sr 不 能 有 最 小 作用 量 原理 所 要 求 的 最 小 值 . 因此 ,a 必须 是 负数 . 

a 的 数值 与 场 的 测量 单位 的 选择 有 关 . 我 们 注意 , 当 a 以 及 场 的 测量 单 
位 选 定 了 以 后 , 所 有 其 他 电磁 量 的 测量 单位 也 就 确定 了 . 

从 现在 起 , 我 们 将 采用 高 斯 单位 制 , 在 这 个 单位 制 中 , a 是 一 个 无 量 纲 
的 量 , 其 数值 是 -1/(16r) 也 . 

因此 , 场 的 作用 量 有 下 面 的 形式 : 


Sr = -二 / FF*dn, df = cdtdrdydz. (27.4) 
在 三 维 形式 中 ， 
Sr = 二 | (E? — H?*)dVdt. (27.5) 
换 句 话说 , 电磁 场 的 拉 格 朗 日 量 是 : 
Lr = 二 / (E? — H?)dV. (27.6) 


场 连同 其 中 的 电荷 的 作用 量 有 下 面 的 形式 : 


中 一 一 > / meds 一 有 ~ Axdzt 一 元 一 / FF™*dn. (27.7) 


我 们 要 注意 , 现在 并 不 像 在 推导 一 个 电荷 在 给 定 场 内 的 运动 方程 那样 假 
设 电 荷 很 小 . 因此 , Ai 及 玉 : 是 指 实际 的 场 , 即 外 场 加 上 电荷 本 身 所 产生 的 
场 ; 现在 Ak 及 i 与 电荷 的 位 置 和 速度 有 关 . 
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为 了 数学 上 的 便利 , 我 们 时 常 不 把 电荷 看 做 为 点 , 而 设想 它们 是 在 空间 
中 连续 分 布 的 . 这 时 我 们 可 以 引入 电荷 密度 p, 使 pdV 等 于 体积 dV 所 包含 


@ 除 高 斯 单位 制 外 , 还 有 赫 维 赛 德 单位 制 , 其 中 a = 一 1/4. 在 这 个 单位 制 中 , 场 方程 将 有 
比较 便利 的 形式 (4r 不 出 现 ), 但 是 另 一 方面 , 4r 却 出 现在 库仑 定律 内 . 反之 , 在 高 斯 单位 制 中 ， 
场 方程 包含 着 4r, 但 是 库仑 定律 却 有 简单 的 形式 . 
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的 电荷 . 密度 p 一 般 是 坐标 和 时 间 的 函数 . 在 某 一 个 体积 内 取 的 体积 分 f av 
等 于 该 体积 内 的 电荷 

这 里 ,我 们 必须 记得 , 电荷 实际 上 是 点 状 的 ,因而 除了 点 电荷 所 在 点 以 
外 密度 都 是 零 , 而 积分 / pdV 必须 等 于 在 给 定 体积 内 的 所 有 电荷 之 和 . 因 
而 p 可 以 利用 8 函数 写成 下 面 的 形式 ® : 


= 了 ea0(7 — Ta), (28.1) 


此 式 对 所 有 电荷 求 和 , 而 ro 是 电荷 eo 的 径 矢 . 

从 电荷 的 定义 可 以 知道 , 粒子 的 电荷 是 一 个 不 变量 , 即 是 说 , 电荷 与 参 
考 系 的 选择 无 关 . 男 一 方面 , 密度 p 一 般 来 说 并 不 是 不 变量 , 不 变 的 仅仅 是 乘 
积 pdV. 

用 dz'i 乘 等 式 de = pdV 的 两 边 得 

dedz: = pdVdz: = paVat ee. 
左边 是 一 个 四 维 矢 量 (因为 de 是 一 个 标量 , 而 dz: 是 一 个 四 维 矢 量 ) . 这 就 
意味 着 右边 也 是 一 个 四 维 矢 量 . 但 dVdt 应 当 是 一 个 标量 , 所 以 p(dzi/dt) 是 

@ 5 函数 5(z) 可 定义 如 下 : 当 z 关 0 时 , 5(z)=0; 当 z=0 时 ,5(0) = oo, 且 使 得 积分 

”seodz= 二 (1) 


从 这 个 定义 ,可 以 推断 出 下 面 的 特性 : 假如 f(z) 是 任意 的 一 个 连续 函数 , 那么 
x pM — ddp = f(a (2) 
其 中 一 个 特殊 情况 是 Et 
/ f(z)8(z)dz = f(0) (3) 


(自然 , 积分 限 不 一 定 是 土 co, 积分 的 区 间 可 以 是 任何 包含 8 函数 不 为 零 的 点 的 范围 ). 
我 们 再 写 出 两 个 8 郴 数 的 等 式 . 这 两 个 等 式 的 意思 是 , 它们 的 左右 两 边 在 积分 号 内 作 因子 
时 给 出 同样 的 结果 : 


(一 z) 一 Sr)， (az) = 站 8(z) (4) 
最 后 那个 等 式 是 如 下 更 普遍 关系 的 特例 : 
1 
5[p(z)] = 2 roa 0), (5) 


式 中 w(z) 是 单 值 函 数 (其 逆 并 不 单 值 ) 而 ai 是 方程 p(z) =0 的 根 . 

类 似 于 定义 一 个 变量 z 的 5(z), 我 们 可 以 引入 三 维 8 函数 8("), 这 个 函数 除了 在 三 维 空间 
坐标 的 原点 外 , 都 是 零 , 而 其 遍及 全 部 空间 的 积分 值 是 1. 显然 我 们 可 以 用 乘积 5(z)5(y)5(z) 来 
表示 这 样 的 一 个 函数 . 
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一 个 四 维 矢量 . 这 个 矢量 (我 们 用 产 来 表示 ) 称 为 四 维 电流 矢量 : 
天 -po 于 (28.2) 
这 个 矢量 的 空间 分 量 构 成 电流 密度 矢量 ， 
j=p, (28.3) 
其 中 几 是 处 于 给 定点 的 电荷 的 速度 .四 维 矢量 (28.2) 的 时 间 分 量 是 cp. 因此 ， 
六 = (cp,)). (28.4) 


全 部 空间 中 的 总 电荷 等 于 遍及 全 部 空间 的 积分 f oav. 我 们 可 以 将 这 个 


积分 写成 四 维 形式 : 
pdV = 2 了 10dv = = 7 jidS;, (28.5) 


其 中 积分 应 该 遍及 整个 与 x2? 轴 垂直 的 四 维 空间 的 超 平面 (这 个 积分 显然 就 
是 遍及 整个 三 维 空间 的 积分 ) . 一 般 说 来 , 遍及 一 个 任意 超 曲 面 取 的 积分 


于 本 
sfi dS5i 
是 世界 线 通 过 该 曲面 的 那些 电荷 之 和 . 
我 们 将 四 维 电 流 矢量 引入 作用 量 的 表达 式 (27.7) , 并 对 该 式 中 的 第 二 项 
进行 变换 . 引入 以 密度 p 连续 分 布 的 电荷 来 代替 点 电荷 e, 我 们 必须 将 该 项 
写成 


用 遍及 整个 体积 的 积分 来 代替 电荷 之 和 . 将 其 改写 成 形式 
1 f ‘dy 
-3 | pH Aavat 


我 们 看 出 这 一 项 等 于 y 
-到 /47ap 


因此 作用 量 5S 取 下 面 的 形式 : 


i 1 人 
s=-5 /ms -3 /4 df2 ez Fer’ df2. (28.6) 
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829 连续 性 方程 
在 某 一 个 体积 内 的 电荷 对 时 间 的 变化 取决 于 导数 


2 /rv 

另 一 方面 , 单位 时 间 内 电荷 的 变化 取决 于 单位 时 间 内 离开 这 个 体积 而 走 
到 外 面 去 的 电量 , 或 者 反 过 来 ,由 外 面 进入 这 个 体积 内 的 电量 . 在 单位 时 间 
内 经 过 包围 该 体积 的 曲面 的 面 元 df 的 电荷 等 于 pv .df, 此 处 vv 是 电荷 在 
面 元 df 所 在 的 空间 点 的 速度 . 矢量 df 如 通常 一 样 , 沿 着 曲面 的 外 法 线 方 
向 , 就 是 说 沿 着 由 所 考虑 的 体积 指向 外 面 的 法 线 的 方向 . 所 以 假如 电荷 离开 
体积 ,po .df 为 正 ; 假如 电荷 进入 体积 ,pu .df 就 为 负 . 因此 , 在 单位 时 间 内 
离开 给 定 体积 的 总 电荷 是 foo-af, 此 处 的 积分 必须 遍及 包围 这 个 体积 的 整 
个 封闭 曲面 , 

从 这 两 个 表达 式 相等 , 我们 得 到 


/rv=- far. (29.1) 


右边 出 现 了 负 号 , 因为 假如 在 一 个 给 定 体积 内 总 电荷 增加 的 话 , 左边 就 是 正 
的 . 方程 (29.1) 称 为 连续 性 方程 , 这 个 方程 是 用 积分 形式 来 表示 电荷 守恒 的 . 
注意 到 pv 是 电流 密度 , 我 们 可 以 将 (29.1) 改写 为 


9 
元 | av = fiar (29.2) 
我 们 再 来 将 这 个 方程 写成 微分 形式 . 为 此 , 在 (29.2) 式 的 右边 应 用 高 斯 


定理 : 
$i-af = | aviar 


/ (svi+ 2 ) dV =0. 


因为 这 个 方程 对 于 在 任意 体积 上 取 积 分 都 是 有 效 的 ,所 以 被 积 函 数 必须 
为 零 : 


我 们 得 到 


div7 十 op 0. (29.3) 


SY 
这 就 是 连续 性 方程 的 微分 形式 . 
很 容易 验证 , 以 5 函数 形式 表达 p 的 (28.1) 式 自 动 地 满足 方程 (29.3) . 
为 简便 起 见 , 假设 总 共 只 有 一 个 电荷 ， 则 


p= ed(r 一 70). 
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这 时 电流 了 是 

7 = evd(r — ro), 
此 处 v 是 电荷 的 速度 . 现在 我 们 来 确定 导数 8p/6t. 电荷 运动 时 , 它 的 坐标 要 
改变 , 即 矢量 ro 要 改变 . 所 以 


因此 
5 一 一 :gradp 一 一 qiv(pv)， 
(电荷 的 速度 wv 当然 与 ”无关 ) . 因此 , 我 们 得 到 了 方程 (29.3) . 
很 容易 验证 , 连续 性 方程 (29.3) 可 以 用 四 维 形式 表述 为 , 四 维 电流 矢量 
的 四 维 散 度 等 于 零 : 


a7 A 
sr =0. (29.4) 


在 上 一 节 中 我 们 已 经 看 出 , 全 部 空间 中 的 总 电荷 可 以 写成 


5 J 7as， 
各 


这 个 积分 应 该 遍及 超 平面 z0 = const. 每 一 时 刻 , 总 电荷 都 由 这 样 一 个 遍及 
与 z0 轴 垂 直 的 不 同 超 平面 的 积分 给 出 . 很 容易 验证 , 方程 (29.4) 实际 上 可 
导出 电荷 守恒 定律 ， 即 不 论 我 们 在 哪 一 个 超 平 面 zx? = const 上 取 积 分 ， 积 


分 | jias, 都 是 一 样 的 . 在 这 两 个 超 平面 上 的 积分 as 之 差 , 可 以 写成 


多 7as ， 此 处 的 积分 是 沿 整 个 封闭 的 超 曲 面 而 取 的 , 而 这 个 封闭 的 超 曲 面包 


围 着 我 们 所 考虑 的 两 个 超 平面 之 间 的 四 维 体积 (这 个 积分 与 所 求 之 差 的 区 别 
是 一 个 沿 无 穷 远 的 “ 侧 ” 超 曲面 的 积分 , 但 因 在 无 穷 远 处 没有 电荷 , 所 以 后 
面 那个 积分 为 零 ) . 利用 高 斯 定理 (6.15) , 我 们 可 以 将 这 个 积分 转换 为 一 个 遍 
及 两 个 超 平面 之 间 的 四 维 体积 的 积分 , 从 而 验证 


fi id5; = /2 0 p=-0 (29.5) 


上 面 的 证 明显 然 对 任意 两 个 积分 a 都 是 有 效 的 , 此 处 的 积分 是 遍 
及 任意 两 个 无 限 超 曲 面 (不 仅 是 超 平面 z0 = const ) , 每 个 超 曲 面 都 包括 整个 
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(三 维 ) 空间 . 由 此 得 到 下 面 的 结论 , 即 积分 2/ jiaS; 不 管 是 沿 着 哪个 这 样 


的 超 曲面 而 取 的 , 其 值 实际 上 是 相同 的 (等 于 空间 中 的 总 电荷 ) . 

我 们 已 经 提 到 过 ( 见 $18 的 脚注 ) , 电动 力学 方程 的 规范 不 变性 和 电荷 守 
恒定 律 之 间 存 在 着 密切 联系 . 现在 让 我 们 用 形 如 (28.6) 的 作用 量 表达 式 再 次 
证 明 这 一 点 .用 4; 一 9f/9z’ 替换 4i, 将 积分 

ji 

”Bri 
加 到 这 个 表达 式 的 第 二 项 . 它 正 好 就 是 以 连续 性 方程 (29.4) 表达 的 电荷 守恒 . 
它 使 我 们 能 把 被 积 函 数 写 成 四 维 散 度 8(f77)/8z', 然后 用 高 斯 定理 , 沿 四 维 体 
积 的 积分 就 换 为 沿 闭 合 超 曲面 的 积分 ; 对 作用 量变 分 时 , 这 些 积分 为 零 ， 因 
此 对 运动 方程 没有 影响 . 
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在 利用 最 小 作用 量 原理 来 推导 场 方程 时 , 我 们 应 当 认 为 电荷 的 运动 是 已 
知 的 , 而 只 变 分 势 (这 里 看 作 系 统 的 “坐标 ”) ; 男 一 方面 , 在 推导 运动 方程 
时 , 我 们 又 认为 场 是 已 知 的 , 而 只 变 分 粒子 的 轨道 . 

所 以 (28.6) 式 中 第 一 项 的 变 分 是 零 , 而 在 第 二 项 中 , 我 们 不 能 变 分 电流 
六 . 因此 ， 


df2 





085 = -:/ Bi 十 二 P| d=0 
c c 87 


( 式 中 我 们 已 经 用 了 FiK6F = Fn6FW* 这 个 结果 ) . 将 


OAk 0Ai 


ik = Bot Ort 





代入 , 我 们 就 得 到 


和 0 0 
$5 = -2 / {¥ 854 十 元 二 Fi -6Ak 一 Pr ja 
在 第 二 项 中 , 我 们 将 指标 ; 同 大 交换 , 其 中 i, 是 求 和 指标 , 此 外 用 一 Fix 代 
替 Fi， 于 是 我 们 得 到 





4r Oxr* 
将 第 二 项 作 分 部 积分 , 换 句 话说 , 就 是 应 用 高 斯 定理 : 


55= 下 生 + 去 2 ja dn- mf rs di (30.1) 


55= {2784 i ja 





C c 4T Dzk 
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在 第 二 项 中 ,我 们 应 当 取 它 在 积分 限 上 的 值 . 坐标 的 积分 限 是 在 无 穷 远 处 ,在 
无 穷 远 处 的 场 为 零 . 在 时 间 的 积分 限 上 , 就 是 在 给 定 的 初时 刻 与 末 时 刻 , 势 的 
变 分 为 零 , 因为 按照 最 小 作用 量 原理 的 意思 ， 势 在 这 两 个 时 刻 是 给 定 的 . 因 
此 , (30.1) 式 中 的 第 二 项 为 零 ,从 而 我 们 得 到 


i 1 
/ (#1; 二 让 o4;idf2 = 0. 


因为 按照 最 小 作用 量 原理 , 变 分 64; 是 任意 的 ,所 以 54; 的 系数 应 当 等 于 零 : 


DPK An ,， 


现在 我 们 把 这 四 个 方程 (i = 0,2,3,4) 写 为 三 维 形式 . 第 一 个 方程 (i = 


1 是 
i 四 oFll 机 OF? 家 OFS Ee _ An 
ce a Dr Ov es 
将 F* 的 分 量 值 代入 , 我 们 得 到 


工人 RE OOH: ‘8A, 47 . 


2 
这 个 方程 连同 i = 2,3 的 两 个 方程 可 以 写成 一 个 失 量 方程 : 


10E 4 
ieee ete : 
rot 十 = (30.3) 




















最 后 , 第 四 个 方程 (i = 0) 是 
div E = 4np. (30.4) 


方程 (30.3) 及 (30.4) 是 用 矢量 形式 写成 的 第 二 对 麦克 斯 韦 方程 . 和 第 
一 对 麦克 斯 韦 方程 一 起 , 它们 完全 确定 了 电磁 场 . 它们 是 电磁 场 理 论 , 或 如 
通常 所 说 , 是 电动 力学 的 基本 方程 . 

现在 我 们 来 将 这 些 方程 写成 积分 形式 . 在 某 一 个 体积 上 积分 (30.4) , 应 


用 高 斯 定理 
Jar = 由 已 df， 


f Eaf=4r f oav. (30.5) 


因此 ,电场 通过 一 个 封闭 曲面 的 通 量 等 于 4r 乘 曲面 所 包围 的 体积 内 的 总 
电荷 . 
@ 适用 于 真空 中 电磁 场 内 的 一 个 点 电荷 的 麦克 斯 韦 方程 组 的 形式 是 由 H.A. 洛 伦 兹 给 出 的 . 


我 们 得 到 
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在 一 个 非 封 闭 曲 面 上 积分 (30.3) 并 应 用 斯 托 克 斯 定理 


frorHaf= fH 


我 们 得 到 a 
fH-a=in /Eat /i (30.6) 
我 们 称 i 
pr (30.7) 
这 个 量 为 位 移 电 流 . 从 (30.6) 的 如 下 形式 : 
An 上， 1 及 
fH- d= (+ 去 党 ) 时 (30.8) 


我 们 知道 , 磁场 绕 着 任何 回路 的 环流 等 于 穿 过 此 回路 所 包围 之 曲面 的 真实 电 
流 与 位 移 电 流 之 和 乘 47/c. 
从 麦克 斯 韦 方 程 组 , 我 们 可 以 得 到 已 经 知道 的 连续 性 方程 (29.3) . 取 
(30.3) 式 两 边 的 散 度 , 我 们 得 到 
divrot H = SdivE 十 Tdivj. 

但 是 按照 (30.4) 式 , divrot 五 = 三 0, 而 div 吾 = 4np. 因此 我 们 又 重新 得 到 了 方 
程 (29.3) . 在 四 维 形式 中 ,从 (30.2) 式 我 们 可 得 到 

O22F™ 和 dx OF 

Oridr® cc Dr 
但 是 由 于 算 符 82/p0ziBxzk 对 于 指标 i 和 上 的 对 称 性 , 它 作 用 于 反对 称 张 量 FE 
时 将 得 到 恒 为 零 的 结果 , 于 是 我 们 得 到 四 维 形式 的 连续 性 方程 (29.4) . 
831 能 量 密度 和 能 流 


我 们 用 五 乘 (30.3) 式 的 两 边 , 用 五 乘 (26.1) 式 的 两 边 , 再 将 所 得 的 方 
程 相 加 , 可 得 


应 用 众所周知 的 失 量 分 析 公 式 
div (a xb 一 brota 一 Q':rotp， 
我 们 改写 这 个 方程 如 下 : 


要 要 “i 
py 7 十 五 ”) = 3 div (五 x H), 
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或 
2 2 
元 (= 二 一 ) =-j:E-divs. (31.1) 
和 失 量 
& 
S=ExH (31.2) 
称 为 坡 印 享 矢量 . 
将 (31.1) 在 一 个 体积 上 积分 , 并 对 右边 第 二 项 应 用 高 斯 定理 ， 则 我 们 
得 到 op 
年 . 
元 | 一 过 av =- ipav-¢s.ar. (31.3) 


假如 积分 遍及 整个 空间 , 那么 , 面积 分 就 等 于 零 (因为 在 无 穷 远 处 场 为 
零 ). 此 外 ,我 们 可 以 用 对 所 有 电荷 求 和 的 式 子 7 eu .已 来 表示 积分 / j-Bav， 
并 按 (17.7) 式 , 将 


d 
ev:E= A kin 


代 和 人 人, 那么 (31.3) 式 化 为 


d ha 
1{/ 了 dV + Gn) =0 (31.4) 


因此 , 对 于 一 个 包括 电磁 场 及 场 内 粒子 的 封闭 系统 , 上面 方 程 括号 内 的 
量 是 守恒 的 . 括号 内 的 第 二 项 是 全 部 粒子 的 动能 (还 包括 静 能 ; 见 8$17 的 脚 
注 ), 因而 第 一 项 就 是 场 本 身 的 能 量 . 因此 , 我 们 称 








(31.5) 


为 电磁 场 的 能 量 密度 ; 它 是 场 在 每 单位 体积 内 的 能 量 . 
假如 我 们 在 任何 一 个 有 限 体 积 上 积分 , 那么 ,(31.3) 式 中 的 面积 分 一 般 
不 等 于 零 , 因而 我 们 可 以 将 这 个 方程 写成 下 面 的 形式 : 


0 E?+H? 
h{ /+m)=- sa (31.6) 


其 中 括号 内 的 第 二 项 的 求 和 仅 涉及 所 考虑 的 体积 内 的 各 粒子 . 上 式 的 左边 是 
场 与 粒子 的 总 能 量 在 单位 时 间 内 的 变化 . 因此 ,积分 #5 .df 必须 认为 是 经 
过 包围 给 定 体积 的 曲面 的 场 的 能 流 ， 因 而 坡 印 亭 矢 量 8 就 是 这 个 能 流 密度 
在 单位 时 间 内 流 过 曲面 的 单位 面积 的 场 能 量 ®. 


@ 我 们 假定 , 在 那 一 时 刻 , 所 研究 体积 之 表面 本 身上 无 粒子 , 如 果 不 是 这 样 , 那么 ,在 右边 
应 当 包 括 穿 过 曲面 的 粒子 输 运 的 能 流 . 
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在 上 一 节 中 我 们 已 经 求 出 电磁 场 能 量 的 表达 式 . 现在 我 们 来 求 出 这 个 式 
子 及 场 的 动量 的 四 维 形式 . 为 简便 起 见 , 我 们 现在 只 考虑 无 电荷 的 电磁 场 . 为 
了 以 后 的 应 用 (对 于 引力 场 的 应 用 ), 也 为 了 简化 计算 , 我 们 在 一 般 形 式 下 进 
行 推导 , 而 不 将 体系 的 具体 类 型 特殊 化 . 

我 们 考虑 一 个 任意 体系 , 它 的 作用 量 积分 为 


s= [4 (BE )ava=t /nan (32.1) 


其 中 4 是 一 些 量 g (用 来 描写 这 个 体系 的 状态 ) 和 它们 对 坐标 及 时 间 的 一 阶 
导数 的 某 个 函数 (对 于 电磁 场 而 言 , 四 维 势 的 分 量 就 是 量 9) ; 为 简便 起 见 ， 


这 里 我 们 只 写 了 一 个 g. 我 们 应 注意 , 空间 积分 fsav 是 这 个 体系 的 拉 格 朗 


日 量 , 所 以 4 可 以 认为 是 拉 格 朗 日 量 的 “密度 ”. 体系 的 封闭 性 的 数学 表示 
是 4 与 x' 不 存在 任何 明显 关系 ， 这 同 封闭 力学 体系 的 拉 格 朗 日 量 不 显 含 时 
间 相 似 . 

按照 最 小 作用 量 原理 , 运动 方程 (假如 我 们 研究 某 种 场 , 它 就 是 场 方 程 ) 
可 以 通过 变 分 5S 来 得 到 . 我 们 有 (为 简便 起 见 , 我 们 用 符号 qi; = 60g/0zx") 


c d qi 


1 oA 0 94 0 94 
-| mt (Bi) -ge Bg 天 42-。 
被 积 函数 内 的 第 二 项 经 过 用 高 斯 定理 变换 后 ， 在 整个 空间 内 取 积 分 将 等 于 零 ， 
如 是 我 们 就 得 到 下 面 的 “运动 方程 ” 
ad 94 
aciooi Og 
( 当然 应 当 理解 为 遍历 重复 的 指标 i 求 和 ). 


其 余 的 推导 与 在 力学 中 推导 能 量 守 人 恒定 律 的 过 程 相似 . 亦 即 写 出 
04 A0g 04 Ogx 
Ori ba Ogqk Ori 


将 (32.2) 式 代 入 , 并 注意 gxi = qix， 我 们 便 得 到 


DN -= (ou24) 
Or Ort \Ogxk A Ogqk Ozrk axzk \"Ogk/ 


另 一 方面 , 我 们 可 以 写 


(32.2) 
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所 以 , 引入 符号 i 
TF = gs 2 中 4， (32.3) 
我 们 可 以 将 上 面 的 关系 式 写 成 
OTk 


我 们 应 注意 , 假如 不 是 一 个 而 有 几 个 量 go 中, 那么 , 代替 (32.3) 我 们 可 
以 写 
Tk = yp — 5A. (32.5) 
! 水 
但 是 在 829 中 我 们 已 经 看 出 , 方程 94*/8zx* = 0, 亦 即 一 个 矢量 的 四 维 
散 度 等 于 零 , 就 相当 于 说 这 个 矢量 在 超 曲 面 (这 个 超 曲 面包 括 整 个 三 维 空间 ) 
上 的 积分 Atdsi 守恒 . 显然 类 似 的 结果 对 于 张 量 的 散 度 也 是 成 立 的 . 方程 
(32.4) 就 相当 于 说 , 和 失 量 
P’ = const . / TikdSx 
是 守恒 的 . 
这 个 矢量 必定 与 体系 的 四 维 动量 矢量 相同 . 我 们 这 样 来 选择 积分 号 前 面 


的 常数 , 使 矢量 已 : 的 时 间 分 量 P? 按照 前 面 的 定义 等 于 这 个 体系 的 能 量 乘 以 
l/c. 为 此 , 我 们 要 注意 , 如 果 积 分 在 超 平 面 x? = const 上 进行 ,就 有 : 


P° = const . TokdS' = const . f Ta 


.O04 
(其 中 4 = 6g/8t) . 将 这 个 量 同 通常 联系 能 量 与 拉 格 朗 日 量 的 公式 作 比 较 ， 
可 知 它 应 当 被 认为 是 体系 的 能 量 密度 . 因此 / Toody 就 是 体系 的 总 能 量 . 所 


以 我 们 应 当 令 const = 1/e, 最 后 我 们 得 到 体系 的 四 维 动量 表达 式 
了 
Ri 一 < TikdS,. (32.6) 


张 量 Te 称 为 体系 的 能 量 动量 张 量 . 
必须 指出 , 张 量 T 的 定义 实质 上 不 是 唯一 的 . 事实 上 , 如 果 TT 由 方程 
(32.3) 定义 , 那么 任何 其 他 形 如 


pt , 
Tik 二 Bw wik! 2 —witk (32.7) 
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的 张 量 也 将 满足 方程 (32.4) , 因为 张 量 wii 对 于 指标 上 ,1 的 反对 称 性 , 我 们 
恒 有 52w%i#L/Bzkazl = 0. 体系 的 四 维 总 动量 在 这 种 情况 下 一 般 不 改变 ,因为 
按照 (6.17) 我 们 可 以 写 出 


Owikl 1 Owikt OK! 1 可 
Br dSk = i/ (as -48 ) 家 pv Hqfe, 


此 处 , 等 式 左边 的 积分 壳 及 一 超 曲 面 , 而 右边 积分 应 遍及 “包围 ”此 超 曲 面 
的 (普通 ) 曲面 . 这 个 曲面 在 三 维 空 间 中 显然 是 在 无 穷 远 处 ,而 因为 场 或 粒子 
在 无 穷 远 处 都 不 存在 , 所 以 这 个 积分 为 零 . 因此 体系 的 四 维 动量 是 唯一 决定 
了 的 量 . 

为 了 唯一 地 确定 张 量 T*, 我 们 可 以 利用 这 样 一 个 条 件 , 即 体系 的 四 维 
角 动 量 张 量 ( 见 814) 可 借助 于 下 式 用 四 维 动量 来 表示 : 


M™* = f (zidP* — rtdP!') = = / (ZT'T™ — pT )dS,, (32.8) 


就 是 说 , 体系 的 角 动 量 “ 密度” 可 按 普 通 公 式 以 动量 的 “密度 ”表示 之 . 
很 容易 确定 能 量 动量 张 量 应 当 满 足 些 什么 条 件 , 才能 做 到 这 一 点 . 如 我 
们 已 经 知道 的 , 角 动 量 守恒 定律 可 以 用 M* 的 积分 号 内 表达 式 的 散 度 等 于 零 
来 表示 . 因此 站 
pate — ztT) = 0. (32.9) 
注意 到 9zi/9zx! = 6, 而 9T%/Oz! =0, 我 们 可 由 此 得 到 
HTH 本 Es Thi Rl 全 多 0, 


或 
人 (32.10) 

即 能 量 动量 张 量 必须 是 对 称 的 . 

我 们 要 注意 , 一 般 地 说 , 用 公式 (32.5) 定义 的 Tik 并 不 是 对 称 的 , 但 是 
加 上 了 带 合适 ViL 的 变换 (32.7) 以 后 ， 就 可 使 它 变 为 一 个 对 称 张 量 . 以 后 
(894) 我 们 可 以 看 出 , 有 一 个 直接 的 方法 去 求 得 对 称 张 量 T*. 

上 面 已 经 说 过 , 假如 我 们 将 (32.6) 的 积分 在 超 平面 za = const 上 进行 ， 
那么 , 已 : 就 取 下 面 的 形式 : 


P* = - / TqdV, (32.11) 


此 处 的 积分 遍及 整个 (三 维 ) 空间 . 既然 P' 的 空间 分 量 构成 体系 的 三 维 动 脐 
矢量 而 且 时 间 分 量 是 它 的 能 量 乘 以 1/c, 那么 分 量 为 
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的 矢量 可 以 称 为 动量 密度 ,而 量 
W=7T™ 


则 称 为 能 量 密度 . 
为 了 明白 Ts 其 余 分 量 的 意义 , 我 们 将 守恒 方程 (32.4) 分 成 空间 和 时 间 
部 分 : 
oT OToo 1 oT oT 


=0 过 和 (32.12) 


< a 
我 们 将 这 两 个 方程 在 空间 的 一 个 体积 内 Y 积分 . 从 第 一 个 方程 得 到 
1 0 06 
/7 ay+ ty- 0， 
用 高 斯 定理 变换 第 二 个 积分 , 则 得 


间 1/ Toody = _c ¢ Tadf,, (32.13) 


此 式 右边 的 积分 应 该 在 包围 体积 V 的 曲面 上 取 (dfi,d 扣 ,df: 是 面 元 df 的 三 
维 矢量 的 分 量 ). 左边 的 式 子 是 体积 V 中 所 含 的 能 量 随 时 间 的 改变 率 ; 因此 ， 
右边 的 式 子 显然 是 穿 过 体积 Y 的 边界 面 的 能 量 , 而 带 分 量 


c70 1 cecTo? eT 


的 矢量 S 则 是 能 流 密 度 一 一 单位 时 间 内 穿 过 单位 面积 的 能 量 . 因此 , 我 们 得 
到 如 下 重要 结论 , 即 由 量 T* 的 张 量 特性 表示 的 相对 论 不 变性 要 求 , 自动 导 
致 了 能 流 和 动量 密度 之 间 的 确定 关系 : 能 流 密 度 等 于 动量 密度 乘 以 c. 

从 (32.12) 的 第 二 个 方程 , 我 们 可 同样 地 求 得 


i ob 


式 子 的 左边 是 体系 在 单位 时 间 中 体积 V 内 的 动量 变化 , 所 以 f Toafe 就 是 


在 单位 时 间 内 从 体积 V 穿 出 来 的 动量 , 而 能 量 动量 张 量 的 T% 分 量 构成 三 维 
动量 流 密度 张 量 ; 我 们 记 之 为 -oap, 这 里 cos 称 为 应 力 张 量 . 能 流 密度 是 一 
个 矢量 ; 因为 动量 流 本 身 是 一 个 矢量 , 所 以 动量 流 密 度 必 须 是 一 个 张 量 (这 
个 张 量 的 分 量 Te4 是 在 单位 时 间 内 穿 过 垂直 于 zs 轴 的 单位 面积 的 动量 的 a 
分 量 ) 

我 们 用 下 式 来 指明 能 量 动量 张 量 每 个 分 量 的 意义 : 

WwW Se Se fe 

Tik 一 Sz/C —0Oxz —Oxy 一 Ozz 

ouy/c 一 0yz 一 0yy 一 0yz 


Sz/c “Oss 一 Ci Os 














Or 


(32.15) 
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现在 我 们 将 前 节 所 得 的 一 般 关 系 应 用 到 电磁 场 中 . 对 于 电磁 场 ,(32.1) 式 
中 积分 号 内 的 量 4, 按照 (27.4) 式 , 应 该 等 于 


1 
大 
Te 


量 g 是 场 的 四 维 势 的 分 量 人. 于 是 张 量 Th 的 定义 (32.5) 变 为 
i aA: 064 


it Bri /0A 
人 


为 了 计算 此 处 出 现 的 4 的 导数 , 我 们 来 求 变 分 54. 我 们 有 


-6A. 








__1pksp -_ 工 rtfsa4 524 
一 = ee 人 0 gz 
交换 指标 并 利用 到: = 一 Fi ， 则 得 
3 
We 
由 此 可 见 ， 
ZN 
Or 
i 1 04 1 
A Im 
3 pr + Tere FinE 
或 者 对 逆 变 分 量 有 
并 各 
~ (+ 
但 这 个 张 量 是 不 对 称 的 . 为 使 它 对 称 化 , 我 们 加 上 一 项 
1 04 p 
4T Oz : 


因此 , 增加 这 一 项 相当 于 对 T* 作 了 形 如 (32.7) 的 改变 , 因而 是 允许 的 . 既 
然 64!/8z; - 94i/Brzrl = Fu, 那么 我 们 最 后 可 求 得 电磁 场 能 量 动量 张 量 的 表 


达 式 : 
Tik = 二 (mm 小 je Fim Pr™ | (33.1) 
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这 个 张 量 显然 是 对 称 的 . 此 外 , 它 还 有 一 个 特性 : 
T* =0. (33.2) 


即 对 角 线 上 的 项 之 和 为 零 . 

现在 我 们 用 电场 和 磁场 强度 来 表示 张 量 T* 的 分 量 . 利用 Fi 分 量 的 表 
达 式 (23.5), 很 容易 容易 验证 To 同 能 量 密度 (31.5) 一 致 , 而 分 量 eT 与 坡 
印 亭 矢量 (31.2) 的 分 量 相 同 . 空间 分 量 Te2 构成 一 个 三 维 张 量 , 其 分 量 为 


1 2 2 2 2 2 说 
-0 = 二 (+--+H -HE), 
1 


等 等 , 或 者 , , 
OaB = Pr {Ea = HaHs -> 3608(E™ 3 a)} . (33.3) 


这 个 张 量 称 为 电磁 场 应 力 张 量 . 

为 了 将 张 量 T* 化 为 对 角形 式 , 我 们 必须 变换 到 这 样 的 参考 系 , 使 得 其 
中 矢量 百 和 五 (在 给 定 的 空间 点 和 给 定时 刻 ) 彼此 平行 , 或 者 使 得 它们 之 一 
为 零 . 如 我 们 所 知 (825), 除了 吾 和 五 彼此 垂直 并 且 数 值 相等 , 这 样 的 变换 
总 是 可 能 的 . 容易 看 出 ,变换 之 后 T™ 的 非 零 分 量 只 有 


TO TR TS WW 


(z 轴 已 经 取 为 沿 着 场 的 方向 ) . 
假如 吾 同 五 相互 垂直 , 且 其 绝对 值 相等 , 那么,T” 就 不 能 化 为 对 角形 
式 . 在 这 种 情形 , 不 为 零 的 分 量 是 


TO 一 了 33 一 了 30 WwW 


( 取 沿 着 五 的 方向 为 z 轴 , 沿 着 五 的 方向 为 y 轴 ). 

到 现在 为 止 , 我 们 只 考虑 了 没有 电荷 存在 的 场 . 在 有 带电 粒子 存在 时 ， 
整个 系统 的 能 量 动量 张 量 就 是 电磁 场 能 量 动量 张 量 与 粒子 的 能 量 动量 张 量 之 
和 , 在 后 一 种 情形 下 , 我 们 假设 了 粒子 之 间 不 存在 相互 作用 . 

为 了 决定 粒子 能 量 动量 张 量 的 形式 , 我 们 必须 像 用 电荷 密度 描述 点 电 葵 
的 分 布 那样 , 用 “质量 密度 ”描述 它们 在 空间 中 的 质量 分 布 . 与 电荷 密度 的 公 
式 (28.1) 类 似 , 我 们 可 以 将 质量 密度 写 为 形式 


上 = 》 mad(r — ra), (33.4) 


人 @@ 对 称 四 维 张 量 TeK 可 能 不 能 化 为 主轴 这 一 事实 , 同 四 维 空 间 的 非 欧 几 里 得 性 质 有 关 【( 参 
见 894 习题 )， 
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式 中 ra 是 粒子 的 径 矢 , 求 和 遍历 系统 中 的 所 有 粒子 . 
粒子 的 动量 密度 由 jcu? 给 定 . 我 们 知道 , 这 个 密度 是 能 量 动量 张 量 的 分 
量 Toa/c， 即 
Te = pe2un (a= 1,2,3). 


但 是 质量 密度 是 四 维 矢量 jv/c(dz* /dt) 的 时 间 分 量 (类 似 于 电荷 密度 ; 见 828) . 
因此 非 相 互 作用 粒子 系统 的 能 量 动量 张 量 是 
i 天 
Tik 一 pe = peuiut (33.5) 

如 所 预期 , 这 个 张 量 是 对 称 的 . 

通过 直接 计算 可 以 验证 , 系统 的 能 量 和 动量 (定义 为 场 和 粒子 的 能 量 与 
动量 之 和 ) 实际 上 是 守恒 的 . 换言之 , 我 们 要 来 验证 表达 了 这 些 守 恒定 律 的 
方程 : 








str + Tm;) =0. (33.6) 
微分 (33.1) , 我 们 写 出 
oT 也 1 pim OFim _ pu OF Lk OF*! 
Ork 4x \2 ori DZ are 


代 人 麦克斯韦 方程 (26.5) 和 (30.2), 即 
OFim Pe OFni OF OF™*! 4 -1 














az br Om’ ae i 
我 们 有 : 
Sr Oe a i 
Do =- 志 人 (- 正 Or! > Bn Ort ec wi) 


交换 指标 很 容易 证 明 , 右边 前 三 项 相互 消 掉 了 ， 因 而 我 们 得 到 了 所 要 求 的 
结果 : 





Fuj. (33.7) 
对 粒子 能 量 动量 张 量 的 表达 式 (33.5) 进行 微分 给 出 : 
BT(p); dz* dz* Ou; 
Or "ork (号 ) Hdt Or 

由 于 非 相 互 作用 粒子 的 质量 守恒 ,这 个 表达 式 的 第 一 项 为 零 . 事实 上 , 与 四 


维 电流 矢量 (28.2) 类 似 , y(dz*/dt) 构成 四 维 “ 质 量 流 ” 矢量 . 这 个 四 维 矢量 
的 散 度 等 于 零 : 


9 / dzt 
(x 等 ) -0, (33.8) 
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表达 了 质量 守恒 , 就 正如 方程 (29.4) 表达 了 电荷 守恒 一 样 . 因此 我 们 有 : 


Boe He dt Dzk 





= Jc——. 
dt 
下 面 我 们 用 〈 表 为 四 维 形式 的 ) 电荷 在 场 中 的 运动 方程 (23.4): 
Gus ‘© 大 
ds 
从 密度 jv 和 p 的 定义 , 变 到 电荷 和 质量 的 连续 分 布 时 , 我 们 有 : p/m = p/e. 
因此 我 们 可 以 将 运动 方程 写成 形式 





mc 





ds 

可 d 1 
Ui 3 3 
er = = Firpu" RE Fupj®. 
于 是 ， i 
OT(P). 1 
B= = Pir”. (33.9) 

将 上 式 与 (33.7) 式 联 立 , 我 们 实际 上 就 得 到 方程 (33.6) . 

习 题 


求 能 量 密度 、 能 流 密度 、 应 力 张 量 分 量 在 洛 伦 放 变换 下 的 变换 规律 . 
解 : 设 K' 坐标 系 相 对 于 天 系 沿 z 轴 以 速度 V 运动 .将 86 习题 1 的 公式 
用 于 对 称 张 量 T 从 , 我 们 得 到 : 








1 V V2? 
一 V3 (mw 十 Se cp a oo ? 
Ls 
c 
1 V2 
= v3 IQ 4 三 ) SS +VW'’— Vos , 
1- 
c 
= ea — Vo’,) 
Vi" TY/? 
i 
2 
2 
Ci 二 (oh 255, Ww’) ; 
"er 
总 Wd Css = Uys Dos 一 Dos 
1 
庆 (o% 3, ) 
和 
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及 对 于 S。 和 ozs 的 类 似 的 公式 . 
834 位 力 定 理 


因为 电磁 场 能 量 动量 张 量 对 角 线 上 诸 项 之 和 等 于 零 , 所 以 对 于 任何 相互 
作用 系统 , 和 值 就 化 为 仅仅 是 粒子 能 量 动量 张 量 的 迹 , 因此 用 (33.5) 我 们 


得 到 : 
i ds ds v2 
= Ms ee 
T=T™ = = Leg = V1 a 


对 所 有 粒子 求 和 , 即将 4 换 为 和 式 (33.4), 我 们 最 后 得 到 : 
= 》_ me/1— 8(r i (34.1) 


我 们 注意 到 , 按照 这 个 公式 ,对 于 所 有 系统 都 有 : 
有 入 (34.2) 


式 中 等 号 只 对 没有 电荷 的 电磁 场 成 立 . 

现在 来 考虑 一 个 由 进行 有 限 运动 的 带电 粒子 组 成 的 封闭 系统 , 表征 该 系 
统 的 所 有 量 (坐标 、 动量 ) 在 有 限 范围 内 变化 .® 

我 们 来 寻求 系统 的 总 能 量 与 描述 它 的 某 个 时 间 平 均值 的 关系 . 


将 方程 
1 OToB 
ri 
( 见 32.12) 对 时 间 做 平均 . 像 任 何 有 界 量 导数 的 平均 一 样 ， 导 数 97T%0/6t 的 


平均 为 零 @. 因此 , 我 们 得 到 
和 
aT =0. 


我 们 用 ze 乘 这 个 方程 , 并 将 它 对 整个 空间 积分 . 用 高 斯 定理 来 变换 这 个 积 
分 , 并 记 着 在 无 穷 远 处 7& = 0, 所 以 面积 分 为 零 : 


a Or Cr 万 
/* 玉 Ea BA TadV =— 537eav =0, 


@ 这 里 我 们 也 假定 系统 的 电磁 场 在 无 限 远 处 足够 快 地 趋 于 零 . 在 特殊 情形 下 这 一 条 件 可 能 
会 要 求 忽 略 该 系统 的 电磁 波 辐射 . 
@ 设 f(t) 是 这 样 一 个 了 清 数 , 那么 , 导数 df/dt 经 过 一 个 时 间 间 隔 T 的 平均 值 是 


df ，- f(D) = f(0) 
ts 





vk 
自然 f(t) 仅 在 有 限 范围 内 变化 , 那么 ， . T 趋向 无 穷 大 时 , df/dt 的 平均 值 显然 趋 近 于 和 零 . 
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或 者 有 : 
1 元 dy = 0. (34.3) 


根据 这 个 等 式 , 对 于 元 = T? + 的 积分 , 我 们 可 以 写 出 


式 中 ,& 是 系统 的 总 能 量 . 
用 表达 式 (34.1) 代入 则 得 : 


6€= ee Vi (34.4) 


这 个 关系 就 是 经 典 力学 的 位 力 定理 在 相对 论 中 的 推广 ( 见 本 教程 第 一 卷 
810) . 对 于 低速 情形 , 它 化 为 


££- Smee = d 


就 是 说 , 总 能 量 ( 减 去 静 能 ) 等 于 动能 平均 值 的 负数 一 一 这 与 经 典 力学 中 带 
电 粒 子 体 系 (按照 库仑 定律 相互 作用 着 ) 的 位 力 定理 相同 ， 

必须 指出 ,我 们 得 到 的 公式 都 比较 形式 化 , 因而 有 必要 使 之 更 为 精确 . 问 
题 在 于 , 电磁 场 能 量 中 包含 了 使 点 电荷 的 电磁 目 能 为 无 穷 大 的 项 ( 见 837) . 
考虑 到 内 豪 电磁 能 已 经 包含 在 粒子 的 动能 (9.4) 中 , 为 使 相应 的 表达 式 有 意 
义 , 我 们 必须 去 掉 这 些 项 . 这 意味 着 我 们 应 当 在 (34.4) 中 通过 代 换 


2 2 
4 一 4- | 一 站 ed 


使 能 量 “ 重 正 化 ”, 式 中 五 和 五。 是 第 a 个 粒子 产生 的 场 . 与 (34.3) 类 似 ， 
我 们 应 当 作 代 换 乌 





@ 请 注意 , 不 做 这 种 改变 的 话 , 表达 式 


- /reavr= /2 


实质 上 就 是 正 值 且 不 能 变 为 零 . 





mav2 
_dy 
+ V1i— vi/c? 
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除了 点 粒子 系统 的 能 量 动量 张 量 (33.5) 外 , 我 们 也 需要 该 张 量 对 于 那些 
可 看 做 是 连续 的 宏观 物体 的 表达 式 . 

穿 过 一 个 物体 表面 面 元 df 的 动量 流 就 是 作用 在 这 个 面 元 上 的 力 . 所 以 
一 ga3dfa 是 作用 在 这 个 面 元 上 的 力 的 a 分 量 . 现在 我 们 引入 一 个 参考 系 , 物 
体 的 一 个 指定 的 体积 元 在 其 中 是 静止 的 . 在 这 样 一 个 参考 系 中 , 帕斯卡 定律 
是 有 效 的 , 即 是 说 ,作用 于 物体 的 某 一 部 分 上 的 压强 p 在 一 切 方向 都 是 相 
等 的 ,而且 在 无 论 任何 地 方 都 垂直 于 它 所 作用 的 面 中 . 因此, 我 们 可 以 写 出 
va3dfa = 一 pdfa， 从 而 应 力 张 量 是 gag = 一 pba8. 至 于 代表 动量 密度 的 分 量 
T%, 对 于 我 们 所 用 参考 系 中 给 定 的 体积 元 , 它们 等 于 零 . 分 量 T% 照例 是 物 
体 的 能 量 密度 , 我 们 用 e 来 代表 它 ; s/ce? 是 物体 的 质量 密度 , 即 每 单位 体积 
内 的 质量 . 我 们 着 重 指出 , 这 里 所 讨论 的 是 单位 “固有 ”体积 , 也 就 是 在 物体 
的 给 定 部 分 处 于 静止 的 那个 参考 系 中 的 体积 . 

因此 , 在 我 们 所 考虑 的 参考 系 中 , 能 量 动量 张 量 (对 物体 的 指定 部 分 ) 
有 如 下 形式 : 


(35.1) 


一 
一 一 一 
一 
3 A 


现在 很 容易 求 出 宏观 物体 在 任意 参考 系 中 能 量 动量 张 量 的 表达 式 . 为 此 ， 
我 们 对 于 物体 一 个 体积 元 的 宏观 运动 引入 四 维 速度 wi. 在 该 体积 元 是 静止 的 
参考 系 中 , 四 维 速度 的 分 量 wi = (1,0).T* 的 式 子 必须 如 此 选择 , 使 它 在 这 个 
参考 系 中 取 (35.1) 的 形式 . 很 容易 验证 , 它 等 于 


TR (p+e)ju'iu® — pg'™, (35.2) 
或 者 , 对 于 混合 分 量 
Tk = (p+ e)uit — pot. 


这 个 式 子 就 给 出 了 宏观 物体 的 能 量 动 量 张 量 . 能 量 密度 W, 能 流失 量 5 


@ 严格 地 说 , 帕斯卡 定律 仅仅 对 于 液体 及 气体 有 效 . 但 是 对 于 固体 , 在 不 同方 向 的 应 为 的 
最 大 可 能 差 , 较 之 在 相对 论 中 可 以 起 作用 的 应 力 , 是 微不足道 的 , 因此 , 我 们 也 就 不 考虑 它 了 . 
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和 应 力 张 量 CeaB 是 : 





全 人 (35.3) 
.Hd (p+ Ee)vVava 


Oa8 = pbap. 
人 @ 一 5) 
如 果 宏 观 运动 的 速度 w 比 光 速 小 很 多 , 那么 , 我们 就 近似 地 有 : 
S = (p+ e)v. 


既然 5/c? 是 动量 密度 , 那么 我 们 可 以 看 出 , 在 这 种 情况 下 , (p 十 e)/e2 就 起 着 
物体 的 质量 密度 的 作用 . 
假如 构成 宏观 物体 的 所 有 粒子 的 速度 都 比 光速 小 很 多 (宏观 运动 速度 可 
以 任意 ),T* 的 式 子 就 可 简化 . 在 这 种 情况 下 , 在 能 量 密度 = 中 ,我 们 可 以 略 
去 所 有 比 静 能 小 的 各 项 , 亦 即 我 们 可 以 用 joc? 来 代替 =, 此 处 jo 是 在 物体 的 
单位 (固有 ) 体积 中 所 有 粒子 的 质量 之 和 (我 们 着 重 指 出 , 在 一 般 情况 下 , jo 
应 当 与 物体 的 实际 质量 密度 s/cz 有 差别 , 后 者 还 包含 着 与 物体 内 粒子 微观 运 
动 的 能 量 相应 的 质量 ， 及 与 粒子 彼此 相互 作用 的 能 量 相 应 的 质量 ) . 分 子 的 
微观 运动 能 量 所 决定 的 压强 , 在 这 种 情形 下 显然 也 比 静 止 能 量 密度 jwoc? 小 很 
多 . 因此 我 们 求 得 
T™ = joeswiut. (35.4) 


由 (35.2) 式 , 我 们 得 到 
T=é— 3p. (35.5) 


任何 体系 能 量 动量 张 量 的 一 般 特性 (34.2) 表明 , 一 个 宏观 物体 的 压强 与 
密度 总 是 满足 下 面 的 不 等 式 : 


p< 5 (35.6) 


现在 让 我 们 将 关系 式 (35.5) 同 对 任何 参考 系 都 有 效 的 通 式 (34.1) 相 比 
较 . 既然 我 们 现在 是 考虑 宏观 物体 , 那么 就 应 当 将 (34.1) 式 对 在 单位 体积 内 
r 的 所 有 值 求 平均 . 因此 , 我 们 得 到 


a—3p= Sm 1 一 写 (35.7) 


( 求 和 遍历 单位 体积 内 的 所 有 粒子 ) . 
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这 个 方程 的 右边 在 极端 相对 论 情形 下 趋 于 零 , 所 以 在 这 个 极限 下 物 态 方 
程 是 @: 

p= 了 (35.8) 

现在 来 把 得 到 的 公式 应 用 到 理想 气体 中 去 , 我 们 假设 这 种 气体 由 完全 一 

样 的 粒子 组 成 . 既然 理想 气体 的 粒子 彼此 没有 相互 作用 , 那么 我 们 便 可 以 应 


用 公式 (33.5), 而 只 需 先 对 此 公式 取 平 均 就 行 了 . 因此 对 于 理想 气体 ， 


式 中 ,nn 是 单位 体积 内 的 粒子 数 , 上面 的 一 横 是 对 所 有 粒子 求 平 均值 的 意思 . 
假如 在 气体 中 没有 宏观 运动 , 那么 , 在 左边 我 们 可 以 用 T* 的 表达 式 (35.1) . 
比较 这 两 个 公式 ,我们 得 到 方程 : 


E 三 TITm0 | 一 一 |， p= (35.9) 


EW MN 工 
ja 二 
C 


这 两 个 方程 是 用 粒子 的 速度 来 表示 相对 论 中 理想 气体 的 密度 与 压强 ; 第 二 个 
方程 代替 了 非 相 对 论 性 气体 动 理 论 中 的 著名 公式 p = mmu213. 


@ 在 这 里 , 这 个 极限 物 态 方 程 是 假设 粒子 之 间 有 电磁 相互 作用 而 得 到 的 . 我 们 将 假设 (在 
第 十 四 章 中 需要 如 此 ), 它 对 于 粒子 之 间 任 何其 他 可 能 的 相互 作用 仍然 有 效 , 尽管 这 一 假设 的 证 
明 目 前 还 不 存在 . 


第 五 章 
恒定 电磁 场 


836 库仑 定律 


对 于 恒定 电场 ， 或 者 如 通常 所 说 静电 场 ， 麦 克 斯 韦 方 程 组 有 下 面 的 
形式 : 


div E = 4np, (36.1) 
rotE=0. (36.2) 


电场 五 可 以 只 利用 一 个 标 势 来 表示 如 下 : 

百 = 一 grad p. (36.3) 
将 (36.3) 代入 (36.1), 我 们 得 到 一 个 恒定 电场 的 势 所 应 满足 的 方程 

Ap = 一 4rp. (36.4) 


这 个 方程 称 为 泊 松 方程 . 就 特例 言 之 , 在 真空 中 , 即 当 p=0 时 , 势 满足 拉 普 
拉 斯 方程 
Ap = 0. (36.5) 


从 上 面 的 方程 可 以 得 出 一 些 结 论 , 例如 断定 电场 的 势 没 有 一 处 为 最 大 或 
为 最 小 . 事实 上 , 为 要 使 w 有 极 值 , 那么 , 2 对 于 坐标 的 一 阶 导数 必须 为 零 ， 
而 二 阶 导数 62p/6z2,92p/6y2,92p/1/69z2 又 都 有 同样 的 符号 . 后 一 要 求 是 不 可 
能 的 , 因为 满足 了 这 样 的 要 求 , 就 不 能 满足 (36.5) 了 . 

我 们 现在 来 求 一 个 点 电荷 所 产生 的 场 . 从 对 称 性 的 考虑 可 以 知道 , 场 的 
方向 是 从 电荷 e 的 所 在 点 沿 着 径 矢 指向 空间 各 点 . 从 同样 的 考虑 还 可 以 知道 ， 
场 的 大 小 EE 仅 与 离开 电荷 的 距离 尺 有 关 . 为 了 求 出 绝对 值 , 我 们 应 用 方程 


. 100 ， 第 五 章 恒定 电磁 场 


(36.1) 的 积分 形式 (30.5) . 穿 过 一 个 半径 为 R, 包围 着 电荷 e (以 e 所 在 点 
为 中 心 ) 的 球面 的 电场 通 量 等 于 4xR?EE; 这 个 通 量 必须 等 于 4re. 由 此 , 我 们 
得 到 

b= 一 . 


R? 
用 矢量 符号 表示 , 场 五 可 以 写成 
而 三 二 (36.6) 


因此 , 一 个 点 电荷 所 产生 的 场 与 从 电荷 算 起 的 距离 的 平方 成 反比 . 就 是 库仑 
定律 . 这 个 场 的 势 显 然 是 
€ 
如 果 我 们 有 一 个 电荷 体系 , 那么 , 按照 登 加 原理 , 这 个 体系 所 产生 的 电 


场 等 于 各 个 电荷 单独 所 产生 的 电场 之 和 . 这 个 场 的 势 是 


式 中 R。 是 从 电荷 es 的 所 在 点 到 我 们 求 它 的 势 的 那 一 点 的 距离 . 如 果 我 们 引 
用 电荷 密度 p, 这 个 公式 就 变 为 
大 二 Fdy, (36.8) 


其 中 RR 是 从 体积 元 dV 到 给 定点 的 距离 . 
将 点 电荷 的 p 及 y 的 值 , 即 p=e5(R) 及 y=e/R, 代入 (36.4) 式 , 我 


们 得 到 
A= 和 (36.9) 


837 电荷 的 静电 能 


我 们 来 求 一 个 电荷 体系 的 能 量 . 我 们 将 从 场 的 能 量 的 概念 出 发 即 从 能 
量 密度 的 公式 (31.5) 出 发 来 讨论 . 一 个 电荷 体系 的 能 量 应 当 等 于 


一- 了 1 mav 
8 区 


其 中 吾 是 诸 电荷 所 产生 的 场 , 而 积分 则 应 该 遍及 全 部 空间 . 将 五 = -grad yp 
代入 , 则 可 按 下 面 的 方式 来 变换 U: 


1 1 1 2 
已 一 - 志 / Psradeay = -二 /enav+ /viv Bav 


837 电荷 的 静电 能 “101 


按照 高 斯 定理 , 第 一 个 积分 等 于 Ey 在 包围 积分 体积 的 曲面 上 的 积分 , 但 是 
因为 场 在 无 穷 远 处 为 零 , 而 积分 又 要 遍及 全 部 空间 ,所 以 第 一 个 积分 为 零 . 将 
div 五 = 4rp 代入 第 二 个 积分 , 则 得 到 电荷 体系 的 能 量 表达 式 


i == 3 /ooav (37.1) 
对 于 一 个 点 电荷 体系 es, 我 们 可 以 用 对 电荷 求 和 的 符号 来 代替 积分 号 : 
下 王 5 Deape, (37.2) 


其 中 , pa 是 所 有 电荷 在 ea 所 在 点 所 产生 的 场 的 势 . 

按照 库仑 定律 , 如 果 我 们 对 一 个 带电 的 基本 粒子 (例如 电子 ) 和 粒子 本 
身 所 产生 的 场 应 用 所 得 的 公式 ,那么 , 我 们 就 得 到 一 个 结论 , 即 电 荷 应 当 具 
有 等 于 ep/2 的 “自己 的 ”势能 , 这 里 yp 是 电荷 在 其 所 在 点 产生 的 场 的 势 . 但 
是 我 们 知道 , 在 相对 论 中 , 每 一 个 基本 粒子 应 当当 做 一 个 点 . 因此 , 基本 粒子 
的 场 的 势 p = e/RR 在 R=0 的 这 一 点 变 为 无 穷 大 . 这 样 一 来 , 按照 电动 力学 ， 
电子 就 应 当 具 有 无 限 大 的 “ 自 " 能 , 因而 也 就 有 无 限 大 的 质量 . 这 个 结论 的 物 
理 荒 廖 性 表明 , 电动 力学 本 身 的 基本 原理 就 导致 一 个 结果 , 即 电 动力 学 的 应 
用 应 当 限 制 在 一 定 范围 内 . 

我 们 要 注意 ,从 电动 力学 , 我 们 得 到 了 无 限 大 的 “ 自 ” 能 与 质量 , 因此 
在 电动 力学 中 就 不 能 提出 到 底 电 子 的 总 质量 是 不 是 电磁 质量 (就 是 与 粒子 的 
电磁 自 能 有 关 的 质量 ) 这 个 问题 . ® 

既然 基本 粒子 的 没有 物理 意义 的 无 限 大 “ 自 ” 能 的 出 现 , 与 粒子 应 当 看 
做 一 个 点 的 事实 有 关 , 那么 我 们 可 以 得 出 结论 : 作为 一 个 逻辑 上 完备 的 物理 
理论 的 电动 力学 ， 当 过 渡 到 充分 小 的 距离 时 ,就 成 为 自 相 矛盾 的 了 . 我 们 可 
以 提出 这 个 距离 有 多 大 数量 级 的 问题 . 注意 到 电子 的 电磁 自 能 与 静 能 me? 同 
数量 级 , 就 可 以 答复 这 个 问题 了 . 另外 一 方面 ， 如 果 我 们 认为 电子 具有 一 定 
的 半径 Ro, 那么, 它 的 自 有 势能 应 该 与 e2/Ro 同 数量 级 . 从 这 两 个 量 应 同 级 
的 要 求 , 亦 即 从 e2/Ro ~ mec2 的 要 求 出 发 , 我 们 得 到 


e2 


多 一 一， (37.3) 
这 个 尺度 ( 称 为 电子 的 “半径 ”) 决定 了 电动 力学 适用 于 电子 的 范围 , 这 
是 从 它 的 基本 原理 得 来 的 . 但 是 我 们 应 该 注意 , 实际 上 , 由 于 量子 现象 , 电动 
@ 从 纯 形 式 的 观点 看 , 电子 质量 的 有 限 性 可 以 通过 如 下 方式 来 处 理 , 即 引 入 一 个 非 电 磁 起 
源 的 无 限 大 负 质 量 来 补偿 电磁 质量 的 无 限 性 (质量 “ 重 正 化 ") . 然而 , 我 们 下 面 将 会 看 到 (875) ， 
这 并 不 能 消除 经 典 电动 力学 的 所 有 内 在 矛盾 
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力学 应 用 范围 比 我 们 在 这 里 所 确定 的 范围 还 要 小 得 多 包 . 

现在 我 们 再 回 到 公式 (37.2) . 从 库仑 定律 知道 , 公式 中 的 势 wa 等 于 
eb 
Rap 
其 中 , Ros 是 电荷 ea,es 间 的 距离 . 能 量 的 表达 式 (37.2) 包含 两 部 分 . 第 一 , 它 
包含 一 个 无 限 大 的 常数 , 即 电荷 的 目 能 , 它 与 电荷 之 间 的 相互 位 置 无 关 . 第 二 
部 分 是 电荷 的 相互 作用 能 , 它 与 电荷 之 间 的 相互 位 置 有 关 . 显然 , 物理 学 上 
关心 的 仅仅 是 第 二 部 分 . 这 部 分 等 于 





wa = (37.4) 








要 3 eag (37.5) 
其 中 
上 b 
Pa = (37.6) 
ze) Foe 
是 除了 eu 以 外 的 所 有 电荷 在 eu 点 产生 的 势 . 换 句 话说 , 我 们 可 以 写 
= 了 并 和 和 (37.7) 
sz Po 
就 特例 言 之 , 两 个 粒子 的 相互 作用 能 是 
/ €1€2 
WE (37.8) 


838 匀速 运动 电荷 的 场 


我 们 来 求 一 个 以 速度 V 匀速 运动 的 电荷 e 所 产生 的 场 . 我 们 称 静 止 参 
考 系 为 KK 系 ; 称 随 电 荷 一 起 运动 的 参考 系 为 K' 系 . 设 电荷 位 于 K' 系 的 坐 
标 原点 ，K' 系 沿 z 轴 对 天 作 相 对 运动 , y 轴 与 z 轴 分 别 平行 于 与 z/. 
在 t= 0 的 时 刻 ， 两 个 系统 的 原点 相 重 合 . 因此 , 电荷 在 K 系 中 的 坐标 是 
z=Vby=:z=0. 在 天 ' 系 中 ,我 们 有 一 个 恒定 电场 , 它 的 矢 势 4' = 0, 而 
它 的 标 势 则 等 于 ww' =e/R', 式 中 R? = 7 十 十 2z2. 按照 (24.1) , 当 4'=0 


时 ,在 扩 系 中 ， 1 
RE 
Wi Re 
& 


现在 我 们 应 当 用 天 系 中 的 z,y,z 来 表示 R'. 按照 洛 伦 兹 变换 公式 ， 





(38.1) 





@ 量子 效应 在 与 有/(mc) 同 数 量 级 的 距离 上 就 变 得 很 重要 了 ，, 这 里 的 所 是 普 朗 克 常 数 . 这 些 
距离 同 Ro 之 比 量 级 为 hic/e? ~ 137. 
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由 此 得 到 
(z — Vt)?+ @ 一 王 ) (y+ 22) 
Ws (38.2) 
V 
Er 
C 
将 此 式 代 和 人 (38.1), 就 得 到 
2= 亏 ， (38.3) 
式 中 ,我们 引入 了 记号 R*: 
2 
R*2 = (z— Vt)?+ (4 三 ) (y+ 22). (38.4) 
在 天 系 中 , 矢 势 等 于 
V eV 
一 和 = ch > (38.5) 
在 K' 系 中 , 磁场 瑟 ' 不 存在 , 而 电场 则 是 
,_ eR 
从 公式 (24.2) , 我 们 得 到 
二 和 ey 
Wi Hg = i yz 
= 一 本 = 
Rs/1- = 
将 用 z,y,z 表示 的 忌 ,z lz' 的 式 子 代 入 ,就 得 到 
V2 R , 
E= @ 三 ) Ee (38.6) 


式 中 , 尽 是 从 电荷 e 到 坐标 为 x,y,z 的 点 的 径 和 撩 ( 它 的 分 量 是 x 一 Vt,y,z). 
如 果 我 们 引入 运动 方向 与 径 矢 RR 所 夹 之 角 9, 思 的 表达 式 可 以 写成 男 一 
形式 . 显然 , 妨 十 z= 二 R?2sin?9, 所 以 R*? 可 以 写成 下 面 的 形式 : 


R**=R? @ 一 a sin? 0 ) (38.7) 
3 : 
于 是 , 对 于 五 , 我 们 就 有 
V2 
_eR gg 


(38.8) 
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在 离 电 荷 的 距离 为 尺 时 , 若 0 从 零 增 加 到 /2 (或 者 9 从 区 减 至 r/2) ， 
则 场 EB 的 值 将 随 之 增加 . 沿 着 运动 方向 的 场 召 (9=0 或 x) 将 有 最 小 值 ; 它 
等 于 了 

名 
Lo = 至 (《 = 本 
最 大 的 场 与 速度 垂直 (9 = /2), 并 等 于 
1 
Bl- 





我 们 要 注意 ， 当 速度 增加 时 , 场 召 | 减 小 , 而 五 |; 则 增 大 . 我 们 可 以 形象 地 叙 
述 这 种 现象 : 一 个 运动 电荷 的 电场 在 运动 的 方向 “收缩 ”, 对 于 一 个 同 光 速 接 
近 的 速度 V, 公式 (38.8) 中 的 分 母 在 9= /2 的 附近 的 一 个 狭小 范围 内 接近 


于 零 . 这 个 范围 的 “宽度 ”的 数量 级 为 
V2 
Ab ~ I 
因此 , 仅仅 在 赤道 平面 的 邻近 的 一 个 狭小 角度 范围 内 , 一 个 快速 运动 着 的 电 


位 的 电场 是 大 的 ,而 这 个 范围 则 随 着 Y 的 增加 而 减 小 ,其 减 小 的 情况 如 同 


Vi— Ve. 
在 KK 系 内 , 磁场 等 于 : 
H=-VxE (38.9) 


( 见 (24.5) ) .在 V 之 c 的 情况 下 , 我们 近似 地 得 到 百 = eR/ 记 ,而 磁场 为 
i 2. (38.10) 


习 题 





求 两 个 以 相同 速度 V 运动 的 电荷 之 间 的 力 (在 政 系 中 ). 
解 : 我 们 和 要求 的 力 玉 可 以 通过 计算 一 个 电荷 (el ) 在 另 一 个 电荷 (ez) 产 


生 的 场 中 所 受到 的 力 来 决定 . 用 (38.9) 式 , 我 们 得 到 
V2 

F=ebE+ VxH=e (1- 豆 ) E+ 3V(V. E). 

由 (38.8) 代入 五", 我 们 就 得 到 力 在 运动 方向 的 分 量 (已 ) 和 重 直 于 它 的 分 量 


(F,): 
2 2\2 
二 COSO i sing 
C1€2 C2 和 €1€2 C2 
2 要 9 yy Ps R?2 V2 3/2? 
@ 一 和 sin20】 
Cc 
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式 中 机 是 从 es 到 el 的 径 矢 ,9 是 尽 和 信之 间 的 夫 角 . 
839 库仑 场 内 的 运动 


我 们 来 研究 一 个 质量 为 m、 电荷 为 e 的 粒子 在 另 一 个 电荷 e 所 产生 的 场 
内 的 运动 ; 我 们 假设 第 二 个 电荷 的 质量 比 m 大 得 如 此 之 多 , 以 致 我 们 可 以 把 
它 当 做 固定 的 . 这 样 一 来 , 我 们 的 问题 就 化 成 了 研究 一 个 电荷 e 在 中 心 对 称 
电场 (其 势 为 p = e'/r) 内 的 运动 . 

粒子 的 总 能 量 8 等 于 


a 
= Fe 


式 中 ,a = ee'. 如 果 我 们 在 粒子 的 运动 平面 内 采用 极 坐 标 , 那么 , 由 力学 可 知 
M2 
Vy 有 + Pr, 


式 中 的 mr 是 动量 的 径 向 分 量 , 而 M 则 是 粒子 的 恒定 角 动 量 . 这 时 ， 


| M? a 
=€ i (39.1) 


现在 我 们 来 讨论 粒子 在 运动 过 程 中 能 否 随 意 地 接近 中 心 的 问题 . 首先 ， 
很 容易 看 出 , 如 果 e 同 e' 相互 排斥 , 即 e 同 e' 有 同样 的 符号 , 那么 , 这 种 接 
近 就 永远 不 可 能 . 此 外 , 在 相互 吸引 的 情形 下 (e 同 e 有 相反 的 符号 ) ,如果 
Me > |al, 随意 接近 中 心 是 不 可 能 的 , 因为 在 这 种 情况 下 ,(39.1) 式 中 的 第 一 
项 永 比 第 二 项 大 , 并 且 当 7 一 0 时 ,方程 的 右边 就 要 变 为 无 限 大 . 反之 , 如 果 
Me< lal, 那么 , 当 7 一 0 时 , 这 个 式 子 可 以 保持 有 限 值 (在 此 ,不 用 说 ,p; 
趋向 无 限 大 ) . 因此 , 如 果 
Mc < lal, (39.2) 


粒子 在 运动 过 程 中 就 能 够 “降落 "到 吸引 它 的 电荷 上 , 这 与 非 相对 论 力学 不 
同 , 在 非 相 对 论 力学 中 , 对 于 库仑 场 , 这 样 的 “降落 ”一般 是 不 可 能 的 《只 有 
M =0 情形 除外 , 这 时 粒子 e 沿 着 一 条 直线 飞 向 e') . 

为 了 完全 决定 一 个 电荷 在 库仑 场 内 的 运动 , 从 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 出 发 
是 最 便利 的 . 我 们 在 运动 平面 内 取 极 坐标 mp%. 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 (16.11) 


可 以 写成 
COREA 
CO rr Or r2 \ Oy ee 
我 们 来 寻求 下 面 形式 的 5: 


S=—@t+ Mp f(r), 
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式 中 ,8 及 M 分 别 为 运动 粒子 的 恒定 能 量 及 恒定 角 动 量 . 结果 我 们 求 得 


1 a\? M? 
二 一 VE a 
S ct+Me+ | 3 (5 一 一 dr. (39.3) 


轨道 由 方程 85/8M = const 决定 . 积分 (39.3) 后 , 得 到 下 面 的 结果 : 
(a) 如 果 Me > |al， 


(EM? — 02)= = 
2 
=cV(ME)? 一 nz2c2(AM2c2 一 Q2) cos (oy 1— 3 — Ea; (39.4) 
(b) 如 果 Mec < lal， 


(a2 — CM)= 要 


2 
一 士 cV(AMGE)2: 十 mm2c2(a2 一 M2c2)cosh (oy 一 1 + Ea; (39.5) 


(c) 如 果 Mec = |al 


2 

一 =62— mct— yp? ( 急 ) (39.6) 
积分 常数 已 经 包含 在 角 2 的 计算 起 点 的 任意 选择 内 了 . 

在 (39.4) 式 中 ,平方 根 前 面 未 指明 正 负 号 并 不 重要 ,因为 余弦 符号 后 的 角 
2 的 计算 起 点 的 选择 是 任意 的 . 在 相互 吸引 的 情形 下 (a < 0), 如 果 & < me?， 
与 这 个 方程 相对 应 的 轨道 上 ,7 之 值 皆 为 有 限 (有 限 运 动 ). 如 果 8 > me?, 那 
么 ,r 可 以 是 无 限 大 (无 限 运动 ) . 在 非 相 对 论 力学 中 , 有 限 运动 与 在 闭合 轨 
道 (椭圆 ) 上 的 运动 相对 应 . 从 (39.4) 式 可 以 看 出 , 在 相对 论 力学 中 , 轨道 不 
可 能 是 封闭 的 ; 当 yp 变动 2x 时, 到 中 心 的 距离 > 并 不 回 到 它 的 原来 的 值 . 我 
们 得 到 的 轨道 不 是 椭圆 , 而 是 张 开 的 “玫瑰 形 ”. 因此 , 在 非 相 对 论 力学 中 ， 
在 库仑 场 中 的 有 限 运 动 的 轨道 是 封闭 的 , 而 在 相对 论 力学 中 , 库仑 场 就 失去 
了 这 个 特性 . 

在 (39.5) 式 中 , 当 aw<0 时 , 根 号 前 应 当选 择 正 号 , 而 当 aw >0 时 , 就 应 
当选 择 负 号 ( 正 负 号 的 另 一 种 选择 对 应 于 (39.1) 式 中 的 根 号 前 正 负 号 改变 ) . 

在 a<0 的 情况 下 , 轨道 (39.5) 及 (39.6) 是 螺 线 , 当 吕 一 co 时 , 距 
离 了 一 0. 电荷 “降落 ”到 坐标 原点 所 需要 的 时 间 是 有 限 的 . 这 可 以 从 下 面 看 
出 ,7 的 坐标 与 时 间 的 关系 是 由 方程 095/86 = const 决定 的 ;将 (39.3) 代入 ， 
我 们 看 出 , 决定 时 间 的 积分 当 7 一 0 时 是 收敛 的 . 


§40 偶 极 和 拢 : 407 - 


习 题 


1. 求 一 个 电荷 在 排斥 的 库仑 场 (a > 0) 中 飞行 时 的 偏转 角 . 
解 : 偏转 角 X= 二 xt 一 2p0, 这 里 2p0 是 轨道 (39.4) 的 两 个 渐 近 线 所 夹 之 


角 . 我 们 求 得 
ER 2cM ee UVWc2A2 一 az 
"VE a 


式 中 ,Vv 是 电荷 在 无 穷 远 处 的 速度 

2. 求 质点 在 库仑 场 中 小 偏 角 散射 的 有 效 蕉 面 . 

解 : 有 效 截 面 da 是 在 一 秒 钟 内 散射 到 一 定 的 立体 角 元 do 内 的 粒子 数 
与 被 散射 粒子 的 通 量 密度 ( 即 每 秒 经 过 垂直 于 粒子 束 的 1cm2 面积 的 粒子 数 ) 
2 光 ， 

因为 粒子 在 通过 场 时 的 偏转 角 X 由 碰撞 参量 p 决定 (p 即 从 中 心 到 一 条 
直线 的 距离 , 这 条 直线 就 是 粒子 在 场 不 存在 时 应 该 沿 其 运动 的 直线 )， 

dp do 


dp 
二 2 一 20 一 一 一 1 一 一 
do = 2rpdp = 2np 和 dx=p i 


式 中 ,do 二 2xsinxdx. (参看 本 教程 第 一 卷 818) . 偏转 角 (如 果 很 小 ) 可 以 认 
为 等 于 动量 的 变化 对 于 它 的 初 值 之 比 . 动量 的 变化 等 于 作用 于 电荷 上 的 力 的 
时 间 积 分 ,这 个 力 在 重 直 于 运动 方向 的 分 量 近似 地 等 于 (a/7?): (p/7). 因此 ， 
我 们 得 到 





“p/w pm 


(v 是 粒子 的 速度 ) . 从 而 ,我们 求 得 在 小 闵 情 况 下 的 有 效 截面 : 


2 
do=4 (s) = 
pV X 


在 非 相 对 论 情形 下 ,p 守 mv, 这 个 表达 式 与 从 卢 瑟 福 公 式 在 小 x 时 的 得 到 的 
一 致 (参见 本 教程 第 一 卷 819) . 
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我 们 现在 来 研究 一 个 电荷 体系 在 与 这 个 体系 相距 很 远 之 处 所 产生 的 场 ， 
所 谓 很 远 之 处 ,就 是 说 该 处 与 体系 的 距离 比 这 个 体系 中 各 电荷 间 的 距离 大 得 
多 

我 们 引入 一 个 坐标 系 , 它 的 原点 在 电荷 体系 内 的 任意 一 点 上 . 设 各 电荷 
的 径 矢 为 r。. 所 有 电荷 在 以 Ro 为 径 失 的 点 所 生 的 场 的 势 等 于 


Ga 


1 i cpdt 2a 
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( 求 和 遍及 所 有 电荷 ) ; 式 中 , Ro -ra 是 从 电荷 ea 到 我 们 正在 求 势 那 一 点 的 
径 和 天 . 

我 们 必须 对 大 的 Ro(Ro > ra) 来 研究 这 个 表达 式 . 为 此 , 我 们 将 它 展开 
为 ra/Ro 的 寡 级 数 , 利用 公式 


JE 一 7) = JRo) 一 7 gradj 帮 (已 o) 
(梯度 符号 grad 是 对 矢量 Ro 的 端点 坐标 进行 微分 ) . 准确 到 一 级 项 ， 
= 人 一 >》 ,eara : grad 下 (40.2) 


我 们 称 

d= VY ear (40.3) 
为 电荷 体系 的 偶 极 和 矩 , 应 该 注意 ,如 果 所 有 的 电荷 之 和 为 零 , 即 De。 = 0， 
那么 , 偶 极 矩 就 与 坐标 原点 的 选择 无 关 , 因为 同一 个 电荷 在 两 个 不 同 的 坐标 
系 中 的 径 矢 ra 及 r' 有 下 面 的 关系 : 


/ 
= 


式 中 , a 是 一 个 常 矢 量 . 因此 , 如 果 > en = 0, 偶 极 矩 在 两 个 坐标 系 中 是 相等 


的 : 
d= sa = re = 
如 果 我 们 用 e+,r+ 和 一 ez ,rz 代表 这 个 体系 的 正 电荷 和 负电 荷 以 及 它们 
的 径 矢 , 那么 , 我 们 可 以 将 偶 极 矩 写 成 


d= =D d= (40.4) 


式 中 ， We 二 
Rt R- - (40.5) 


是 正 电荷 及 负电 荷 的 “电荷 中 心 ” 的 径 矢 . 如 果 部 e+ = 并 er =e, 那么 ， 
了 一 e 玉 +-， (40.6) 


式 中 , Rj- = R+ 一 RR 是 从 正 电荷 中 心 到 负电 荷 中 心 的 径 矢 . 就 特殊 情形 言 
之 , 如果 只 有 两 个 电荷 , 那么 , RR- 就 是 这 两 个 电荷 间 的 径 和 天 . 
如 果 2ea=0, 那么 , 这 个 体系 在 远 距 离 处 的 场 的 势 是 : 


PO 


(40.7) 
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场 强 马 是 : 
d. Ro 1 1 
E= I = 天 (d: Ro) — (d: Ro)grad 闹 ， 

或 者 , 最 后 有 a 4 

各 三 Me, (40.8) 
式 中 对 是 沿 Ro 的 单位 矢量 , 场 的 男 一 个 有 用 表达 式 为 

1 
E=(d: vv (40.9) 


因此 , 一 个 总 电荷 等 于 零 的 电荷 体系 在 远 距离 处 所 产生 的 场 的 势 与 到 这 个 体 
系 的 距离 的 平方 成 反比 , 而 场 的 强度 则 与 距离 的 立方 成 反比 . 这 个 场 围绕 d 
的 方向 具有 轴 对 称 性 . 在 穿 过 该 方向 (我们 取 为 z 轴 ) 的 平面 内 , 矢量 马 的 
分 量 是 : 








承志 人 过 所 dn (40.10) 
在 这 个 平面 内 的 径 向 和 切 向 分 量 是 
Bi de = -a (40.11) 
841 多 极 和 矩 
在 势 按 1/ Ro 的 答 展 开 的 展开 式 
me (41.1) 


中 ,24 这 一 项 与 1/R?+! 成 正比 . 我 们 看 出 , 第 一 项 (0 为 所 有 电荷 的 和 所 

决定 ; 第 二 项 pt 有 时 称 为 体系 的 偶 极 势 , 为 体系 的 偶 极 矩 所 决定 . 
展开 式 中 的 第 三 项 是 

二 


二 va I WE (41.2) 
YY TIA "Por Bn 


式 中 的 求 和 遍历 所 有 电荷 , 我 们 在 此 没有 写 出 电荷 的 编号 ; za 是 矢量 7 的 分 
量 , Xo 是 矢量 Ro 的 分 量 . 势 的 这 一 部 分 通常 称 为 四 极 势 . 如 果 体 系 的 电荷 
的 和 及 偶 极 矩 的 和 都 等 于 零 , 展开 式 就 从 pt 开始 . 

在 (41.2) 式 中 , 有 六 个 量 > ezrazs 出 现 . 但 是 , 很 容易 看 出 场 实际 上 并 
不 与 六 个 独立 的 量 有 关 ，, 而 仅 与 五 个 独立 的 量 有 关 . 这 是 因为 函数 1/ Ro 满足 


拉 普 拉 斯 方程 ， 即 
Re ox dishB 
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因而 , 我 们 可 以 将 pg) 写成 下 面 的 形式 : 
1 1 0? 1 
(2) = 5 De (za em Br dog ) yg 

张 量 

Dig = 3 e(3zazp — T2648) (41.3) 
称 为 这 个 体系 的 四 极 和 矩 . 从 Ds 的 定义 , 很 容易 看 出 , 对 角 线 上 的 元 素 之 和 
为 零 : 








及 二 站: (41.4) 
因此 对 称 张 量 De。a 一 共有 五 个 独立 的 分 量 . 利用 De。a, 我 们 可 以 写 出 
ao _DPae 9 1 


或 者 ,进行 微分 ， 


并 考虑 到 ba8 Dag = py 一 0 ， 


人 Dagsnana 
TE 
而 


(41.6) 

像 所 有 对 称 的 三 维 张 量 一 样 , 张 量 Ds 可 以 化 到 主轴 . 由 于 (41.4) , 三 
个 主 值 中 一 般 只 有 两 个 是 独立 的 . 如 果 正 好 电荷 系统 围绕 某 个 轴 (z 轴 ) 对 
称 吕 ， 则 这 个 轴 必 为 张 量 Daa 的 主轴 之 一 , 其 他 两 个 轴 在 zy 平面 内 的 位 置 
是 任意 的 , 三 个 主 值 之 间 的 关系 为 : 


1 
Dar 一 Dy 一 一 7 了 zz， (41.7) 


将 分 量 D.: 记 为 也 (在 这 种 情形 就 简称 为 四 极 矩 ), 我 们 得 到 势 
p02) = hao.0 —1)= ha P(eos0), (41.8) 

式 中 9 是 Ro 与 z 轴 之 间 的 夹 角 , P2 是 勒 让 德 多 项 式 . 

正如 我 们 在 上 节 对 偶 极 矩 所 做 的 那样 , 容易 证 明 , 如 果 一 个 系统 的 总 电 
荷 和 偶 极 和 矩 都 等 于 零 , 该 系统 的 四 极 矩 就 不 依赖 于 坐标 原点 的 选择 . 

我 们 可 以 用 完全 相似 的 方法 来 写 出 展开 式 (41.1) 中 的 以 后 各 项 . 展开 式 
的 第 1 项 定义 了 一 个 1 阶 张 量 ( 称 为 这 个 体系 的 2 极 矩 张 量 ), 对 于 全 部 指标 

@ 指 的 是 任何 高 于 2 阶 的 对 称 轴 . 
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都 是 对 称 的 , 而 当 对 于 任何 一 对 指标 缩 并 时 , 所 得 结果 为 零 ; 可 以 证 明 , 这 
样 的 张 量 一 共有 21 十 1 个 独立 分 量 .9 
我 们 将 用 球 谐 冰 数理 论 中 的 著名 公式 


2 
Bo- VR eR 
把 势 的 展开 式 中 的 一 般 项 表 为 另 一 种 形式 , 式 中 X 是 Ro 和 之 间 的 夹 角 . 


我 们 引入 Ro 和 r 分 别 同 固定 坐标 轴 形 成 的 球面 角 9, $$ 和 0,p, 应 用 球 谐 函 
数 的 加 法 定理 : 


一 一 Pi(cosX) (41.9) 





Pi(cos X) = 到 1 iPh"e os O)Pl™I(cos 0)e-im(s-»), (41.10) 
式 中 Pm 是 缔 合 勒 让 德 多 项 式 . 
我 们 也 引入 球面 函数 @ 
21+1(l—m)! 
4 (l+m)! 
Ylml(0, 8) = (一 让 二 上 (41.11) 


Yim(b,9%p) = (—1)™Y 








Pm(cosb)e'™, mz>0, 


则 展开 式 (41.9) 取 形 式 : 











》 (© $6)Y m (0 Pp) 
R 十 2 ] 》 l 9 ®. 
| | {=0 m=—! 0 “2 


对 (40.1) 中 每 一 项 进行 这 样 的 展开 , 我 们 最 后 得 到 势 的 展开 式 中 第 ! 项 的 如 
下 表达 式 : 


1 于 
二 Ww* 
?= Fr 2 VIFiQ® Yin(O, ®), (41.12) 
m=—! 








式 中 
QW = 2 earay 六 二 本 TYim(ba， pa). (41.13) 


2 二 1 个 量 QU 的 集合 构成 电荷 系统 的 2! 极 矩 . 
以 这 种 方式 定义 的 量 QW 与 偶 极 矩 矢量 d 的 分 量 关系 如 下 


i | 
C = i QE = + 万 (4 +tid,). Se 


@ 这 样 的 张 量 称 为 不 可 约 张 量 , 缩 并 时 为 零 意味 着 不 能 由 其 分 量 构造 出 较 低 阶 的 张 量 , 
@ 按照 量子 力学 的 定义 . 
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量 Q&2) 与 张 量 分 量 Dag 的 关系 如 下 


1 1 , 
02) = —5Dzz, 凶 = 圭一 (Dzs 土 iD,;)， 


6 
,We ed WA 
十 2 二 -a rr Lyy iDzy). 


习 题 


求 一 个 均匀 带电 机 球 相对 于 其 中 心 的 四 极 矮 . 
解 : 将 (41.3) 式 中 的 求 和 换 为 遍历 椭 球 体积 的 积分 , 我 们 有 : 


i » // (2z2 一 一 22)dzdydz,etc. 


选取 坐标 轴 沿 椭 球 的 轴 ， 原 点 置 于 椭 球 中 心 ; 从 对 称 性 考虑 显然 可 见 ， 这 些 
轴 就 是 张 量 Dagp 的 主轴 . 借助 变换 


遍历 椭 球 


rz2 2 
二 
体积 的 积分 就 化 为 遍历 单位 球 


z+y +2 =1 
体积 的 积分 . 结果 我 们 得 到 : 
Dss = 5(202 Wo), Du = 5(20 -a —o), 
Dss = 5(20 — a? —b), 
式 中 e= (4x/3)abcp 是 椭 球 的 总 电荷 . 
842 外场 中 的 电荷 体系 


现在 我 们 来 研究 一 个 位 于 外 电场 中 的 电荷 体系 .我 们 用 w(r) 表示 电荷 ea 
所 在 点 的 外 电场 的 势 . 每 个 电荷 的 势能 是 eap(ra), 而 这 个 体系 的 总 势能 则 有 


VU = 》 eaplra). (42.1) 


我 们 仍然 采用 原点 在 电荷 体系 内 一 任意 点 上 的 坐标 系 ; ra 是 电荷 ea 在 这 个 
坐标 系 中 的 径 矢 . 
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假设 外 场 在 电荷 体系 所 在 的 区 域 中 缓慢 地 变化 , 即 对 于 该 系统 是 准 均匀 
的 . 这 时 , 我 们 可 以 将 能 量 U 展开 为 ra 的 寡 级 数 . 


U=U+UDV+UY+... (42.2) 


展开 式 中 的 第 一 项 是 
UO) = po 》 eu， (42.3) 


式 中 , wo 是 势 在 坐标 原点 之 值 . 在 这 个 近似 中 , 体系 的 能 量 同 所 有 的 电荷 都 
集中 在 一 点 (坐标 原点 ) 时 的 能 量 一 样 . 
展开 式 中 的 第 二 项 是 


D0) = (gradp)o. 》 eara: 
引入 原点 的 电场 强度 Eo 和 系统 的 偶 极 矩 d, 我 们 得 到 
UV = -d. Eo. (42.4) 
作用 在 准 均 匀 外 场 中 一 个 系统 上 的 总 力 (精确 到 我 们 考虑 的 量 级 ) 是 
F= Eo 》 e+ [grad(d. E)]o. 
如 果 总 电荷 为 零 , 则 第 一 项 消失 , 于 是 有 
F=(d:Vv)E, (42.5) 
就 是 说 , 力 决定 于 场 强 的 导数 ( 取 在 原点 ). 作用 于 系统 的 总 力矩 是 
K=) (raxeaBo)=dx Eo, (42.6) 


就 是 说 , 精确 到 最 低 阶 , 它 决定 于 场 强 本 身 ， 

假设 有 两 个 电荷 体系 ,每 一 个 体系 的 总 电荷 为 零 ,而 偶 极 和 矩 则 为 di 及 
dz. 两 个 体系 的 距离 比 体系 本 身 的 尺度 大 很 多 . 我 们 来 求 他 们 的 相互 作用 势 
能 U. 为 此 , 我 们 将 两 个 体系 中 的 一 个 认为 处 在 另 一 个 体系 的 场 中 . 这 时 ， 


U = —d2: Ei, 
式 中 ,El 是 第 一 个 体系 的 场 . 将 El 的 表达 式 (40.8) 代入 , 我 们 得 到 


(di : d2)R? — 3(di : R)(d; : R) 
RS ; 


U = (42.7) 


式 中 ,RR 是 两 个 体系 间 的 距离 矢量 . 
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如 果 体 系 之 一 的 总 电荷 不 为 零 (而 等 于 e), 则 同 理 可 得 


d:.R 


式 中 ,RR 是 一 个 矢量 , 从 偶 极 子 指向 电荷 . 
展开 式 (42.1) 中 的 下 一 项 是 


1 0? 
U2) 一 3 2 rorp Br 
在 这 里 , 也 像 在 841 中 一 样 , 我 们 略 去 了 电荷 编号 的 指标 ; 势 的 二 阶 导 数值 


取 在 原点 ; 但 是 势 p 满足 拉 普 拉 斯 方程 ， 
Ow O20 


Or2 “preara 


因此 ,我们 可 以 写 出 : 


1 ?gpo 
es 
U2) = a 》 erans 一 6apr 





或 最 后 有 
I7(2) 一 Dap Opo 
6 OraOrg : 


级 数 (42.2) 中 的 一 般 项 可 以 借助 上 节 定 义 的 2! 极 矩 DW 来 表示 . 为 此 
我 们 首先 把 势 e(r) 展开 为 球 谐 函 数 ; 这 种 展开 的 一 般 形式 为 


co l 
4 
P(r) = Dr 》 amy TT Yim(0, 0), (42.10) 
Ii=0 m=-—! 


式 中 7,0,y 是 点 的 球 坐 标 , aim 是 常 系数 . 构造 和 式 (42.1) 并 用 定义 (41.13) 
我 们 得 到 : 





(42.9) 


l 


Us Ym. (42.11) 


m=—! 
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我 们 来 研究 一 个 作 有 限 运动 的 电荷 体系 所 产生 的 磁场 . 所 谓 有 限 运动 ， 
是 指 粒 子 在 一 切 时 间 都 在 空间 的 有 限 区 域内 运动 , 而 且 它 们 的 动量 在 一 切 时 
间 都 是 有 限 的 . 这 样 的 运动 具有 “稳定 ”的 特征 , 考虑 电荷 所 产生 的 磁场 (对 
时 间 ) 的 平均 值 互 是 贷 有 兴趣 的 ; 这 个 平均 磁场 现在 将 仅 是 坐标 的 函数 , 而 
不 是 时 间 的 函数 , 亦 即 是 恒定 的 . 
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为 了 求 出 平均 场 五 的 方程 , 我 们 先 对 麦克 斯 韦 方 程 


divH =0, rotH = So 十 a 
c ot c 
取 时 间 平 均值 . 
这 些 方程 中 的 第 一 个 简单 地 给 出 
divH = 0. (43.1) 


在 第 二 个 方程 中 , 导数 8E/6t 的 平均 值 为 零 , 正 像 在 一 般 情况 下 任何 一 个 在 
有 限 范围 内 变化 的 量 的 导数 的 平均 值 一 样 ( 见 834 第 二 个 脚注 ) . 因此 , 第 二 
个 麦克 斯 韦 方 程 化 为 

就 村 = 7 (43.2) 
这 两 个 方程 就 决定 了 恒定 场 互 . 

我 们 按照 
rot A=H 

引入 平均 和 撩 势 A. 将 这 个 方程 代入 (43.2) . 可 得 


es 7 


但 是 我 们 知道 , 场 的 矢 势 未 被 唯一 地 确定 , 因而 我 们 可 以 加 一 个 任意 的 附加 
条 件 . 根据 这 点 , 我 们 这 样 来 选择 失势 4, 使 


divA = 0. (43.3) 
这 时 , 确定 恒定 磁场 失势 的 方程 化 为 
AA= -7 (43.4) 


很 容易 求解 这 个 方程 ,因为 (43.4) 式 与 恒定 电场 的 标 势 的 泊 松 方程 (36.4) 
完全 相似 , 不 过 在 那里 的 电荷 密度 p 被 这 里 的 电流 密度 7/c 所 代替 而 已 . 与 
泊 松 方程 的 解 (36.8) 相似 , 我 们 可 以 直接 写 出 


人 
A=- . sdV, (43.5) 


式 中 ,RR 是 从 我 们 求 4 的 那 一 点 到 体积 元 dV 的 距离 . 
在 公式 (43.5) 中 ,如 果 我 们 用 pu 代替 7, 并 且 记 住所 有 的 电荷 都 是 点 
电荷 , 我 们 就 可 以 从 积分 过 渡 到 对 电荷 求 和 了 . 在 这 里 , 我 们 必须 记 着 , 在 积 
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分 (43.5) 中 ,不 过 是 一 个 积分 变量 , 因此 , 它 在 求 平 均值 的 过 程 中 不 起 作 
用 . 如 果 我 们 用 和 
和 


7 
} ad 


那么 , R。 就 是 各 个 粒子 的 径 和 撩 , 这 些 径 矢 在 电荷 运动 时 是 变动 的 . 因此 ,我 


们 应 该 写 出 
二 De Cova (43.6) 


此 外 我 们 是 对 求 WE 
知道 了 4, 我 们 就 可 以 求 出 磁场 ， 





代替 





H=rotA=rot; | Kav. 
cjR 


算 符 rot 只 关系 着 我 们 求 场 的 那 一 点 的 坐标 , 因此 , rot 可 以 写 在 积分 号 内 ， 
而 在 微分 的 过 程 中 ,了 可 以 当做 常量 . 将 熟知 的 公式 


rot fa= frota+gradf xa 


( 式 中 的 和 a 是 任意 的 标量 及 矢量 ) 应 用 到 积 了 . 二, 我 们 得 到 





EL -= 六 入 
rot =i*xI= Ra 
因此 ， 
= _1/i7xR 
n=: | 5 dV (43.7) 
( 径 矢 吾 是 从 dV 指向 我 们 求 它 的 场 的 那 一 点 ). 这 就 是 毕 奥 -了 萨 伐 尔 定律 . 


844 ” 磁 和 矩 


现在 我 们 来 研究 一 个 稳定 运动 着 的 电荷 体系 在 与 电荷 体系 相距 很 远 的 地 
方 所 产生 的 平均 磁场 . 所 谓 很 远 , 就 是 说 与 电荷 体系 的 距离 远大 于 电荷 体系 
本 身 的 尺度 . 

我 们 引入 一 个 坐标 系 , 让 坐标 原点 在 电荷 体系 内 任意 一 点 上 , 像 在 840 
中 所 做 的 一 样 . 我 们 仍 以 ra 代表 各 个 电荷 的 径 矢 , 而 以 Ro 代 表 我 们 正在 求 
场 的 那 一 点 的 径 矢 , 那么 , Ro 一 ra 就 是 从 电荷 es 到 场 点 的 径 拓 . 按照 (43.6) 
式 , 对 于 矢 势 我 们 有 





= EE (44.1) 
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像 在 840 中 一 样 ,我们 将 上 式 展 开 为 ra 的 客 级 数 . 如 果 只 要 求 精确 到 第 
一 阶 , 我 们 有 ( 略 去 指标 a) 


在 第 一 项 中 , 我 们 可 以 写 出 


让 = 二 er 
但 是 在 一 个 有 限 范 围 内 变化 的 量 的 导数 的 平均 值 (如 er 的 导数 的 平均 值 ) 
为 零 . 因此 , 对 于 4, 余下 来 的 式 子 是 


= 1 1 1 一 一 一 一 一 
A= ~ ("高 ) = oR 2 ("Bo). 
将 上 式 作 如 下 变换 . 注意 到 v = 7, 我 们 可 以 写 出 ( 记 着 Ro 是 一 个 常 矢 
量 ) 
>_e(Ro no= 5 ertr、 Ro) + 5 eoltr Ro) —r(v. Ro)l 
当 把 上 式 代入 互 的 表达 式 以 后 , 第 一 项 (包含 有 对 时 间 的 导数 ) 的 平均 值 又 
为 零 , 我 们 得 到 
A= 2c 2 ol" Po) —r(v. Ro)]. 


我 们 引入 一 个 叫做 体系 的 磁 和 矩 的 矢量 


m = Ser X 人 也， (44.2) 
这 样 , 我 们 就 得 到 4 的 表达 式 
一 mxRo 1 2 
a i =V 志 XT (44.3) 


知道 了 矢 势 , 就 很 容易 求 得 磁场 . 利用 公式 
rot (a xb)=(b:V)a— (a:V)b+adivb — bdiva, 


我 们 得 到 





FH=rotA = rot (= Pa ) 


sa 
R3 “Wi 


SEE 


其 次 , 当 Ro 关 0 时 , 因为 


div 2 = Ro grad 


1 下 
Ra 京 + 需 dvR = 


. 118 ， 第 五 章 恒定 电磁 场 


和 
1 m 3 m-: 
(mt. ) 祖 - 遍 丰 : Vv)Ro + Ro(m: VI- 六 -一 
所 以 


于 = rr = (44.4) 


式 中 nn 还 是 沿 Ro 方向 的 单位 矢量 . 由 上 式 可 以 看 出 , 用 磁 矩 表示 磁场 的 公 
式 , 像 用 偶 极 和 矩 表示 电场 的 公式 一 样 ( 见 (40.8) 式 ) . 
如 果 体 系 内 的 所 有 电荷 都 有 相同 的 荷 质 比 , 那么 ,我们 就 可 以 写 出 : 


TI 一 二 erxu= 了 2 mrxu 


如 果 所 有 电荷 的 速度 v< 和 ec, 那么 mw 就 是 电荷 的 动量 p, 于 是 我 们 得 到 


= 二 了 MM, (44.5) 


式 中 , M = jr xp 是 体系 的 机 械 角 动 量 . 因此 , 在 现在 的 情况 下 , 磁 矩 与 角 
动量 之 比 是 一 个 常数 , 并 且 等 于 e/(2mc). 


习 题 


求 由 两 个 电荷 (速度 < 多 ec) 所 组 成 的 电荷 体系 的 磁 矩 与 角 动 量 的 比 . 
解 : 选择 两 个 粒子 的 质心 作为 坐标 的 原点 ， 我 们 便 得 到 nari+mar2 一 0， 
及 Pi = 一 D2 = 二 Pp, 式 中 Dp 是 相对 运动 的 动量 . 利用 这 些 关系 , 我们 得 到 


1 El e2 77217722 
可 人 ( 竺 + 急 ) a 
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我 们 来 考虑 一 个 处 于 外 在 恒定 均匀 磁场 中 的 电荷 系统 . 
作用 在 该 系统 上 的 力 的 时 间 平 均 


ee e 一 一 了 de 、 友 

F=2, -vxH=32,-rxH 
是 零 , 正如 在 有 限 范 围 内 变化 的 量 的 时 间 导 数 的 时 间 平 均一 样 . 力矩 的 平均 
值 是 





K=) (rx (vx H)) 
上 且 不 等 于 零 . 通过 展开 矢量 三 重 积 , 可 以 将 它 用 系统 的 磁 矩 表示 出 来 : 


i > - -{v(r: H)— H(v-: ")}= >- fs (Tr: 可 一 让 
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第 二 项 平均 后 为 零 , 所 以 
RK=) 0 H)= et H) -rH)} 
(最 后 的 变换 类 似 于 推导 (44.3) 时 用 过 的 变换 ), 或 者 最 后 有 
K=mxH. (45.1) 


请 注意 这 个 式 子 同 电 场 情况 的 公式 (42.6) 类 似 . 
处 于 外 在 恒定 均匀 磁场 中 电荷 系统 的 拉 格 朗 日 量 ( 同 封 闭 系统 比较 ) 包 
含 一 个 附加 项 


Ly=), -Av=D (Hxr).v=) ("xo):H (45.2) 
(这 里 我 们 已 经 用 了 (19.4) 式 来 表达 均匀 磁场 中 的 和 失势 ) . 引信 系统 的 磁 矩 ， 
我 们 得 到 : 
Lyn=m:H. (45.3) 
我 们 注意 到 这 种 情形 与 存在 电场 的 情形 相似 ; 在 均匀 电场 内 , 一 个 总 电 
荷 为 零 的 电荷 体系 的 拉 格 朗 日 量 包 含有 


Lp=d:E 


的 项 (d 是 电荷 体系 的 偶 极 矩 ) , 且 在 这 种 情形 下 , 就 等 于 电荷 体系 的 势能 反 
号 ( 见 842) . 

我 们 现在 考虑 一 个 电荷 体系 , 它 在 一 个 中 心 对 称 的 电场 内 作 有 限 运动 
(其 速度 wv 之 c), 这 个 中 心 对 称 场 是 由 某 一 个 静止 电荷 所 产生 的 . 

我 们 从 静止 坐标 系 变换 到 统 着 通过 静止 电荷 的 轴 而 匀速 旋转 的 坐标 系 中 
去 . 根据 熟知 的 公式 , 我 们 得 到 粒子 在 新 坐标 系 内 的 速度 v 与 在 旧 坐 标 系 内 
的 速度 1 关系 式 : 

V 一 也 十 82 xm， 

式 中 ,mr 是 粒子 的 径 矢 , 而 2 是 旋转 坐标 系 的 角速度 . 在 静止 坐标 系统 中 , 电 
荷 体系 的 拉 格 朗 日 量 是 


/2 
一 > 一 一 一 也 

式 中 ,U 是 诸 电 荷 在 外 场 中 的 势能 与 它们 彼此 之 间 的 相互 作用 能 之 和 , 量 U 

是 电荷 体系 内 各 电荷 与 静止 电荷 之 间 的 距离 的 函数 , 也 是 电荷 体系 内 各 电荷 

彼此 间 的 距离 的 函数 ; 当 变换 到 旋转 坐标 时 , 它 显 然 保持 不 变 . 因此 , 在 新 坐 

标 系 中 , 拉 格 朗 日 量 将 是 


L=) ,sw+nxr)—U. 
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如 果 所 有 的 电荷 都 有 同样 的 和 荷 质 比 e/m, 并 假定 


名 
9 = oH. (45.4) 


那么 ,在 五 足够 小 的 情况 下 ( 当 可 以 略 去 H? 时), 拉 格 朗 日 量具 有 下 面 的 形 


式 : 
L=- D+ eHxr.v-U 


可 以 看 出 , 这 个 式 子 与 存在 恒定 磁场 时 , 所 研究 的 电荷 在 静止 坐标 系 中 运动 
的 拉 格 朗 日 量 的 表达 式 ( 见 (45.2) 式 ) 一 样 . 

因此 我 们 得 出 结论 : 在 非 相 对 论 情形 下 , 一 个 电荷 体系 (所 有 电荷 的 荷 
质 比 e/m 都 相等 ) 在 一 中 心 对 称 电 场 和 弱 均 匀 磁 场 五 内 作 有 限 运 动 , 且 这 
个 电荷 体系 的 行为 与 同一 电荷 体系 在 同一 电场 中 在 一 个 以 角速度 (45.4) 匀速 
旋转 的 坐标 系 内 的 行为 一 样 . 这 就 是 所 谓 拉 莫 尔 定理 , 角速度 = eH/(2mc) 
称 为 拉 莫 尔 频 率 . 

我 们 可 以 从 不 同 的 观点 来 研究 这 同一 个 问题 . 如 果 磁 场 互 足够 弱 , 拉 莫 
尔 频率 同 电荷 系统 有 限 运动 的 频率 相 比 很 小 . 则 我 们 可 以 考虑 (在 可 与 周期 
2r/2 相 比 的 时 间 内 ) 对 描述 该 系统 的 量 进行 平均 . 这 些 新 的 量 将 (以 周期 1) 
随时 间 缓 慢 变 化 . 

我 们 来 考虑 系统 角 动 量 M 平均 值 随时 间 的 变化 . 按照 力学 中 熟知 的 方 
程 ，M 的 导数 等 于 作用 在 系统 上 的 力矩 K. 因而 用 (45.1), 我 们 得 到 : 

二 ~=K=mxH. 


如 果 荷 质 比 e/m 对 于 系统 的 所 有 粒子 都 相同 , 角 动 量 和 磁 矩 彼此 成 正比 例 ， 
我 们 用 (44.5) 和 (45.4) 得 到 : 
dM 二 


这 个 方程 表明 , 矢量 RM ( 随 之 磁 矩 责 ) 以 角速度 -2 绕 着 场 的 方向 转动 ,而 
其 绝对 大 小 和 它 与 这 个 方向 所 成 的 角 保 持 不 变 .( 这 种 运动 称 为 拉 莫 尔 进 动 .) 


第 六 章 
电磁 波 


846 波动 方程 


真空 中 的 电磁 场 可 由 p = 0,7 = 0 的 麦克 斯 韦 方程 来 决定 , 我 们 将 这 些 
方程 再 写 一 次 : 


190H S 

rot 五 一 一 divH = 0, (46.1) 
10E 

rotH = cB’ divE = 0. (46.2) 


这 些 方程 具有 不 为 零 的 解 . 这 就 是 说 , 即使 没有 任何 电荷 , 电磁 场 也 能 存在 . 

在 没有 电荷 存在 的 真空 中 所 出 现 的 电磁 场 称 为 电磁 波 . 我 们 现在 来 研究 
这 种 场 的 特性 . 

首先 我 们 注意 没有 电荷 存在 时 的 这 种 电磁 场 必 定 是 随 着 时 间 而 变化 的 . 
事实 上 , 在 相反 的 情形 中 , 9H/8t = 9E/6t = 0, 方程 (46.1) 及 (46.2) 就 
变 为 恒定 场 的 方程 (36.1) ,(36.2) 及 (43.1) ,(43.2) 了 ,不 过 这 时 在 方程 中 
p= 0,71=0. 但 是 这 时 此 方程 的 解 (36.8) 及 (43.5) 在 p=0,7=0 时 等 于 零 . 

我 们 现在 来 推导 决定 电磁 波 势 的 方程 . 

我 们 已 经 知道 , 由 于 势 的 非 单 值 性 , 我 们 总 可 以 使 之 满足 某 一 附加 条 件 . 
根据 这 点 , 我 们 可 以 这 样 来 选择 电磁 波 的 势 , 使 标 势 满足 方程 : 


洲 寺 人 @ (46.3) 
这 时 ， 
E= “生硬 ， H 一 rot4. (46.4) 


将 这 两 个 式 子 代 入 方程 (46.2) 的 第 一 个 , 得 到 


2 
rotrot A=—AA+graddivA = 10°A 


i (46.5) 
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虽然 我 们 已 经 对 势 加 上 了 一 个 附加 条 件 , 失势 A 却 仍 未 被 完全 唯一 地 
确定 . 就 是 说 ,我们 可 以 将 一 个 与 时 间 无 关 的 任意 函数 的 梯度 加 在 4 上 (这 
时 不 改变 2) . 就 特例 言 之 , 我 们 可 以 这 样 选择 电磁 波 的 势 , 使 


divA = 0. (46.6) 


实际 上 , 将 (46.4) 代入 divE=0 内, 得 到 

div 二 = SdivA=0, 
这 就 是 说 , div4 与 时 间 无 关 , 而 仅 是 坐标 的 函数 . 将 一 个 适当 的 、 与 时 间 无 
关 的 函数 的 梯度 加 到 A 上 , 我们 总 可 以 使 div A = 0. 


方程 (46.5) 现在 变 为 
AA = (0. (46.7) 


这 就 是 确定 电磁 波 的 势 的 方程 . 这 个 方程 称 为 达 朗 贝尔 方程 或 波动 方程 
将 算 符 rot 及 8/6t 应 用 于 (46.7) , 我 们 可 以 证 明 电 场 巨 及 磁场 五 满足 
同一 个 波动 方程 . 
我 们 来 用 四 维 形 式 将 波动 方程 再 推导 一 遍 . 对 于 不 存在 电荷 的 场 , 第 二 
对 麦克 斯 韦 方 程 可 以 写成 形式 
DR 
DZ 
(这 就 是 区 = 0 的 方程 (30.2) ) , 代入 用 势 表 达 的 FP*， 
0A* Oni 


k_ OA* OAi 
ee Dri Oz” 


一 0 


我 们 得 到 
A 
OTiOrt Drkork 


给 势 加 上 附加 条 件 : 


(46.8) 
D44 


(这 个 条 件 称 为 洛 伦 兹 条 件 , 选取 满足 这 个 条 件 的 势 就 说 是 取 洛 伦 兹 规范 ) . 
于 是 (46.8) 式 第 一 项 为 零 , 留 下 


BDzkBzk OrtAr! (46.20) 
@ 波动 方程 有 时 可 以 写成 DA =0, 式 中 
口 = 日 2 1 5? 


a 
OriOr! C2 Ot2 


称 为 达 朗 贝尔 算 符 . 
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这 就 是 写成 四 维 形式 的 波动 方程 吧 . 
条 件 (46.9) 的 三 维 形 式 是 : 


1 Dp 
cB tdvA=0. (46.11) 


它 比 早先 使 用 的 条 件 w=0 和 div A =0 更 为 一 般 ; 满足 这 些 条 件 的 势 也 满足 
(46.11) . 但 与 它们 不 同 , 洛 伦 兹 条 件 具 有 相对 论 不 变 的 特性 : 在 一 个 参考 系 
中 满足 它 的 势 在 任何 其 他 参考 系 也 满足 它 (而 如 果 变 换 参 考 系 , 条 件 (46.6) 
一 般 说 来 就 破坏 了 ) . 


847 平面波 
我 们 来 研究 电磁 波 的 一 个 特例 , 这 种 电磁 波 的 场 仅 依赖 于 一 个 坐标 , 假 


定 是 z (同时 也 依赖 于 时 间 ) . 这 样 的 波 称 为 平面 波 . 在 这 种 情形 下 , 场 的 方 


程 为 pp/ 
Bi -C= pa (47.1) 
式 中 , 小 代表 矢量 五 或 互 的 任意 一 个 分 量 . 
为 了 解 这 个 方程 , 我 们 将 它 改写 为 下 面 的 形式 : 


0 0 忆 0 
( 况 -( 右 ) ( 况 +c 节 )1=0 





并 且 引 入 新 变数 
你 I 
Cy 
所 以 
人 的，z= (一 和 
=35(7+6), z=3(7 
很 容易 证 明 ， 
订立 ( 吉 洁 六 = 到 ( 吉 + 区 
BE 2\H ‘Br/’' Wm 2\M Br 
因而 f 的 方程 变 为 
2 
O06n | 
这 个 方程 的 解 显 然 具 有 形式 
= fi(é€) + f2(n), 


@ 应 当 提 及 , 条 件 (46.9) 还 是 没有 唯一 决定 势 的 选择 . 我 们 可 以 给 A 加 上 一 项 grady 青 从 
p 减 去 一 项 入 ,这 里 函数 f 不 是 任意 的 , 但 必须 满足 方程 Dj = 0 
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这 里 的 及 及 所 是 任意 函数 . 因此 ， 
家 (t— 三 ) + 户 (+ 二) (47.2) 


例如 , 设 户 =0, 则 了 = 万 导 一 z/e). 现在 让 我 们 来 说 明 这 个 解 的 意义 .在 
每 一 x = const 的 平面 内 , 场 随时 间 而 变化 ; 在 给 定 的 时 刻 , 场 因 不 同 的 z 而 
不 同 . 显然 , 对 于 满足 + 一 xz/c= const 的 坐标 x 及 时 间 +, 即 


T= const + cot, 


场 有 相同 的 值 . 这 就 是 说 ,如 果 在 某 一 时 刻 t= 0, 场 在 空间 某 点 zx 有 个 一 定 
的 值 , 那么 , 在 一 段 时 间 t+ 以后, 场 在 沿 x 轴 与 原来 点 相距 ct 处 有 同样 的 值 . 
我 们 可 以 说 , 所 有 电磁 场 的 值 都 以 光速 c 在 空间 沿 z 轴 传 播 . 

因此 , 有 i(t 一 z/c) 是 向 z 轴 正 方向 行进 的 平面 波 .很 容易 判断 , 户 ( 上 十 zj/e) 
是 沿 着 相反 的 方向 , 即 沿 着 z 轴 的 负 方 向 行进 的 平面 波 . 

在 846 中 我 们 已 经 证 明 ,电磁 波 的 势 可 以 如 此 地 选择 ,使 =0,div4= 0. 
我 们 也 可 以 同样 地 选择 我 们 现在 研究 的 平面 波 的 势 . 因为 所 有 的 量 都 与 y 及 
z 无 关 , 所 以 div4=0 这 个 条 件 , 在 现在 的 情况 下 给 出 


OA 
Or 一 
按照 (47.1) 式 ,我 们 也 就 有 弛 Aj /86t?=0 即 8984;/6t= const. 但 是 导数 94/6t 
决定 电场 , 而 且 我 们 可 以 看 出 , 在 现在 的 情形 下 , 分 量 A; 不 为 零 就 意味 着 有 
一 个 纵向 恒定 电场 存在 . 因为 这 样 的 电场 与 电磁 波 无 关 , 我 们 可 以 令 4A; = 0. 
因此 , 平面 波 的 矢 势 总 可 以 被 选择 为 垂直 于 xz 轴 , 即 垂直 于 这 个 波 的 传 
播 方 向 . 
我 们 来 考虑 一 个 沿 着 zx 轴 的 正方 向 行进 的 平面 波 ; 在 这 个 波 里 , 所 有 的 
量 , 特别 是 4, 仅仅 是 t+ 一 z/c 的 图 数 . 从 公式 





我 们 得 到 
E=-iA, H=VxA=V(t-£)xA=-inxA, (47.3) 
Cc Cc Cc 


此 处 的 一 撤 , 表示 对 t+ 一 xz/c 微分 , mn 则 代表 沿 着 波 的 传播 方向 的 单位 矢量 . 
将 第 一 个 方程 代入 第 二 个 ,得 到 


H=nxE. (47.4) 
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我 们 可 以 看 出 ,平面 波 的 电场 包 及 磁场 玉 都 垂直 于 波 的 传播 方向 . 根 
据 这 个 理由 , 电磁 波 被 称 为 横 波 . 此 外 , 从 (47.4) 式 显然 可 见 , 平面 波 的 电 
场 和 磁场 相互 垂直 , 并 且 绝 对 值 彼此 相等 . 
平面 波 内 的 能 流 , 即 坡 印 亭 矢量 是 
S=ExH=Ex(nxE), 
因为 巨 .-n =0, 所 以 
y= En- Hn. 
47 A 
因此 能 流 是 沿 着 波 的 传播 方向 . 因为 
lg a 
网 = 本 全 十 五 ”) = 二 
是 波 的 能 量 密度 , 按照 场 以 光速 传播 的 事实 , 我 们 就 可 以 写 出 
S =cWn. (47.5) 
电磁 场 的 每 个 单位 体积 内 的 动量 是 S/e2. 对 于 平面 波 来 说 ， 它 等 于 
(W/c)n， 我 们 应 该 注意 电磁 波 的 能 量 W 与 动量 W/c 之 间 的 关系 , 正如 以 
光速 运动 着 的 粒子 的 能 量 与 动量 之 间 的 关系 一 样 ( 见 (9.9) 式 ) . 
场 的 动量 流 是 由 电磁 场 应 力 张 量 的 分 量 aos (33.3) 所 决定 的 . 如 果 选 择 
波 的 传播 方向 为 z 轴 的 方向 , 我 们 求 出 Te2 的 唯一 非 零 分 量 是 
T*” ~— gy = W. (47.6) 


正如 应 当 的 那样 , 动量 流 沿 着 波 的 传播 方向 , 而 且 其 绝对 值 等 于 能 量 密度 . 
我 们 来 求 平面 电磁 波 的 能 量 密度 在 从 一 个 惯性 系 变 到 男 一 个 惯性 系 时 的 
变换 规律 . 为 此 我 们 从 如 下 公式 出 发 


i 1 / V / V? / 
W = , 7 (w 十 2 二 oz 2 Ozz 





( 见 833 习题 ) 并 须 作 代 换 
S'=cW’'cosa’, o';,=—W’cosa, 


式 中 必 是 xz' 轴 (速度 V 沿 该 轴 指 向 ) 同 波 传播 方向 之 间 的 夹 角 (在 K' 系 
中 ) . 我 们 得 到 : 


2 
@ 十 时 COS "| 
Wa (47.7) 


因为 W = E?/4x = H?/4n, 所 以 波 内 场 强 的 绝对 值 像 VW 那样 变换 . 
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习 题 


1. 入 射 平 面 电 磁 波 在 一 壁 上 反射 (反射 系数 为 尺 ) , 求 作 用 于 壁 上 的 力 . 
解 : 作用 在 该 壁 单位 面积 上 的 力 了 由 穿 过 该 面积 的 动量 流 给 出 , 即 它 是 
一 个 矢量 ,分 量 为 


fa = 一 capNa — cag Np, 
式 中 NN 是 垂直 于 壁 表面 的 矢量 ,gap 和 ons 是 入 射 和 反射 波 的 能 量 动量 张 量 
的 分 量 . 用 (47.6), 我 们 得 到 : 
f=Wn(N:.n)+Wn(N.:.n’). 


从 反射 系数 的 定义 ,我 们 有 :W’' = RW. 再 引入 入 射 角 日 (等 于 反射 角 ) 并 写 
出 分 量 , 我 们 就 得 到 法 向 力 (“ 光 压 ”) 


fn=W(l+R)cos0 
和 切 向 力 
一 克 (1 一 玉 )singcosb0. 
2. 用 哈密 顿 - 雅 可 比方 法 求 电荷 在 具有 和 失势 Alt 一 (zj/c)] 的 平面 电磁 波 
场 中 的 运动 . 
解 : 我 们 写 出 四 维 形式 的 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 : 


O05 OS  e i 
区 (让 + 4 (六 + ) -me (1) 


场 是 平面 波 这 一 事实 意味 着 , 4 是 一 个 独立 变量 的 函数 , 该 变量 可 以 写成 形 
式 《二 kiri, 式 中 ki 是 一 个 其 平方 等 于 零 , 即 访 居 一 0 的 常 四 维和 拓 量 ( 见 下 
节 ) .我们 让 势 满 足 洛 伦 兹 条 件 : 
94: _ dA 
Ori dé 
对 于 可 变 的 场 , 这 等 价 于 条 件 Aik; = 0. 
我 们 来 求 方程 (1) 如 下 形式 的 解 








k:; =0; 


S=—fir' +F(é), 


式 中 产 = (fo, 丰 ) 是 满足 条 件 fifi = 二 m?c? 的 常 矢量 (5S 二 一 fzi 是 哈密 顿 - 雅 
可 比方 程 对 于 具有 四 维 动量 pi 二 fi 的 自由 粒子 的 解 ). 代入 (1), 得 到 方程 


i de 
SAi4 -mE EhA'=0 
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式 中 常数 小 二 kfi. 由 此 方程 决定 玉 后 ,我 们 得 到 
S$=-fisi—£ | faid + /at (2 
Et i cy 和 é€ 27c2 2 Cs ) 


变 到 三 维 记 号 和 固定 参考 系 ,我 们 选择 波 的 传播 方向 为 工 轴 . 则 & 二 ct 一 z， 
而 常数 Y= 二 9 一 有 1. 将 二 维 拓 量 有 ,fi 记 为 x, 我 们 从 条 件 ff* = (f°)? 一 
(f1? 一 2 志 二 m?e? 得 到 
站 
我 们 选择 势 时 取 这 样 的 规范 ,其 中 =0, 而 A(E£) 处 于 yz 平面 内 . 则 方程 (2) 
取 形 式 : 


m2c? 十 x 
ee 


e2 
S=x:r—F(t+z) — mc “二 +E fx*: 4de — za | Ad 


按照 一 般 法 则 i 为 了 决定 运动 , 我 们 必须 令 导 数 
9S/0x,05S/07Y 等 于 某 些 新 常数 ,通过 适当 选择 坐标 原点 和 时 间 原 点 , 这 些 常 
数 可 以 变 为 零 . 于 是 我 们 得 到 了 含 & 的 参数 方程 : 


1 e 1 
pe A 
ye | avae, Z < 二/ zdé, 


Ye 二 和 e e 了 
r= (1) eS /at ss / Aa ct=é€++7. 





广义 动量 P=p+ -A 和 能 量 8 可 通过 将 作用 量 对 坐标 和 时 间 微 分 求 
得 ; 这 样 就 给 出 


e € 
和 一 4， By = Hy z4z， 


六 2 

Ys 二 e e 2 

PR Wi he 

Ne 27 pr + ? 
= (7 + pz)c. 


如 果 我 们 对 这 些 量 做 时 间 平 均 , 周期 函数 A(E£) 中 的 一 次 项 将 变 为 零 . 假定 参 
考 系 已 经 做 了 这 样 的 选择 , 使 得 粒子 在 其 中 平均 说 来 处 于 静止 ， 即 它 的 平均 
动量 为 零 . 则 

x=0, ?2 =m?e? + 


决定 运动 的 最 后 公式 具有 形式 : 


We [ (4 - Aa = -三 | ha :=-£ | 4A.at 
~ 2y2c2 9 yy 二 cy vy ’ ~ cy 》 
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ct 一 二 十 





2 一 
5 | (4 -de (3) 
2 


a € 2 一 -一 a € 已 
pz = ZE — A*)， py = -<4y, pz = 一 -4z， 


2 
Ra 
EG 一 cT 十 42). (4) 
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电磁 波 的 一 个 非常 重要 的 特例 , 是 这 样 一 种 波 , 在 这 种 波 内 , 场 是 时 间 
的 简单 周期 函数 . 这 种 波 称 为 单 色 波 . 在 单 色 波 内 , 所 有 的 量 ( 势 、 场 的 分 量 ) 
以 形 如 cos(wt + a) 的 因子 与 时 间 发 生 关系 , w 这 个 量 称 为 波 的 循环 频率 (我 
们 将 简称 它 为 频率 ) . 

在 波动 方程 中 , 场 对 时 间 的 二 阶 导 数 现在 是 6271/6t2 = 一 w?f ,所 以 ,对 
于 单 色 波 , 场 在 空间 的 分 布 由 方程 


Aj+ 扎 /=0 (48.1) 


决定 . 
在 〈( 沿 着 zx 轴 传 播 的 ) 平面 波 内 , 场 仅 是 上 t- z/c 的 函数 . 因此 , 如 果 平 
面 波 是 单 色 的 , 那么 它 的 场 将 是 t+ 一 xz/c 的 简单 周期 函数 . 这 种 波 的 矢 势 写成 
一 个 复数 式 的 实数 部 分 是 最 方便 的 了 , 即 写成 


4 = Re {Aoe*(#)} , (48.2) 


这 里 , Ao 是 某 一 个 复 常 矢量. 显而易见 , 这 种 波 的 场 巨 与 场 肪 有 相似 
的 形式 , 即 两 个 场 有 同一 的 频率 w. 


我 们 称 
太志 (48.3) 
为 波长 ; 它 是 场 在 给 定时 刻 t 随 坐 标 xz 而 变化 的 周期 . 
矢量 
b= ~n (48.4) 


( 式 中 nn 是 沿 波 传播 方向 的 单位 和 失 量 ) 称 为 波 矢 . 我 们 可 以 借助 它 把 (48.2) 
写成 形式 
A= Re{Aoe' rt)}, (48.5) 


它 与 坐标 轴 的 选择 无 关 . 指数 中 与 i 相 乘 的 量 称 为 波 的 相位 . 
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只 要 我 们 仅仅 进行 线性 运算 , 就 可 以 略 去 取 实 部 的 符号 Re, 像 对 复 量 运 
算 一 样 @. 因此 ,将 
A = Aoei(*"—%t) 


代入 (47.3), 我 们 就 得 到 单 色 平 面 波 的 强度 和 和 撩 势 之 间 形 如 下 面 的 关系 : 
E=ikA, H=ikxA. (48.6) 


现在 我 们 要 更 细致 地 讨论 单 色 波 场 的 方向 . 为 了 明确 起 见 , 我 们 来 讨论 
电场 
本 Re {Eoe'(*"—t)} 


(当然 下 面 所 说 的 一 切 也 同样 适用 于 磁场 ) .Eo 是 个 复 矢量 , 它 的 平方 8 一 
般 也 是 复数 . 如 果 这 个 数 的 辐 角 是 -2a ( 即 EB5 = |EGle“**), 由 


Eo = be 一 “ (48.7) 
定义 的 矢量 b 将 具有 它 的 平方 实 部 , Bb? = |Eol?. 用 这 个 定义 , 我 们 写 出 
E= Ref{be*" ut-0))}. (48.8) 


我 们 将 b 写成 形式 

b= bi +ib,, 
式 中 bb 和 bs 是 实 矢 量 . 因为 局 = 好 一 好 十 2ibi .bo 必须 是 一 个 实 量 ,bi .bz = 0， 
即 矢 量 bl 和 bs 相互 垂直 . 我 们 选择 bi 的 方向 为 y 轴 ( 且 xz 轴 沿 波 的 传播 方 
向 ) . 则 从 (48.8) 我 们 有 : 


E, = bicos(wt—k:r+ oa), 

五 : = +tbo sin(wt — k: r+ a), (48.9) 
”” @ 如 果 把 两 个 量 A(t) 和 B(t) 写成 复数 形式 

A(t)= Ave™', B(t)= Boe™™", 


那么 在 构造 它们 的 积 时 , 我 们 当然 必须 首先 将 实 部 分 离 出 来 , 但 若 像 通常 发 生 的 那样 , 我 们 只 
对 这 个 积 的 时 间 平 均值 感 兴趣 , 就 可 以 把 它 算 作 


sRe{A .B*}. 
实际 上 , 我 们 有 : 
站 7(Aoe + Aie™'). (Boe ™! + Boe™’). 
当 我 们 作 平均 时 ,含有 因子 etaivt 的 项 为 零 , 于 是 留 下 


Eee 1 > 


. 130 . 第 六 章 电磁 波 


式 中 用 正 〈 负 ) 号 的 条 件 是 bo 沿 正 ( 负 ) z 轴 . 从 (48.9) 可 以 得 出 


BB BB 
用 了 事 =1. (48.10) 


因此 我 们 看 到 , 在 空间 中 每 一 点 , 电场 矢量 在 垂直 于 波 传播 方向 的 一 个 
平面 内 转动 , 而 其 端点 描绘 出 椭圆 (48.10) . 这 样 的 波 称 为 椭圆 偏振 波 . 如 果 
在 (48.9) 中 取 正 ( 负 ) 号 , 则 转动 发 生 在 绕 z 轴 旋 转 的 右手 螺旋 ( 反 ) 方向 . 

如 果 bh = bo 椭圆 (48.10) 化 为 圆 ,， 即 矢量 EE 转动 时 保持 大 小 不 变 . 在 这 
种 情形 下 , 我 们 说 波 是 圆 偏振 波 . 现在 y 和 > 轴 方 向 的 选择 显然 是 任意 的 . 我 
们 看 到 这 样 的 波 中 复 振幅 Eo 的 y 和 z 分 量 之 比 是 

Eo 
Eoy 


相应 于 转动 与 右手 螺旋 方向 相同 或 相反 ( 右 旋 或 左旋 偏振 ) 中 . 

最 后 , 如果 bi 或 bo 等 于 零 , 波 的 场 时 时 处 处 平行 (或 反 平 行 ) 于 同一 
个 方向 . 在 这 种 情形 下 , 称 为 线 偏 振 波 , 或 平面 偏振 波 . 椭圆 偏振 波 显然 可 以 
看 做 两 个 平面 偏振 波 的 全 加 . 

现在 我 们 转向 波 拓 的 定义 并 引入 四 维 波 撩 , 其 分 量 为 





= + (48.11) 


区 二 (=,k) (48.12) 


这 些 量 实际 上 构成 四 维 矢量 , 理由 显然 在 于 , 将 它们 乘 以 x 我 们 会 得 到 标量 
( 波 的 相位 ) : 
kr =wt—k-.r. (48.13) 


从 定义 式 (48.4) 和 (48.12) 可 见 , 四 维 波 和 失 量 的 平方 等 于 零 : 
kk; = 0. (48.14) 
这 个 关系 也 可 直接 从 如 下 事实 得 到 , 即 表达 式 
A = 4oexp( 一 ikiz9) 


必须 是 波动 方程 (46.10) 的 解 . 
同 所 有 平面 波 的 情形 一 样 , 在 沿 x 轴 传 播 的 单 色 波 中 , 能 量 动量 张 量 只 
有 如 下 分 量 不 等 于 零 ( 见 847) : 


1T00 oT 一 人 11 =W. 
@ 我 们 假设 坐标 轴 xz,y,z 构成 右手 系统 . 
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利用 四 维 波 矢量 , 这 些 等 式 可 以 写成 张 量 形式 如 


二 We? 


人 有 kik®, (48.15) 


最 后 , 利用 四 维 波 矢量 的 变换 法 则 , 我 们 能 够 容易 地 处 理 所 谓 多 普 勒 效 
应 一 一 相对 于 观察 者 运动 的 源 发 出 的 波 频率 w, 与 同一 个 源 在 其 静止 系 (Ko) 
中 的 “ 真 ” 频率 wo 相 比 所 发 生 的 改变 . 

设 V 是 源 的 速度 , 即 Ko 系 相 对 于 天 系 的 速度 . 按照 四 维 矢 量变 换 的 一 
般 公 式 , 我 们 有 : 


(K 系 相 对 于 Ko 系 的 速度 是 -V). 代入 k= w/c,k! = kcosa = cosa 式 


中 a 是 波 的 发 射 方 向 与 源 的 运动 方向 之 间 的 夹 角 (在 KK 系 中 ), 用 wo 表示 
w, 我 们 得 到 : 


2 
w= wo— ge (48.16) 


这 就 是 要 求 的 公式 . 对 于 Y 和 e, 并 且 如 果 角 a 不 太 接 近 于 zt/2, 它 给 
出 : 本 
ww OS wo (4 十 pr cosaj (48.17) 


对 于 a =x/2 我 们 有 : 


/ 2 2 
Ww = wo 1- 下 =w 人 (1 天) (48.18) 
在 这 种 情形 下 , 频率 的 相对 改变 正比 于 V/c 的 平方 . 
习 题 


1. 利用 复 振 幅 Eo 求 偏振 椭圆 轴 的 方向 和 大 小 . 
解 : 问题 在 于 求 和 拓 量 日 = bi 十 ijb2, 其 平方 是 实数 . 我 们 从 (48.7) 得 到 : 


Eo:E:=b+b2, Eo x E: = —2ibl x b,», (1) 


b? 十 b2 = 42 十 万 2?， bb2 = AB sins, 
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这 里 我 们 引入 了 记号 
WW 次 ，， 
|Eoy| — A, [Eo;| 一 本 。 二 0 
来 表示 Eo, 和 Eos 的 绝对 值 , 以 及 它们 之 间 的 相差 5. 于 是 有 


2bi2 = VA?+B?+2ABsind+t VA?+B?— 2ABsins, (2) 


由 此 我 们 得 到 了 偏振 椭圆 半 轴 的 大 小 . 
为 了 决定 它们 的 方向 (相对 于 任意 初始 轴 % 和 z), 我 们 从 等 式 


Re{f(Eo .Di)( 瑟 Do :b2)}=0 


出 发 ， 这 个 等 式 容易 通过 代入 Eo = (上 十 ibz)e-ie 来 验证 . 在 yy,z 坐标 中 写 出 
这 个 等 式 , 我 们 就 得 到 bl 的 方向 和 Y 轴 之 间 的 夹 角 0: 
2AB cos6d 
场 的 转动 方向 由 矢量 bl x bo 的 工分 量 的 正 负 号 决定 . 从 (1) 写 出 其 表 
达 式 


Fo, Eo:; 
z= EozEo, — Eo;Eoy = F Bj \B . 
2i(b! x bz2)z = Eo: Eo, — Ed:Eoy = |Eoyl { ( 嫩 ) | 


我 们 看 到 , bl x bs 的 方向 (无论 它 与 工 轴 的 正 向 相同 还 是 相反 ), 以 及 转动 
方向 (无 论 与 工 轴 右手 螺旋 方向 相同 还 是 相反 ), 均 由 比值 Bo;/Eo, 虚 部 的 
正 负 号 决定 (第 一 种 情况 为 正 , 第 二 种 情况 为 负 ). 这 是 对 圆 偏振 情形 的 法 则 
(48.11) 的 推广 . 

2. 求 电 荷 在 平面 单 色 线性 偏振 波 场 中 的 运动 . 

解 : 选择 波 场 百 的 方向 为 轴 ，, 我 们 写 出 : 


Ey=E= Eocoswt, A,y= A= -2 sin wé 


(EE 二 t+ 一 Zz/c). 从 847 习题 2 的 公式 (3) 和 (4) 我们 得 到 (在 粒子 平均 处 于 静 
止 的 参考 系 中 ) 下 列 借助 参数 罗 二 wt 来 表述 运动 的 公式 : 














一 e_ oc sin 2 了 COS 世 王 向 
872w3 7， y yw2 71， 2 ? 
2 m2 2 m2 
7 e L 志 0 . 2 2 e bo 
二 一 一 sin 27, = m2c2 十 
WwW 87y2w3 hh 7 2w2 
2 m2 





Ce = 一 得 
ww 7, Dy Ww 7， ps Ve 
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因此 , 电荷 在 zV 平面 内 沿 着 一 个 对 称 的 8 字形 曲线 运动 (其 纵 轴 沿 着 轴 ). 
在 一 个 运动 周期 内 , 娓 从 0 变 到 2r. 
3. 求 电 荷 在 圆 偏振 波 场 中 的 运动 . 
解 : 对 于 圆 偏振 波 的 场 , 我 们 有 : 


E, = Eo coswé, E; = Eo sinwé, 


cho cEo 








A,=—— sinwé, A,.= CO—— COs8wét. 
Ww Ww 
运动 由 下 列 公式 给 出 : 
eckE bh 
当 三 筷 ， 革 三 一 coswt, z=— ~ Sin wt, 
E 
Dz 一 0， Py 三 — in wt, Dz 三 —— coswt, 


£2 2 
72 = m2e2 十 ci 
w 


因此 ,电荷 在 yz 平面 内 沿 半 径 为 ecE0/Yw? 的 圆 运动 ,动量 具有 常数 值 
Pp 二 EBo/w，, 在 每 个 时 刻 , 动量 pp 的 方向 与 波 的 磁场 及 的 方向 相反 . 


849 ” 谱 分 解 


每 种 波 都 可 以 进行 谱 分 解 , 即 表 为 不 同 频率 的 单 色 波 的 和 登 加 . 这 种 展开 
的 特性 随 场 的 时 间 依 赖 特性 而 变化 . 
其 中 一 类 同 如 下 情况 有 关 , 那里 的 展开 包含 组 成 离散 值 序列 的 频率 . 这 
一 类 中 最 简单 的 情况 出 现 于 纯 周 期 性 (尽管 不 是 单 色 ) 的 场 的 分 解 . 这 就 是 
通常 的 侍 里 叶 级 数 展开 ; 它 包含 的 频率 是 “基本 ”频率 wo = 2r/T 的 整数 倍 ， 
这 里 人 是 场 的 周期 . 我 们 把 它 写 成 形式 


f= 四 人 (49.1) 

( 式 中 ,是 任何 描述 场 的 量 ) . 量 fh 通过 积分 
1 iniwot 

友 兰 亏 人 2 j(t)emeotdt (49.2) 

利用 函数 了 来 决定 . 因为 f(t) 必须 是 实数 , 那么 ， 


六" = fr- (49.3) 
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在 更 复杂 的 情况 下 , 展开 可 以 包含 几 个 不 同 的 无 公 度 基 频 的 整数 倍 (或 
它们 之 和 ) . 

在 对 和 式 (49.1) 进行 平方 及 时 间 平 均 时 , 由 于 含有 振荡 因子 , 带 不 同 频 
率 项 的 乘积 得 零 . 留 下 来 的 项 只 有 万 广 * = |fn|*. 因此 , 场 的 平方 的 平均 值 ， 
即 波 的 平均 强度 , 是 其 单 色 分 量 强 度 之 和 : 


三 一 O00 


P= 3 (=. (49.4) 
=1 


(这 里 假设 了 函数 f 对 一 个 周期 的 平均 值 是 零 , 即 fo = f=0). 

另 一 类 场 可 以 展开 为 含 连 续 分 布 的 不 同 频率 的 傅 里 时 积分 . 为 了 实现 这 
一 点 , 函数 f(t) 必须 满足 一 定 的 条 件 ; 通常 我 们 考虑 在 t= 士 oo 时 变 为 零 的 
函数 . 这 样 的 展开 具有 形式 


f= 人 fee (49.5) 
式 中 傅 里 叶 分 量 借助 函数 f(t) 通过 积分 
f= / 有 (beietdt (49.6) 
给 出 . 类 似 于 (49.3)， 
w= jo (49.7) 


我 们 来 把 波 的 总 强度 , 即 f? 对 所 有 时 间 的 积分 ， 用 健 里 叶 分 量 的 强度 
表示 之 .用 (49.5) 及 (49.6) 两 式 , 我 们 得 到 


[re {ee 
-人 
或 者 , 用 (49.7) 得 
pF f?dt = oP = a oP 3 
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每 一 单 色 波 , 依照 自己 的 定义 , 必定 是 偏振 的 . 然而 , 我 们 经 常 所 遇 到 
的 波 , 它们 仅仅 是 近似 单 色 的 , 包含 着 小 间隔 Aw 中 的 各 种 不 同 频 率 . 我 们 考 
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虑 这 种 波 , 并 且 假 设 w 是 它 的 某 一 中 间 频 率 . 这 时 , 它 在 空间 给 定点 的 场 (为 
确定 起 见 , 我 们 将 考虑 电场 百 ) 可 以 写成 形式 


Eo(t)e—'™t, 


这 里 的 复数 振幅 Eolt) 是 某 一 个 缓 变 的 时 间 的 函数 (对 于 严格 单 色 波 来 说 ,Eo 
就 是 常数 了 ) .既然 Eo 决定 波 的 偏振 , 那么 , 这 就 意味 着 , 在 波 的 每 一 点 ， 
偏振 随 着 时 间 变 化 ; 这 样 的 波 称 之 为 部 分 偏振 波 . 

用 实验 来 观察 电磁 波 的 偏振 特性 ,特别 是 , 观察 光 的 偏振 特性 , 是 将 所 
研究 的 光 通 过 各 种 物体 (例如 尼 科 耳 棱镜 ), 然后 观察 透 过 的 光 的 强度 . 从 数 
学 的 观点 来 看 , 这 就 意味 着 , 我 们 可 以 从 光 场 的 某 些 二 次 函数 的 值得 出 关于 
光 的 偏振 特性 的 一 些 结论 . 在 此 , 不 言 而 喻 , 我 们 所 研究 的 是 这 些 函 数 的 时 间 
平均 值 . 

场 的 二 次 函数 是 一 些 与 乘积 EaEg, E*E; 或 Es。E$ 成 正比 的 项 所 构成 的 . 
形 如 

EaEs = Eoabope et E*pE;= Ec, Eoes 


的 乘积 包含 着 快速 振荡 的 因子 et2iwt 当 取 时 间 平均 值 时 ,结果 为 零 ， 乘 积 
Eas = Eoa Ets 不 包含 那 种 因子 ,因而 它 对 时 间 的 平均 值 不 为 零 . 由 此 可 见 ， 
光 的 偏振 特性 完全 为 张 量 

Jap = Boa Esg (50.1) 


所 决定 . 
因为 矢量 Eo 总 在 垂直 于 波 的 方向 的 平面 内 , 张 量 J03 一 共有 四 个 分 量 
(在 本 节 内 , 指标 a,B 应 被 理解 为 只 取 两 个 值 , 即 a,B8 = 1,2, 相应 于 y 和 > 
轴 ;z 轴 沿 波 的 传播 方向 ). 
张 量 .es 的 对 角 元 素 之 和 (我 们 记 为 J) 是 一 个 实 量 一 一 矢量 Bo (或 
巨 ) 模 数 的 平方 平均 值 : 
J=Jo= 丁 .加 . (50.2) 
这 个 量 决定 波 的 强度 , 如 能 流 密度 所 测量 的 一 样 . 为 了 消去 那些 与 偏振 没有 
直接 关系 的 量 , 我 们 引入 张 量 
pap = :2 (50.3) 
来 替换 Jap: 对 它 来 说 ， Paa = 413 我 们 称 之 为 偏振 张 量 . 
从 (50.1) 的 定义 , 可 以 看 出 在 张 量 js, 以 及 相应 的 paa 的 分 量 间 存在 
着 下 面 的 关系 : 
paB = pha (50.4) 
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( 即 该 张 量 是 厄 米 的 ) G 因而 ， 对 角 分 量 p11l 和 p22 为 实数 ( 且 pll 十 022 = 
而 pz1 = pfz. 所 以 ,偏振 由 三 个 实 参 数 表征 . 

我 们 来 研究 对 于 完全 偏振 光 ， 张 量 pag 必须 满足 的 条 件 . 在 这 种 情形 
下 ,Eo = const ,所 以 我 们 简单 地 得 到 


Jap = Jpag = EoabEog (50.5) 
(未 平均 ), 即 该 张 量 的 分 量 可 以 写成 某 个 常 矢量 分 量 的 乘积 . 其 充 要 条 件 是 
行列 式 为 零 : 
|pag| = p11p22 一 pi2p21 = 0. (50.6) 
相反 的 情况 是 非 偏 振 光 或 自然 光 . 完全 不 存在 偏振 意味 着 , 所 有 的 方向 
(在 yz 平面 内 ) 等 价 . 换言之 , 偏振 张 量 必 须 具有 形式 : 
Wi 60p. (50.7) 


行列 式 是 |pas| = 1/4. 
在 任意 偏振 的 一 般 情 形 下 , 行列 式 的 值 从 0 到 1/4@. 所 谓 偏振 度 是 指正 
量 P, 定义 为 
lpap| = 37(1— EE). (50.8) 
已 值 从 0 (对 于 非 偏 振 光 ) 变 到 1 (对 于 偏振 光 ) . 
任意 张 量 pas 可 以 分 为 对 称 的 和 反对 称 的 两 部 分 . 其 中 对 称 部 分 


Sap = (Pap + pBa) 
是 实 的 , 因为 paa 具有 厄 米 性 . 反对 称 部 分 是 纯 虚 的 . 像 任何 阶 数 等 于 维 数 的 
反对 称 张 量 一 样 , 它 化 为 一 个 硅 标 量 ( 见 86 第 五 个 脚注 ): 
1 
了 (pap 一 ppa) = 一 zeap4， 


式 中 4 是 一 个 实 履 标量 ,eas 是 单位 反对 称 张 量 (其 分 量 eiz = -ezl =1) . 因 
此 , 偏振 张 量具 有 形式 : 


i 


@ 通过 考虑 平均 值 易 见 , 形 如 (50.1) 的 任何 张 量 的 行列 式 均 为 正 . 为 简单 起 见 , 求 和 对 分 
立 值 进行 , 再 用 熟知 的 代数 不 等 式 
[Dam 
.bb 


2 


< 2 lzol ll 
a bs 
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即 它 化 为 一 个 实 对 称 张 量 和 一 个 夺标 量 . 
对 于 圆 偏振 波 , 矢量 Eo = const , 这 里 


Eo2 = +tiEo1. 


于 是 易 见 , S48 = 6a8/2, 而 4 = 土 1. 男 一 方面 , 对 于 线 偏振 波 , 常 失 量 Eo 可 
以 选 为 实 的 ,所 以 A =0. 在 一 般 情形 下 , 量 4 可 以 称 为 圆 偏振 度 ; 它 取 值 从 
+1 到 一 1, 极限 值 分 别 对 应 右 旋 和 左旋 圆 偏 振 波 . 

实 对 称 张 量 S48, 像 任 何 对 称 张 量 一 样 , 可 以 化 到 主轴 , 不 同 的 主 值 我 
们 记 为 和 1 和 Az. 主轴 的 方向 相互 垂直 . 将 沿 这 些 方向 的 单位 矢量 记 为 mw 和 
mt23) ,我 们 可 以 把 Sa8 写 为 形式 : 


Sp = AinW ng 十 A2n2 ng,, 1 十 和 2 二 1. (50.10) 


量 和 和 Xz 是正 数 , 取 值 从 0 到 1. 

假设 4=0, 便 有 pas = Sas. (50.10) 式 的 两 项 中 , 每 项 的 形式 均 为 常 矢 
量 (VANint) 或 VXomt2)) 的 两 个 分 量 之 积 . 换言之 , 每 项 对 应 于 线 偏振 光 . 此 
外 我 们 看 到 , (50.10) 中 没有 含 两 个 波 分 量 乘 积 的 项 . 这 意味 着 两 部 分 可 以 看 
成 是 在 物理 上 彼此 独立 的 , 或 者 如 和 人们 所 说 , 它们 是 非 相 干 的 . 实际 上 ,如 
果 两 个 波 独立 , 乘积 Eh EY) 的 平均 值 就 等 于 每 个 因子 平均 值 的 乘积 , 因为 
它们 每 个 都 是 零 ,所 以 

Be RS = 

于 是 我 们 得 到 如 下 结论 ,在 这 种 情形 下 (4 = 0) ,部 分 偏振 波 可 以 表示 为 
两 个 非 相 干 波 (强度 正比 于 入 和 Xs) 的 又 加 , 沿 相互 垂直 的 方向 线性 地 全 
振 中 . (在 复 张 量 pap 的 一 般 情 形 下 , 可 以 证 明 , 光 能 够 表示 为 两 个 非 相 干 椭 
圆 偏振 波 的 全 加, 它们 的 偏振 椭圆 相似 且 相 互 垂 直 ,， 见 习题 2. 

令 2 为 轴 1(y 轴 ) 和 单位 矢量 nt 之 间 的 夹 角 ; 于 是 


mt = (cosy,sing), n= (一 sinw,cos 中 ). 


引信 量 1= 和 一 X ( 设 N > 和》X), 我 们 将 张 量 (50.10) 的 分 量 写 为 如 下 形式 : 


wy 1 十 cos2pP lsin2w 
2 1sin2p 1 | 人 
因此 ,对 于 轴 y 和 z 的 任意 选择 , 波 的 偏振 特性 可 以 用 下 列 三 个 实数 来 表 
征 : 4 一 圆 偏振 度 , 1 一 最 大 线 偏振 度 和 ww 一 最 大 偏振 方向 nt 和 wy 轴 之 间 的 
夹 角 . 


人 @@ 行列 式 |5。a| = 和 1X2; 假设 NI > Xz, 则 偏振 度 , 如 (50.8) 所 定义 , 是 P= 1 一 2X2. 在 目 
前 的 情形 (4 = 0), 人 们 常用 退 偏振 系数 (定义 为 比值 2/ 和 1) 来 表征 偏振 度 ， 
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我 们 可 以 用 另外 三 个 参数 的 集合 (斯 托 克 斯 参数 ) : 


El 一 /sin2p， 名 =4， 6 一 1cos20 (50.12) 
来 替换 这 三 个 参数 . 偏振 张 量 可 以 利用 它们 表示 为 
了 

区 过 50.13 

sn | We 


所 有 三 个 参数 的 取 值 范围 都 从 -1 到 +1. 参数 &3 表征 沿 y 和 z 轴 的 线 偏振 : 
值 &3 = 1 相应 于 沿 y 轴 的 完全 线 偏振 , £3 = -1 相应 于 沿 z 轴 的 完全 线 偏振 . 
参数 &1 表征 沿 与 y 轴 成 45° 角 方 向 的 线 偏振 : 值 &1 = 1 意味 着 在 角 yp= /4 
的 完全 偏振 , 而 & = 一 1 意味 着 在 角 2 = 一 x/4 的 完全 偏振 2. 

(50.13) 式 的 行列 式 等 于 


pap|= 0 一 如 -总 一 多) (50.14) 


与 (50.8) 比较 , 我 们 看 出 


P= \/é+é2+é3. (50.15) 


于 是 , 对 于 给 定 的 总 偏振 度 已 , 可 以 有 不 同类 型 的 偏振 , 由 三 个 量 61,é&2,é3 的 
值 表征 ,其 平方 和 是 固定 的 ;它们 构成 一 类 长 度 固 定 的 矢量 . 

我 们 指出 , 量 &2 = 4 和 VY 如 十 纺 =1 是 洛 伦 兹 变换 下 的 不 变量 . 从 这 些 
量 作为 圆 偏振 度 和 线 偏振 度 本 身 的 意义 来 看 , 这 一 点 已 经 几乎 是 不 言 而 喻 的 
了 @. 


习 题 


1. 将 一 任意 的 部 分 偏振 光 分 解 为 “自然 光 ” 和 “偏振 光 ” 两 部 分 . 
解 : 这 个 解 意味 着 将 张 量 jp 表示 为 如 下 形式 


1 * 
Jaap = 37"™ a8 十 人 


@ 对 于 椭圆 轴 为 b 和 bz 的 完全 椭圆 偏振 波 ( 见 $48), 斯 托 克 斯 参数 是 : 
El =0, é€2=+2bibz/J, é€3 = (b2 — b2)/J. 


这 里 y 轴 沿 着 b1, 而 &2 中 的 正 负 号 对 应 于 bz 是 沿 着 还 是 相反 于 z 轴 的 方向 

@ 为 给 出 直接 证 明 , 我 们 指出 ,因为 波 场 在 任何 参考 系 中 都 是 横 场 , 一 开始 就 很 清楚 . 张 
量 pus 在 任何 新 参考 系 中 仍然 是 二 维 的 . paa 到 p's 的 变换 不 改变 绝对 平方 和 pasp2a (实际 
上 , 变换 的 形式 并 不 依 章 于 光 的 特殊 偏振 性 质 , 而 对 于 完全 偏振 波 , 这 个 和 在 任何 参考 系 中 都 
等 于 1) . 因为 这 个 变换 是 实 的 , 张 量 pa。sa (50.9) 的 实 部 和 虚 部 独立 地 变换 , 所 以 每 个 分 量 的 平 
方 和 各 自 保 持 常数 ,用 ! 和 4 表示 . 
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第 一 项 对 应 自然 光 部 分 , 第 二 项 对 应 偏振 光 部 分 . 为 了 确定 这 些 部 分 的 强度 ， 
我 们 注意 行列 式 
Js 一 37" 6op 








= | E08"| =0. 
将 Jap = Jpagp 写 为 形式 (50.13) ， 解 方程 得 到 
Ja) = J(1— P). 


偏振 部 分 的 强度 是 J(P) = |E(P)|? = JJ- Jo) = .JP. 
偏振 光 部 分 一 般 说 来 是 椭圆 偏振 波 , 椭圆 轴 的 方向 同 张 量 Sup 的 主轴 重 


b+b2=JP, 2bibs = JPés, tan2y = 2 


2. 将 任意 的 部 分 偏振 波 表 示 为 两 个 非 相 干 椭圆 偏振 波 的 登 加 . 
解 : 对 于 厄 米 张 量 page，“ 主 轴 ” 由 两 个 单位 复 入 量 史 (ma .mr* = 1) 决定 ， 
它们 满足 方程 
PaBna = Ma. (1) 
主 值 XI 和 2 是 方程 
|pap — Mag| = 
的 根 . 将 (1) 两 边 乘 以 n*，, 我 们 得 到 ，: 


入 三 PapmamB = 了 |Eoana|， 
由 此 可 见 和 1, 和 A2 都 是 正 实 数 . 将 方程 
put nl el 


乘 以 n&) (对 第 一 个 ) 和 mg) (对 第 二 个 ), 取 结 果 的 差 , 并 考虑 到 pag 的 厄 
米 性 ,我 们 得 到 : 
(Al — M2)nt ne =0. 


于 是 有 nt .nt23 ”==0, 即 单位 矢量 nt 和 nl2) 相互 正 交 . 
波 的 展开 由 下 列 公式 提供 
Pas = AnDng) 十 Mn ng ， 
我 们 总 可 以 选择 复 振 幅 , 使 得 两 个 相互 重 直 的 分 量 一 个 为 实 , 另 一 个 为 虚 ( 比 


较 848) . 令 
nl =b, 7 一 ib 
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(现在 这 里 的 六 及 刀 理 解 为 按 条 件 好 十 妈 =1 进 行 了 归 一 化 ) ， 从 方程 
nl) a nn.(2)" 一 0 我 们 得 到 : 


nt =ibs, nd =h. 


于 是 我 们 看 到 , 两 个 椭圆 偏振 的 椭圆 是 相似 的 (有 相同 的 轴 比 ), 而 其 中 的 一 
个 相对 于 另 一 个 旋转 了 90°. 

3. 求 y,z 轴 转 动 角度 P 时 斯 托 克 斯 参数 的 变换 法 则 . 

解 : 该 法 则 由 斯 托 克 斯 参数 与 yz 平面 内 二 维 张 量 分 量 之 间 的 联系 决定 ， 
由 如 下 公式 给 出 


£1=&icos2p— é3sin2p, €3 =&1sin2p+é3c0s2p, €2 = &. 


§51 静电 场 的 傅 里 叶 分解 


电荷 所 产生 的 场 在 形式 上 也 可 以 分 解 为 平面 波 ( 即 展开 为 傅 里 叶 积分 ) . 
然而 这 种 展开 , 在 本 质 上 与 电磁 波 在 真空 中 的 展开 是 不 同 的 . 实际 上 , 电荷 所 
产生 的 场 并 不 满足 齐 次 的 波动 方程 , 因而 这 个 展开 式 的 每 一 项 也 不 满足 这 个 
方程 . 由 此 可 以 断定 , 电荷 产生 的 场所 能 展开 的 平面 波 , 并 不 满足 kh? = w?/e? 
这 个 关系 , 而 这 个 关系 对 于 单 色 平面 波 却 是 有 效 的 . 

就 特例 言 之 , 如 果 我 们 形式 地 将 静电 场 表 为 平面 波 的 全 加, 这些 波 的 “ 频 
率 ” 显然 为 零 , 因为 所 考虑 的 场 与 时 间 无 关 ; 波 和 失 量 本 身 当 然 不 为 零 . 

现在 我 们 来 考虑 处 在 坐标 原点 的 点 电荷 e 所 产生 的 场 . 该 场 的 势 yp 为 如 
下 方程 所 决定 ( 见 836) 

Ap = 一 4reb(7). (51.1) 


我 们 将 yp 展开 为 傅 里 叶 积分 , 即 我 们 把 它 表 为 形式 : 


Ne ik:™ dk 3 
内 一 / © Pk 27)3， d= dkrdk, dk;. (51.2) 


式 中 
Pk = | p(r)e "dV. 


将 拉 普 拉 斯 算 符 应 用 到 (51.2) 的 两 边 , 我 们 得 到 
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所 以 , Ap 的 表达 式 的 傅 里 叶 分 量 是 
(Ayp)k = 一 52pk. 
另 一 方面 , 我 们 取 方 程 (51.1) 两 边 的 傅 里 叶 分 量 , 就 可 以 求 得 (Ap)x: 
(Ap)k = — / dned(r)e *TdV = —4xe. 


比较 (Ayp)k 的 以 上 两 个 式 子 , 得 





Pk 一 (51.3) 
这 个 公式 解决 了 所 提出 的 问题 . 
像 对 势 yp 一样, 我 们 也 可 以 展开 场 
十 cc 3 
E= 人 Erei*” js: (51.4) 


利用 (51, 2), 我 们 得 到 
十 co 3 3 
B= -grad | DPKeie 一 - ipower gs 


同 (51.4) 相 比 较 , 得 





Ek = —ikpk = -i (51.5) 
由 此 可 见 , 库仑 场 可 以 分 解 的 波 的 场 沿 着 波 失 量 方向 .因此 , 这 些 波 可 以 称 为 
纵波 . 
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我 们 来 考虑 空间 一 有 限 体 积 内 的 电磁 场 (不 存在 电荷 ) . 为 了 简化 以 后 
的 计算 , 假设 这 个 体积 的 形状 是 一 个 长 方 体 , 其 边 是 A, B,C. 这 时 我 们 可 以 
将 场 的 所 有 特征 量 在 这 个 长 方 体内 展开 为 三 重 传 里 叶 级 数 ( 按 三 个 坐标 ) . 这 
个 展开 式 可 以 写成 (例如 对 于 矢 势 ) : 





= Ae", (52.1) 
k 


求 和 应 对 矢量 k 的 所 有 可 能 值 进行 ,矢量 的 分 量 可 取 


271n.7 二 27n,, 27n.> 
i= 有， ky, = BB Ms c (52.2) 


各 值 , nz,ny,ns 是 正 整数 或 负 整 数 . 
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因为 A 必须 为 实 , 展开 式 (52.1) 的 系数 必须 满足 关系 式 A_ = A. 从 
div A = 0 这 个 方程 ,对 于 每 一 个 k, 我 们 有 


k. Ak = 0， (52.3) 


就 是 说 , 复 矢量 Ak 垂直 于 其 相应 的 波 矢量 k. 矢量 Ak 当然 是 时 间 的 函数 ; 
从 波动 方程 (46.7) 可 知 , 它们 满足 方程 


Ax 十 c2k24K = 0. (52.4) 


如 果 体 积 的 边 4, B,C 足够 大 ,那么 ,ki,ky,k。 的 相 邻 的 值 (它们 的 
nz,ny,ns 相差 1) 彼此 几乎 相等 .在 这 种 情形 下 ,我们 可 以 讨论 人 ,jyK。 
在 小 间隔 Ak;, Ak,, Aks 中 的 可 能 值 的 数目 . 既然 与 邻近 值 相应 的 ns 相差 
1, 那么 , 在 间隔 Akz 内 kz 可 能 值 的 数目 Anz 就 简单 地 等 于 mz 之 值 的 相应 
的 间隔 . 因此 , 得 到 


4 B C 
Am- 一 元 和 Ab， An, 一 元 和 Ai， An. 一 37 Akz- 
分 量 在 间隔 Akj, Aky, Ak; 内 的 矢量 上 的 可 能 值 的 总 数 An 等 于 AnzAnyAn;， 
即 


An = AnzAnyAns = -—-zAksAkyAk;, (52.5) 


(27 i 
式 中 ,V = 4BC 是 场 的 体积 . 由 此 很 容易 决定 其 绝对 值 在 间隔 Ak 内 , 而 其 
方向 在 立体 角 元 Ao 内 的 波 矢量 可 能 值 的 数目 . 为 此 , 我 们 只 需 在 “k 空间 ” 
内 变换 到 球 坐 标 , 并 且 用 这 个 坐标 表示 的 体积 元 来 代替 Ak,Ak,Ak. 因此 ， 


WW 
和 六 三 (On) —k AkAo. (52.6) 


以 4r 代 Ao， 绝 对 值 在 间隔 Ak 内 而 方向 任意 的 波 矢量 有 值 的 总 数 就 是 
An = Vk2Ak/2n2. 
我 们 来 计算 场 在 体积 V 内 的 总 能 量 


ee 2 2 
s= /Es + H?)dV, 
把 它 表 示 为 量 4x 的 函数 . 对 于 电场 和 磁场 , 我 们 有 
学 有 本 ee 入 ik- 
E=--A= dr - 


H=rotA=-i》 (kx A4k)eie7. (52.7) 
k 
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当 求 这 些 和 的 平方 时 , 必须 记 着 , 所 有 含 波 和 失 量 k 和 k'(k 关 k') 项 的 乘积 在 
整个 体积 内 积分 时 为 零 . 事实 上 , 这 样 的 项 含有 形 如 ei(s+ke)r 的 因子 , 而 积 


分 , 例如 
27 
1— ZL dr 
ep (in z) 


当 nz 是 不 为 零 的 整数 时 , 等于零 . 在 含有 kk' = 一 k 的 项 中 , 指数 为 零 , 对 dV 
的 积分 恰恰 等 于 体积 V 
结果 , 我 们 求 得 


一 8= 训 了 人 A Ai + (kx Ak): (kx 人 上 
k 
从 (52.3), 我 们 有 
(kx Ab) (kx A:) = kA A:, 
于 是 我 们 最 后 得 到 


V 1 1 2 加 
6 = 本 2 人 . A + kc A A:}. (52.8) 


这 个 和 中 的 每 一 项 对 应 于 展开 式 (52.1) 中 的 一 项 . 
由 于 (52.4), 矢量 4k 是 时 间 的 调和 函数 , 频率 wi = ck 仅 取决 于 波 矢 
的 绝对 值 . 依赖 于 这 些 函 数 的 选择 , 展开 式 (52.1) 中 的 项 可 以 表示 平面 驻 波 
或 行 波 . 我 们 将 场 的 展开 式 写 成 这 样 的 形式 , 使 它 描述 平面 行 波 . 为 此 , 我 们 
A 2 (Qnew" + oare i*r) (52.9) 


(这 个 形式 明白 地 显 出 4 为 实 ), 并 且 每 一 个 ak 按 以 下 规律 依赖 于 时 间 : 


—iwkt 
3 


Qkp~e wk = Ck. (52.10) 


和 式 (52.9) 内 的 每 一 项 都 仅 是 差 kr 一 wrt 的 函数 , 它 与 在 矢量 上 方向 传播 
的 波 相 应 . 
比较 展开 式 (52.9) 和 (52.1), 我 们 发 现 , 它们 的 系数 通过 公式 


Apgk = Qk +a*k 
相关 联 , 而 从 (52.10) 可 见 , 时 间 导 数 通过 


Ak = 一 ick(ak — ax) 
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相关 联 . 代入 (52.8) ,我 们 用 展开 式 (52.9) 的 系数 表示 出 场 的 能 量 . 带 有 
形式 ak .ak 或 aark 乘积 的 项 彼此 相 消 ; 也 注意 到 ， 和 式 》ak .ax 和 
> a_k:ak 的 差别 仅 在 于 求 和 指标 的 记号 , 因而 彼此 相同 , 最 后 得 到 : 


k2V 
8= 2 = ok ok (52.11) 


因此 , 场 的 总 能 量 是 用 能 量 如 之 和 来 表示 的 , 而 hk 又 与 每 一 单个 的 平面 波 
相 联 系 . 
用 同样 的 方法 , 我 们 可 以 计算 场 的 总 动量 . 


5 /sav=2 /ExHav, 
C 47rc 


并 且 得 到 
es (52.12) 


从 平面 波 的 能 量 与 动量 的 关系 ( 见 847), 也 可 以 预料 到 这 个 结果 . 

展开 式 (52.9) 是 用 不 连续 的 变量 序列 (矢量 ak) 来 实现 场 的 描述 , 而 不 
是 用 连续 的 变量 序列 来 描述 , 后 者 实际 上 是 给 空间 各 点 以 势 4(z, yz,t. 我 
们 现在 将 变量 ak 作 一 个 变换 , 使 场 方 程 变 为 与 力学 中 正则 方程 (哈密 顿 方 
程 ) 相似 的 形式 . 

引入 实 “ 正 则 变量 ”Qk 及 下, 其 关系 如 下 : 


Qk = V (on + ok) 


(52.13) 
Pe = -iuet/ 二 (ak 一 oj) = Qu 
将 这 些 关 系 代 人 能 量 表 达 式 (52.11), 就 得 到 场 的 哈密 顿 量 : 
1 
HW = 2 骆 一 2 3(PR + wfQE). (52.14) 


于 是 哈密 顿 方程 9 和/9P = Qk 与 Ps = Qk 相符 , 因此 它 是 运动 方程 的 推论 
(通过 适当 选择 (52.13) 中 的 系数 就 可 以 实现 这 一 点 ). 运动 方程 9 和 /9Qx = 
一 忆 . 则 变 为 

Qk + wiQk = 0, (52.15) 


就 是 说 , 它们 同 场 方程 完全 一 样 了 . 
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矢量 下 及 Qk 中 的 每 一 个 都 垂直 于 波 失 k, 即 有 两 个 独立 分 量 . 这 些 矢 
量 的 方向 决定 其 相应 行 波 的 偏振 方向 . 用 Qkj,j = 1,2, 代表 矢量 Qk 的 两 个 
分 量 (在 与 垂直 的 平面 内 ), 我 们 就 有 


Q% = 
3 
对 于 忆 , 我 们 也 可 以 得 到 相似 的 式 子 . 于 是 ， 


1 
w= Ny hy = 2 (Pky + weQ2,). (52.16) 
kj 


由 此 可 见 , 哈密 顿 量 分 解 为 若干 独立 项 . 稚 j 之 和 , 每 项 仅 含 一 对 量 Qk; 
及 下) 每 个 这 样 的 项 与 一 个 有 一 定 波 失 量 及 偏振 的 行 波 相 对 应 . 量 .%4j 具有 
作 简 谐振 动 的 一 维 “ 振 子 ” 的 哈密 顿 量 的 形式 . 因为 这 个 理由 , 我 们 有 时 说 用 
振子 来 展开 场 . 

我 们 来 写 出 显 含 变量 妃 ,Qx 的 场 的 表达 式 . 从 (52.13) 得 到 


ak 一 ECP: —iwQk), ax = -EVE + iwi Qk). (52.17) 
将 这 些 式 子 代 入 (52.1) , 我 们 得 到 场 的 矢 势 


A=2F TRA ek — Prsink.r) (52.18) 
对 于 电场 与 磁场 , 我 们 求 得 


E= -2 过》 (ckQksink -rn + BP cosk .7), 
* 大 


和 = i 7 {ck(k x Qxr)sink:.r+i+(kx PP)cosk:.r}. (52.19) 
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平面 波 的 特征 是 它 的 传播 方向 和 振幅 处 处 相同 . 任意 的 电磁 波 当然 没有 

然而 , 在 许多 情况 下 , 电磁 波 虽 然 不 是 平面 波 , 但 具有 如 下 特性 , 即 它 
们 在 空间 的 每 一 个 小 区 域内 可 以 当做 是 平面 波 .为 了 满足 这 个 要 求 , 显然 , 波 
的 振幅 和 方向 在 与 波长 同 数量 级 的 距离 内 必须 是 几乎 不 变 的 . 

如 果 这 个 条 件 被 满足 了 , 我 们 可 以 引入 一 个 所 谓 波 面 , 它 是 这 样 一 个 面 ， 
在 该 面 上 的 所 有 点 , 波 的 相位 (在 给 定时 刻 ) 都 是 一 样 的 (平面波 的 波 面 显 
然 是 一 个 与 光 的 传播 方向 相 垂 直 的 平面 ) . 在 空间 的 每 一 个 小 区 域内 , 我 们 
可 以 说 光 的 传播 方向 垂直 于 波 面 . 这 样 , 我 们 可 以 引入 光线 这 个 概念 , 光线 . 
是 其 上 每 一 点 的 切线 都 同 光 的 传播 方向 相合 的 线 . 

用 这 种 方法 研究 波 的 传播 规律 属于 几何 光学 的 范畴 . 因此 ,几何 光学 将 
波 的 传播 , 特别 是 光 的 传播 ， 当做 光线 的 传播 , 因而 完全 同 它 的 波 的 特性 脱 
离 了 关系 . 换 名 话说, 几何 光学 相当 于 波长 入 一 0 的 极限 情形 . 

我 们 现在 来 求 几 何 光 学 的 基本 方程 一 一 决定 光线 方向 的 方程 . 设 f 是 描 
写 波 场 的 任意 一 个 量 (五 或 互 的 任意 一 个 分 量 ) . 在 单 色 平面 波 中 , f 有 下 
面 的 形式 : 

f =aexp[i(k:r — wt+a)) = aexp[i(—kiz’ 十 a)] (53.1) 
(我 们 略 去 了 符号 Re; 以 后 遇 到 的 所 有 式 子 都 理解 为 取 其 实数 部 分 ) . 
我 们 将 场 的 表达 式 写 成 
f =a0™. (53.2) 


对 于 波 不 是 平面 的 , 但 几何 光学 可 以 适用 的 情况 ,振幅 a 一般 来 说 是 坐标 与 
时 间 的 函数 , 而 相位 区 ,也 叫做 程 函 , 没有 像 (53.1) 那样 简单 的 形式 . 但 是 
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在 本 质 上 , 少 是 一 个 很 大 的 量 . 这 可 以 直接 从 下 面 的 事实 看 出 来 , 即 当 我 们 移 
动 一 个 波长 时 ,水 就 变动 2x, 而 几何 光学 是 与 极限 入 一 0 相应 的 . 

在 一 个 小 的 空间 区 域 中 和 一 个 小 的 时 间 间 隔 内 , 程 函 可 以 展开 为 级 数 ; 
如 果 只 精确 到 第 一 级 , 则 我 们 有 


攻 a 
VV=wo+r Br ta 


(坐标 及 时 间 原 点 都 选择 在 所 研究 的 空间 区 域 及 时 间 间 隔 内 ; 导数 在 原点 取 
值 ) . 将 上 式 与 (53.1) 式 相 比较 , 得 到 

k= 7 =grady, WV= Be 
这 相应 于 下 面 的 事实 , 即 在 空间 的 每 一 个 小 区 域内 ( 且 在 每 个 小 的 时 间 间 隔 


内 ), 波 可 以 当做 是 平面 的 . 用 四 维 空 间 形式 ,(53.3) 式 可 以 写成 
Ov 


ki = 一 有 (53.4) 


(53.3) 


其 中 是 波 四 维 矢 量 . 
在 $48 中 我 们 已 经 看 出 , 四 维 矢 量 ki 的 分 量 之 间 有 kk* = 0 的 关系 . 将 
(53.4) 代入 ,得 到 
Ow Ow 
OT; OT’ 
这 个 方程 称 为 程 函 方程 , 它 是 几何 光学 的 基本 方程 . 
在 波动 方程 内 作 直 接 的 极限 过 渡 入 一 0, 也 可 以 导出 程 函 方程 . 场 f 满 
是 波动 方程 








= (53.5) 











Of 四 
Ori0r’ -> 
将 = aeiy 代入 ,得 到 
Oa ei a OV iy Oy ov Ov 
DO + Bri™ EE if gy Or ~ Or; Be Be 0. (53.6) 


但 是 上 面 已 经 指出 , 程 函 少 是 一 个 很 大 的 量 ; 因此 前 三 项 与 第 四 项 相 比 可 以 
略 去 , 于 是 我 们 重 又 得 到 方程 (53.5) . 

在 这 里 , 我 们 还 将 求 出 一 系列 关系 . 虽然 将 这 些 关 系 应 用 于 光 在 真空 中 
的 传播 时 只 能 导出 一 些 显而易见 的 结果 , 不 过 , 它们 还 是 重要 的 . 因为 就 其 
一 般 形式 而 言 , 这 些 推 导 也 适用 于 光 在 物质 介质 中 的 传播 . 

从 程 函 方程 的 形式 , 得 到 一 个 在 几何 光学 与 实物 粒子 力学 间 的 惊人 的 相 
似 性 . 粒子 运动 决定 于 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 (16.11) . 这 个 方程 , 正如 程 消 方 
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程 一 样 , 是 一 阶 偏 导数 的 、 二 次 的 方程 . 我 们 知道 , 作用 量 5 与 粒子 的 动量 p 
及 哈密 顿 量 .和 有 下 列 关系 : 


05 05 


VS We ot 
将 这 些 公式 与 (53.3) 比较 , 我 们 看 出 , 波 矢 在 几何 光学 中 所 扮演 的 角色 正如 
粒子 的 动量 在 力学 中 所 扮演 的 角色 一 样 ， 而 频率 所 扮演 的 角色 是 哈密 顿 量 ， 
即 粒 子 的 能 量 . 波 矢 的 绝对 值 上 同 频 率 的 关系 为 k= w/c. 我 们 看 出 , 这 个 关 
系 正 与 一 个 质量 为 零 而 速度 等 于 光速 的 粒子 的 动量 与 能 量 的 关系 p= 8/e 相 
似 . 
对 于 质点 , 哈密 顿 方程 
2 2 
BB 


成 立 . 鉴于 上 述 的 相似 性 , 我 们 可 以 直接 写 出 光线 的 类 似 方程 


(53.7) 


在 真空 中 ,w= ck, 因而 大 = 0,v= cn (n 是 沿 着 波 的 传播 方向 的 单位 和 失 量 ) ; 
就 是 说 , 在 真空 中 , 光线 是 直线 , 光 沿 着 这 条 直线 以 速度 c 传播 . 

下 面 的 考虑 ,更 加 清楚 地 说 明了 波 的 波 拓 与 粒子 的 动量 的 相似 性 . 我 们 
来 考虑 一 种 波 , 它 是 许多 频率 不 同 的 单 色 波 在 某 一 小 间隔 内 的 全 加 ,这 个 波 
只 占据 空间 的 某 个 有 限 区 域 (这 就 是 所 谓 波 包 ) . 我 们 利用 公式 (32.6) 及 能 
量 动量 张 量 (48.15) 来 计算 这 个 波 的 场 的 四 维 动量 (对 于 每 一 个 单 色 分 量 ) . 
用 某 些 平均 值 代替 这 个 公式 中 的 后 , 我 们 得 到 如 下 形式 的 表达 式 


P: = Ak’', (53.8) 
这 里 四 维 矢量 Pi 与 此 的 比例 常数 4 是 一 标量 . 写成 三 维 形式 ,这 个 关系 给 
出 

P= AE, 8 = A. (53.9) 

由 此 可 见 , 当 我 们 从 一 个 参考 系 过 渡 到 另 一 个 参考 系 时 , 波 包 的 动量 和 能 量 
像 波 失 和 频率 一 样 变换 . 

再 往 前 追溯 这 种 相似 , 我 们 可 以 为 几何 光学 建立 一 个 原理 , 这 个 原理 与 

力学 中 的 最 小 作用 量 原理 相似 . 然而 , 不 能 将 它 写成 如 3 /rat =0 那样 的 哈 


密 顿 形式 , 因为 对 于 光线 , 不 可 能 引入 像 粒子 的 拉 格 朗 日 量 那 样 的 函数 . 事 
实 上 ,粒子 的 拉 格 朗 日 量 工 与 哈密 顿 量 . 庆 有 工 ==p:90.W/0p 一 .的 关系 .如 
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果 用 频率 w 代替 哈密 顿 量 , 用 波 和 失态 代替 动量 , 那么 , 光学 中 的 拉 格 朗 日 量 
就 应 该 写成 kBw/Bk 一 w. 但 是 这 个 式 子 等 于 零 , 因为 w= ck. 前 面 已 经 提 到 
过 , 光线 的 传播 同一 个 质量 为 零 的 粒子 的 运动 相似 , 因此 , 对 于 光线 引入 拉 
格 朗 日 量 之 不 可 能 也 是 显而易见 的 . 

如 果 波 有 一 定 的 恒定 频率 w, 那么 , 它 的 场 与 时 间 的 关系 就 为 一 个 因子 
ewt 所 决定 . 因此 , 这 样 的 波 的 程 蚂 就 是 


$= -wt+ wo(r,y, 2), (53.10) 


式 中 , wo 仅 是 坐标 的 函数 . 程 函 方 程 (53.5) 现在 取 下 面 的 形式 : 


2 
(grad wo)? = 与 ， (53.11) 


波 面 就 是 定 值 程 消 的 曲面 , 亦 即 曲面 族 wo(z,y,z) = const. 光线 本 身 在 每 一 
点 都 垂直 于 相应 的 波 面 ; 光线 的 方向 为 梯度 Vwo 所 决定 . 

众所周知 , 如 果 能 量 是 常数 , 粒子 的 最 小 作用 量 原 理 也 可 以 写成 所 谓 莫 
培 督 原理 的 形式 : 


85=8 /pdi=0 


这 里 的 积分 是 沿 着 两 点 间 的 粒子 的 轨道 而 取 的 . 在 这 个 式 子 内 , 我 们 假设 动 
量 是 能 量 与 坐标 的 函数 . 光线 的 类 似 原理 是 费 马 原 理 . 在 这 种 情形 下 , 我 们 
将 费 马 原理 写成 类 似 的 形式 : 


5 = Sfx-at = 0. (53.12) 
在 真空 中 ,k= nn， 我 们 得 到 (dl .n= dl): 


5 fa =0, (53.13) 
这 与 光 沿 直线 传播 相应 . 
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在 几何 光学 中 , 光波 可 以 当做 一 东 光 线 . 然而 光线 本 身 仅仅 决定 光 在 每 
一 点 的 传播 方向 , 还 余下 来 一 个 问题 , 即 光 的 强度 在 空间 分 布 的 问题 . 

在 所 考虑 的 光线 束 的 波 面 上 , 我 们 取出 一 个 无 限 小 的 面 元 . 从 微分 几何 
知道 , 在 每 一 个 曲面 的 每 一 点 上 , 有 两 个 (一 般 说 是 不 同 的 ) 主 曲率 半径 . 设 
ac 和 bd (图 7) 为 主 曲率 圆 的 线 元 , 它们 在 波 面 的 给 定 面 元 上 . 通过 a 和 的 
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光线 相交 于 相应 的 曲率 中 心 O1, 而 通过 和 ad 的 光线 则 相交 于 另 一 曲率 中 心 
O2. 

当 从 O 和 Os 出 发 的 光 东 的 开放 角 一 定时 , 弧 ac 和 bd 之 长 显然 与 曲率 
半径 Ri 和 Rs 成 正比 ( 即 与 O10 及 O20 成 正比 ) . 面 元 的 面积 与 长 度 ac 和 
bd 之 积 成 正比 , 即 与 RiRs 成 正比 . 换 名 话说， 如 果 考 虑 由 一 束 光 线 所 构成 
的 波 面 元 , 那么 , 当 沿 着 光线 移动 时 , 面 元 的 面积 将 与 Ri1Rz 成 正比 地 改变 . 

另 一 方面 , 光 的 强度 , 即 能 流 密度 , 与 一 定 的 光 能 量 通过 的 曲面 面积 成 
反比 . 因此 , 我 们 得 到 一 个 结果 , 即 光 的 强度 是 

const 
RiR 

这 个 公式 必须 理解 如 下 . 在 每 一 条 光线 上 (图 7 中 的 4B), 存在 着 确定 
的 点 O1 及 Oo, 这 两 点 是 所 有 与 光线 相交 的 波 面 的 曲率 中 心 . O01 与 00。 是 
从 O 点 ( 波 面 与 光线 相交 之 点 ) 到 O1 和 Os 的 距离 , 即 波 面 在 O 点 的 曲率 
半径 Rl 及 Ro. 因此 , 公式 (54.1) 决定 光 沿 着 一 条 光线 上 的 强度 变化 , 表示 
为 到 该 线 上 二 定点 之 距离 的 函数 . 我 们 强调 指出 , 这 个 公式 不 能 用 来 比较 同 
一 波 面 上 的 不 同 点 的 强度 . 

因为 强度 为 场 的 模 的 平方 所 决定 , 我 们 就 可 以 写 出 场 本 身 沿 光线 的 变化 
如 下 : 





(54.1) 





(54.2) 


式 中 , 在 相 因 子 eik& 内 , 我 们 既 可 以 用 Ri 也 可 以 用 Rs 代替 R. 对 于 一 给 定 
的 光线 , e*R! 和 eikaa 两 个 量 只 相差 一 个 常量 因子 , 因为 差 瓦 ; 一 R2 即 两 个 
曲率 中 心 的 距离 , 是 一 个 常数 . 

如 果 波 面 的 两 个 曲率 半径 相等 , 那么 ,(54.1) 和 (54.2) 就 有 如 下 的 形式 : 


t const j;. 
FS 一 ， 玫 = 一 el (54.3) 
当 光 是 从 一 个 点 源 射 出 时 , 就 对 应 于 这 种 情形 ( 波 面 都 是 同心 球 , R 是 从 光 
源 到 波 面 的 距离 ) . 
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从 (54.1) 式 , 我 们 看 出 ,在 Ri =0, R=0 各 点 , 即 在 波 面 的 曲率 中 心 ， 
强度 变 为 无 穷 大 . 将 这 个 结论 应 用 到 光线 束 , 我 们 得 到 在 一 给 定 光 线束 内 , 光 
的 强度 ,一般 来 说 , 在 两 个 曲面 上 变 为 无 穷 大 , 这 两 个 曲面 就 是 波 面 的 所 有 
曲率 中 心 构成 的 几何 图 形 . 这 两 个 曲面 称 为 焦 散 面 . 在 光束 的 波 面 是 球面 的 
特殊 情形 下 , 两 个 焦 散 面 就 合 为 一 点 (焦点 ) . 

必须 指出 , 按照 微分 几何 中 熟知 的 曲面 族 的 曲率 中 心 几 何 构 形 的 性 质 ， 
光线 与 焦 散 面相 切 . 

我 们 应 当 记 着 , 对 于 凸 波 面 , 波 面 的 曲率 中 心 可 以 不 在 光线 本 身 ,而 在 
其 延长 线 上 , 在 发 出 光线 的 光学 系统 之 外 . 在 这 种 情形 下 , 我 们 说 它 是 虚 焦 
散 面 (或 虚 焦 点 ) . 这 时 , 光 的 强度 无 论 在 哪里 都 不 会 变 为 无 限 大 . 

至 于 光 的 强度 变 为 无 限 大 , 实际 上 应 当 理 解 为 , 强度 在 焦 散 面 上 变 大 了 ， 
但 仍 是 有 限 的 ( 见 859 中 的 习题 ) . 形式 上 , 光 强 度 为 无 限 大 就 说 明 几 何 光 
学 近似 不 能 应 用 到 焦 散 面 附 近 . 与 此 有 关 的 还 有 下 述 事实 , 即 相 位 沿 着 光线 
的 变化 可 以 由 公式 (54.2) 来 决定 , 但 是 只 限于 不 包含 与 焦 散 面相 切 之 点 的 一 
段 . 以 后 在 859 中 我 们 还 要 证 明 , 实际 上 当 光 线 穿 过 焦 散 面 时 , 场 的 相位 减 
少 x/2. 这 就 是 说 ,如 果 在 光线 上 与 焦 散 面 第 一 次 相交 之 前 的 那 一 段 上 , 场 
与 因子 et** (z 是 沿 光线 的 坐标 ) 成 正比 , 那么 , 穿 过 焦 散 面 以 后 ， 场 将 与 
eitkz-x/2) 成 正比 . 在 第 二 个 焦 散 面 的 切 点 的 附近 ,又 会 发 生 同 样 的 情形 , 在 
这 点 以 后 , 场 将 与 e(**-" 成 正比 9. 
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如 果 一 条 光线 在 真空 中 行进 , 投射 在 一 个 透明 物体 上 , 当 它 从 这 个 物体 
射出 时 , 它 的 方向 与 原来 的 方向 一 般 来 说 是 不 同 的 . 这 种 方向 的 改变 当然 与 
物体 的 特性 和 物体 的 形状 有 关 . 但 是 , 我 们 可 以 求 得 一 些 一 般 的 规律 , 这些 
规律 给 出 光线 经 过 一 个 任意 物体 时 方向 的 改变 . 在 此 , 我 们 只 假定 几何 光学 
可 以 应 用 到 在 我 们 所 考虑 的 物体 内 行进 的 光线 , 依照 惯例 , 光线 所 穿 过 的 透 
明 物 体 称 为 光学 系统 . 

按照 853 所 指出 的 光线 传播 与 粒子 运动 的 相似 性 , 这 些 普遍 定律 ,对 这 
样 的 粒子 运动 方向 的 改变 也 是 有 效 的 ,这 个 粒子 在 真空 中 最 初 沿 直线 运动 ， 
以 后 经 过 某 一 电磁 场 , 再 从 这 个 场 中 穿 出 来 到 真空 中 . 但 是 , 为 了 确定 起 见 ， 
我 们 以 后 总 是 说 光线 的 传播 . 

我 们 在 上 节 已 经 看 出 , (对 于 一 定 频 率 的 光 ) 描述 光线 传播 的 程 痪 方程 可 
以 写成 (53.11) 的 形式 . 从 现在 起 , 为 便利 起 见 , 我 们 用 代表 被 常数 w/c 除 
”“@ 尽管 公式 (54.2) 本 身 在 焦 散 面 附近 不 成 立 , 场 的 相位 改变 在 形式 上 相应 于 这 个 公式 中 
Ri 或 Ra 正 负 号 的 改变 ( 即 乘 以 eir) . 
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过 了 的 程 清 wo. 这 时 , 几何 光学 的 基本 方程 有 下 列 形式 : 
(Vw)? 二 1. (55.1) 


该 方程 的 每 一 个 解 描述 一 个 确定 的 光线 束 , 其 中 经 过 空间 给 定点 的 光线 
的 方 回 由 小 在 该 点 的 梯度 决定 . 然而 为 了 我 们 的 目的 , 这 种 描述 是 不 够 的 ， 
因为 我 们 正在 寻找 的 , 是 决定 任意 光线 (而 不 是 一 个 确定 的 光线 束 ) 经 过 一 
个 光学 系统 的 路 径 的 普 忆 关系 .因此 , 我们 必须 应 用 程 函 的 这 样 一 个 形式 , 它 
可 以 描述 所 有 一 般 可 能 的 光线 ,也 就 是 经 过 空间 任意 一 对 点 的 光线 . 通常 形 
式 的 程 清 (7) 是 经 过 点 7 的 某 束 光线 的 相位 . 现在 我 们 应 当 引 入 为 两 点 坐标 
函数 (7,7') 的 程 函 (r 和 wr’ 是 光线 起 点 和 终点 的 径 矢 ). 对 于 每 一 对 点 mm“ ， 
都 可 以 有 光线 经 过 这 两 点 , 而 小 (7,7') 是 光线 上 两 点 7 和 mm 的 相位 差 (或 如 
一 般 所 称 的 , 光 程 长 ) . 从 现在 起 , 我 们 把 > 和 理解 为 透 过 光学 系统 之 前 
和 之 后 光线 上 两 点 的 径 矢 . 
如 果 在 (7,7 ) 中 ,认为 径 和 撩 之 一 ,例如 r', 是 给 定 的 ,那么 , 儿 是 7 的 隐 
数 , 描写 一 个 确定 的 光线 束 , 即 经 过 7' 点 的 光线 东 . 少 应 当 满 足 方程 (55.1)， 
方程 中 的 微分 是 对 mr 的 分 量 进行 的 同 理 ， 如果 mr 固定 ,我 们 又 得 到 一 个 
也 (7,7') 的 方程 ,因此 
(VY) =1, (Vw)?=1. (55.2) 


从 上 节 我 们 知道 , 光线 的 方向 由 它 的 相位 的 梯度 所 决定 . 既然 (7,7') 是 
在 点 7 及 点 的 相位 差 , 在 点 的 光线 的 方向 就 由 矢量 n= 6w/9r' 所 决 
定 , 而 在 7 点 的 光线 的 方向 , 则 由 矢量 n= 一 60w/9r 决定 . 从 (55.2) 式 可 以 
看 出 ,m 及 n’' 是 单位 矢量 : 

m2 =n?=1. (55.3) 


四 个 矢量 7,7',n,n’ 相互 间 有 一 定 的 关系 , 因为 其 中 两 个 (mn 和 mn') 是 
某 一 函数 小 对 男 外 两 个 (r 和 ) 的 导数 . 至 于 函数 蓝本 身 , 它 是 满足 附加 
条 件 方 程 (55.2) 的 . 
为 了 求 出 n,mn',7,7' 的 关系 , 最 便利 的 方法 是 用 另外 一 个 量 代 替 多 ,对 
这 个 量 不 加 任何 附带 条 件 ( 即 不 要 求 它 满足 任何 微分 方程 ) . 我 们 可 以 按照 
下 面 的 方法 去 做 . 在 函数 沙 内 , 独立 变量 是 7 和 7', 因此 , 对 于 微分 dw%, 我 
们 有 
dy = Tr —n:dr+i+n’ .dr . 
现在 我 们 作 一 个 勒 让 德 变换 , 从 7,7', 变换 到 新 的 独立 变量 n,n'; 亦 即 
我 们 写 
dy =—d(n:7)+r:dnt+d(n’ 7) 一 mr .dn, 
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引入 函数 
ed i (55.4) 


我 们 得 到 
dx =—r:dn+r’ .dm (55.5) 


国 数 x 称 为 角 程 函 ; 从 (55.5) 式 可 以 看 出 , 角 程 郴 内 的 独立 变量 是 n 
和 m'. 没有 附带 条 件 加 在 x 上 . 事实 上 , 方程 (55.3) 现在 仅仅 表示 关于 独立 
变量 的 条 件 : 在 矢量 的 三 个 分 量 nz , ny,mz 中 ,只 有 两 个 是 独立 的 (对 于 
n' 也 有 类 似 情况 ) . 我 们 以 后 选取 ny , nz, mi ,ns 为 独立 变量 ; 于 是 ， 


ne= /1-0 = m= Ul- =ng, 
将 这 些 式 子 代入 
dx = 一 zdnz — ydny — zdn: 十 Z'dnc + y dn + zdn,, 


我 们 得 到 微分 dx 的 表达 式 


dx Ce) - (2— Es) dne + 
+ (y -2 ya ) adn, + (2 一 区) adn. 


由 此 , 我 们 最 后 便 求 得 下 面 的 方程 : 








Wy Ox n Ox 
Rs 
Nz Ony Yr On; 
/ , 9 (55.6) 
”| se 
n’ On, 7 On’ 


这 就 是 我 们 所 求 的 n,n,7,r' 间 的 一 般 关 系 . 函数 x 描述 光线 所 经 过 的 物体 
的 特性 (或 者 对 于 带电 粒子 运动 的 情形 , x 描述 场 的 特性 ) . 

当 n 和 m' 之 值 固定 时 ,(55.6) 中 每 一 对 方程 都 表示 直线 . 这 些 直 线 正 是 
穿 过 光学 系统 前 后 的 光线 . 因此 , 方程 (55.6) 直接 决定 光学 系统 两 边 光线 的 
路 径 . 
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在 研究 光线 东经 过 光学 系统 时 , 所 有 光线 都 相交 于 一 点 的 光线 束 是 值得 
特别 注意 的 (这 样 的 光线 束 称 为 同心 光线 束 ) . 
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经 过 光学 系统 后 ， 同 心 光 线束 一 般 不 再 是 同心 的 了 , 亦 即 经 过 物体 后 ， 
光线 不 再 会 聚 在 一 点 了 . 仅仅 在 特殊 情况 下 , 光 才 会 从 一 个 发 光 点 出 发 ， 穿 
过 光学 系统 后 ,又 会 聚 在 一 点 (发 光 点 的 像 ) 中 . 

可 以 证 明 ( 见 857), 整个 同心 光线 东经 过 光学 系统 后 仍然 保持 为 同心 光 
线束 的 唯一 情形 是 所 谓 全 同 成 像 , 在 此 情形 下 , 像 与 物体 的 差别 仅 在 于 平移 、 
转动 或 镜像 反射 . 

因此 , 没有 光学 系统 能 给 予 具 有 一 定 大 小 的 物体 以 完全 清晰 的 像 ， 只 有 
全 同 成 像 的 情形 是 例外 多. 在 全 同 成 像 以 外 的 任何 其 他 情形 , 一 个 有 一 定 大 
小 的 物体 只 能 产生 近似 清晰 ,而 不 是 完全 清晰 的 像 . 

一 个 同心 光线 束 近 似 变 换 到 男 一 个 同心 光线 东 的 最 重要 的 情况 , 是 在 一 
条 (对 该 光学 系统 而 言 ) 特定 的 线 附 近 行 进 的 十 分 罕 的 ( 张 角 其 小 ) 光线 束 ， 
这 条 线 称 为 光学 系统 的 光 轴 . 

然而 必须 注意 , 甚至 无 限 穿 的 光线 束 (在 三 维 空间 内 ) 在 一 般 情 况 下 也 
不 是 同心 的 ; 我 们 已 经 看 到 (图 7), 即使 在 这 样 的 光束 内 ,不同 的 光线 也 不 
会 相交 于 同一 点 (这 种 现象 称 为 像 散 ) . 只 有 两 个 主 曲率 半 径 相 等 的 波 面 上 
的 那些 点 是 例外 , 这 些 点 附近 的 波 面 上 的 小 区 域 可 以 当做 是 球面 , 其 相应 的 
窄 光 线 东 是 同心 的 . 

我 们 来 考虑 一 个 具有 轴 对 称 的 光学 系统 外 . 这 个 系统 的 对 称 轴 同 时 也 是 
它 的 光 轴 . 沿 着 这 个 轴 行 进 的 光线 东 的 波 面 也 有 轴 对 称 性 ; 正如 我 们 所 知道 
的 ,旋转 面 在 它们 与 对 称 轴 相交 的 那些 点 有 相等 的 曲率 半径 . 因此 在 这 个 方 
向 行进 的 罕 光 线束 保持 为 同心 的 . 

为 了 得 到 定量 的 关系 , 以 及 借助 宕 光线 束 来 决定 经 过 一 个 轴 对 称 光 学 系 
统 的 像 的 形成 , 我 们 利用 通 式 (55.6) . 首先 当然 要 确定 函数 x 在 所 研究 的 情 
形 中 应 取 的 形式 . 

因为 光线 束 是 窜 的 , 而 且 在 光 轴 的 近 旁 行进 , 那么 , 每 束 光 线 的 矢量 n 
及 m' 差不多 都 沿 着 这 个 轴 的 方向 . 如 果 我 们 选择 光 轴 作为 z 轴 , 那么 , 分 量 
ny; nz n,n 就 比 1 小 了 . 对 于 nz, ns 而 言 ,nz 法 1, 而 nn 则 近似 地 等 于 
+1 或 -1. 在 第 一 种 情形 下 , 光线 几乎 沿 着 原来 方向 继续 行进 ， 穿 过 光学 系 
统 而 进入 其 另 一 边 的 空间 内 . 这 种 光学 系统 称 为 透镜 . 在 第 二 种 情形 , 光线 改 
变 方 向 到 几乎 相反 的 方向 上 ; 这 种 光学 系统 称 为 反射 镜 . 

利用 ny, nz, ns, ns 值 很 小 的 性 质 , 将 角 程 两 X (ny,n:, m,ns) 展开 
””@ 交点 可 以 在 光线 本 身 之 上 , 也 可 以 在 它们 的 延长 线 上 ; 取决 于 这 两 种 不 同 的 情形 , 像 被 
称 为 实 像 或 者 虚像. 

@ 这 种 成 像 可 以 借助 平面 镜 实现 


图 可 以 证 明 , 借助 于 在 光 轴 近 旁 行进 的 窗 光 线束 来 处 理 的 在 一 个 非 轴 对 称 光 学 系统 内 成 像 
的 问题 , 可 以 化 为 在 轴 对 称 系统 内 成 像 , 加 上 如 此 所 得 的 像 相 对 于 物体 的 旋转 . 


8§856 窄 束 光 线 . 155 . 


为 级 数 并 只 保留 前 几 项 . 由 于 整个 系统 的 轴 对 称 性 , x 对 于 坐标 系 绕 光 轴 的 
转动 来 说 是 不 变量 . 由 此 可 见 , 在 X 的 展开 式 中 不 可 能 有 与 矢量 和 :的 Y 
分 量 和 > 分 量 的 一 次 客 成 比例 的 一 阶 项 ; 这 样 的 项 不 可 能 具有 所 要 求 的 不 变 
性 . 具有 所 要 求 特 性 的 二 阶 项 是 m2,m2 和 标 积 n.n'. 因此 , 精确 到 二 阶 项 为 
止 的 轴 对 称 光 学 系统 的 角 程 函 有 下 面 的 形式 : 


X = const 十 s(n? 十 m2) 十 f(nyn + nn’)+ (nf +n2), (56.1) 
式 中 ,f,g, hh 是 常数 . 
为 了 确定 起 见 , 我 们 现在 来 研究 一 个 透镜 , 这 时 我 们 令 nn 之 1; 对 于 反 
射 镜 , 以 后 可 以 知道 , 所 有 的 公式 都 有 相似 的 形式 . 现在 将 (56.1) 代入 通 式 
(55.6) 内 , 我 们 得 到 : 


ny(T—g)— fn,=y, fnyt+n,(r’ +h)=y, 
nz(T—g)— fn =z, fns+n(r t+h)=2. 


我 们 考虑 一 个 从 点 z,y,z 射出 来 的 同心 光 东 ; 设 点 zx', y, z' 是 光束 的 
光线 透 过 透镜 后 的 交点 . 如 果 (56.2) 的 第 一 对 方程 与 第 二 对 方程 都 是 独立 的 ， 
那么 , 这 四 个 方程 当 z,y,z, XY' ,zz 为 已 知 时 决定 了 ny ,n,n ,ns 的 一 
组 确定 值 , 这 意味 着 只 有 一 条 光线 从 点 z,y,z 出 发 并 且 经 过 点 z', yy ,z'. 因 
此 , 为 了 使 所 有 从 z,y,z 出 发 的 光线 都 经 过 zw', yz',(56.2) 就 必须 不 是 独 
立 的 , 也 就 是 说 , 这 些 方程 中 的 一 对 可 以 从 男 一 对 推出 来 . 这 种 相依 性 的 必 
要 条 件 显然 是 这 些 方程 中 , 一 对 方程 的 系数 与 男 一 对 方程 的 系数 成 比例 . 因 
此 我 们 有 


(56.2) 





WE (56.3) 


特别 有 
(zs—g)(z +h)=—/f. (56.4) 


我 们 所 求 得 的 这 些 方程 就 是 窄 光束 成 像 情形 中 , 像 坐标 与 物 坐 标 所 满足 
的 关系 . 

光 轴 上 的 两 点 z = g 及 z' = 一 h 称 为 光学 系统 的 主 焦点 . 我 们 来 考虑 
平行 于 光 轴 的 光线 东 . 这 种 光 的 源 点 显然 是 光 轴 的 无 穷 远 点 , 即 x = co. 从 
(56.3) 式 看 出 , 在 这 种 情况 下 , zx = 一 h. 因此 ,一 个 平行 光线 束 经 过 光学 系 
统 后 , 会 相交 于 主 焦点 . 反之 , 一 束 从 主 焦点 射出 的 光线 , 经 过 光学 系统 后 就 
变 为 平行 光 了 . 

在 方程 (56.3) 中 ,坐标 z 和 zx’ 都 是 从 光 轴 上 同一 原点 量 起 的 . 然而 ， 
如 果 选 择 相应 的 主 焦点 作为 原点 , 并 从 这 些 不 同 的 原点 去 测量 物 坐 标 及 像 坐 
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标 , 会 更 加 便利 些 . 我 们 选择 从 相应 的 主 焦点 到 光 行 进 的 一 边 的 方向 为 正方 
问 . 用 大 写字 母 代 表 新 的 物 坐 标 及 像 坐 标 , 则 我 们 有 


下 一 到 一 本 = Y=y Y=y, 2=» ZF=Z, 


成 像 的 方程 (56.3) 及 (56.4) 在 新 坐标 中 取 下 面 的 形式 : 


bE (56.5) 
ww XK! 
f 这 个 量 称 为 这 个 系统 的 主 焦距 . 


Y/Y 这 个 比值 称 为 横向 放大 率 . 至 于 纵向 放大 率 , 因为 坐标 并 不 彼此 
成 简单 比例 , 它 就 必须 写成 微分 形式 , 用 来 比较 物 元 素 的 长 ( 沿 轴 的 方向 ) 与 
相应 的 像 元 素 的 长 . 从 (56.5) 式 ， 我 们 得 到 “纵向 放大 率 ” 为 


dw 和 
安 一 3 = (¥) , (56.7) 

由 此 可 见 , 哪怕 对 于 无 限 小 的 物体 来 说 , 也 不 可 能 得 到 几何 相似 的 像 . 纵 
向 放大 率 绝对 不 会 等 于 横向 放大 率 (除了 全 同 成 像 这 种 平凡 情形 外 ). 

从 光 轴 上 关 =f 点 出 发 的 光线 东 , 又 交 于 同一 轴 上 X' = 一 了 点 ;这 两 个 
点 称 为 主 点 . 从 方程 (56.2) (nyX 一 fn =YnsX 一 fn,=2) 显而易见 , 在 
这 种 情形 (X= f,Y = 2=0) 下, 我 们 得 到 方程 ny = n,n:= 双 . 因此 ,每 
条 从 主 点 出 发 的 光线 , 又 在 男 一 主 点 与 光 轴 相交 , 其 方向 与 原 方向 平行 . 

如 果 物 和 它 的 像 的 坐标 是 从 主 点 量 起 , 而 不 是 从 主 焦 点 量 起 , 那么 , 对 
于 这 些 坐 标 & 和 &', 我 们 有 


gE=X + £=X-I. 


将 上 式 代 入 (56.5), 很 容易 得 到 成 像 方程 如 下 : 


1 1 

人 (56.8) 

可 以 证 明 , 对 于 薄 光 学 系统 (例如 反射 镜 或 薄 透 镜 ), 两 个 主 点 差不多 重 

合 . 在 这 种 情形 下 , 方程 (56.8) 就 特别 方便 , 因为 在 这 个 方程 中 ,& 和 &' 实际 
上 从 同一 点 量 起 . 

”如 果 焦 距 为 正 , 那么 , 位 于 焦点 前 面 (X > 0) 的 物 所 生成 的 像 是 正 立 的 

(Y'/Y > 0); 这 种 光学 系统 称 为 会 聚 的 . 如 果 f <0, 那么 , 当 和 >0 时 ,我 
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们 得 到 Y'/Y < 0, 这 就 意味 着 物 所 生成 的 像 是 倒立 的 ; 这 种 光学 系统 称 为 发 
散 的 . 

还 有 一 个 成 像 的 极限 情形 没有 被 包含 在 公式 (56.8) 内 ; 在 这 种 情形 下 ， 
所 有 三 个 系数 f,g,h 都 是 无 穷 大 (也 就 是 说 , 光学 系统 有 无 限 大 的 焦距 , 而 
其 主 焦点 位 于 无 限 远 处 ) . 在 (56.4) 式 中 取 f,g,h 趋 近 于 无 穷 大 的 极限 , 我 
们 得 到 


i ee 
8 8 
因为 我 们 只 对 物 和 像 与 光学 系统 之 间 的 距离 有 限 的 情形 感 兴趣 , f,g, hh 必须 


这 样 地 趋 近 于 无 穷 大 , 使 比值 h/g,( 玉 一 gh)/g 为 有 限 .用 a? 和 有 8 分别 代表 这 
两 个 比值 , 则 我 们 有 区 = az 二 有. 
对 于 其 他 两 个 坐标 , 我 们 现在 从 一 般 方程 (56.7) 得 到 : 
一 二 一 三 土 Q. 
vy 这 
最 后 , 再 次 从 不 同 的 原点 测量 坐标 z 和 zxz', 即 从 轴 上 的 某 一 任意 点 及 这 个 点 
的 像 测量 坐标 zx 和 x', 我 们 最 终 得 到 成 像 方程 的 如 下 简单 形式 : 


X’=aX, Y=+taY, 2’'= 土 a2. (56.9) 


因此 , 纵向 放大 率 和 横向 放大 率 都 是 常数 (然而 像 在 几何 上 并 不 与 物 相 似 ， 
因为 两 个 放大 率 不 相等 ) . 这 种 成 像 的 情形 称 为 望远镜 式 . 

我 们 为 透镜 求 出 的 从 (56.5) 到 (56.9) 的 所 有 方程 , 对 于 反射 镜 同样 可 以 
应 用 , 甚至 于 对 非 轴 对 称 的 光学 系统 也 可 以 应 用 ,只 要 用 来 成 像 的 窗 光 线束 
是 在 光 轴 的 附近 行进 就 可 以 了 . 同时 , 物 和 像 的 坐标 x 的 度量 必须 总 是 从 相 
应 的 点 ( 主 焦点 及 主 点 ) 顺 着 光线 传播 方向 沿 光 轴 进行 . 这 时 , 必须 记 住 , 在 
不 具备 轴 对 称 性 的 光学 系统 中 , 光学 系统 前 后 的 光 轴 方向 不 在 同一 直线 上 . 


习 题 


1. 利用 两 个 光 轴 重合 的 轴 对 称 光 学 系统 成 像 ， 试 求 其 焦距 . 
解 : 设 及 和 fo 是 这 两 个 系统 的 焦距 . 对 于 每 一 个 系统 ,我 们 分 别 有 


XiX1 =—ff, X2Xs = 一 及 


因为 第 一 个 系统 所 产生 的 像 是 第 二 个 系统 的 物 ， 那么 ,用 1 来 代表 第 一 个 系 
统 后 主 焦点 与 第 二 个 系统 前 焦点 的 距离 ,我 们 就 有 XX2 = 久 ! 一 1; 通过 Xi 来 
表示 XX2, 得 到 

X12 


a 
a 人 十 1X1’ 
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2 2 
bony sips 
! ! 
由 此 可 见 , 组 合 系统 的 主 焦点 位 于 点 Xi 二 一 入 /1, Xs = 有 丹 /1, 而 焦距 则 是 
2 


或 


= 


OO I 
在 1=0 的 情形 ,焦距 f= oo, 这 就 意味 着 由 组 合 系 统 得 到 望远镜 式 的 
成 像 . 在 这 种 情形 下 , 我 们 有 XI = XI( 户 /万 )2， 就 是 说 ， 通 式 (56.9) 中 的 参 
数 ca = f2/ 有 i. 
2. 求 带 电 粒 子 “ 磁 透镜 ”的 焦距 ， 该 磁 透 镜 由 长 为 1 的 一 段 纵 向 均匀 磁 
场所 产生 (图 8) 9. 
解 : 粒子 在 磁场 中 运动 时 它 的 动能 是 守恒 的 ;因而 对 于 约 化 作用 量 So(r) 
(总 作用 量 为 S$ = 一 Et 十 5S0) 的 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 是 
BE NS 
(V50 — =4) = 
式 中 
2 CC ”| 


pp’ = —7 — Mm’c’ = const. 


图 8 


用 均匀 磁场 失势 的 公式 (19.4), 选择 沿 场 的 方向 为 Z 轴 ,并 将 该 轴 看 成 轴 对 
称 光学 系统 的 光 轴 , 我 们 得 到 形 如 下 式 的 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 : 


OS0 2 O50 有 e2 22 2 
全 si Ta ( 
式 中 7 是 离 工 轴 的 距离 ,S50 是 2 和 7 的 函数 . 
因为 罕 束 粒子 靠近 光 轴 行进 ， 坐 标 了 很 小 , 所 以 我 们 可 以 尝试 把 5S0 表 
为 了 的 千 级 数 . 这 个 级 数 的 头 两 项 是 
So = DZ 十 30(2)r?, (2) 


@ 在 忽略 螺 线 管 两 端 附近 场 的 均匀 性 的 扰动 时 , 螺 线 管内 部 就 有 这 样 的 场 . 
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式 中 o(T) 满足 方程 
po’'(z)+o? + GH?=0. (3) 
在 透镜 前 方 的 区 域 1, 我 们 得 到 : 
NE , 


TIT— zl 
式 中 x1 <0 是 常数 . 这 个 解 对 应 于 自由 粒子 束 ，, 党 着 直线 从 区 域 1 内 光 轴 上 
TI 二 Xl 点 出 射 . 实际 上 , 对 于 从 X= 二 Xi1 点 出 射 的 具有 动量 p 的 自由 运动 粒子 ， 
作用 量 函 数 是 





So =pVT?+ (一 zi)2 p(T 一 22) 二 一 2 


类 似 地 , 在 透镜 后 方 区 域 2 中 , 我 们 写 出 : 


ge 网 二 一 二 
T— 1T2 





式 中 常数 za 是 点 zl 的 像 的 坐标 . 
在 透镜 里 面 的 区 域 3, 可 以 用 分 离 变 量 法 得 到 方程 (3) 的 解 , 我 们 有 : 


o(3) = cot (区 十 c)， 


式 中 C 是 一 个 任意 常数 . 
常数 CC 和 za (对 于 给 定 的 zl) 可 以 借助 o(7) 在 z=0 和 z=1 的 连续 
性 要 求 定 出 : 


-we I eg ; 
zl 2c | 一 T2 2c 了 


从 这 些 方程 消去 常数 C, 我 们 得 到 


(z1—g)(z2 +h)=—f", 


式 中 加 
5= -区 oot3， h=g+l, 
2cp 
f , eH!l 
eH Sin 一 -一 
2cp 


@ 所 给 的 了 值 有 正确 的 正 负 号 , 不 过 为 证 明 这 一 点 , 需要 作 更 多 的 研究 . 
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857 宽 光 线束 成 像 


我 们 在 上 节 所 考虑 的 用 窗 光 线束 来 成 像 的 情形 是 近似 的 ; 光 东 愈 罕 , 像 
愈 准确 ( 即 像 愈 清晰 ) . 我 们 现在 来 讨论 利用 任意 宽 的 光线 束 给 物体 成 像 的 
问题 . 

用 罕 光 线束 给 物体 成 像 对 于 任何 具有 轴 对 称 性 的 光学 系统 都 可 能 办 到 ， 
与 此 情形 不 同 , 利用 宽 光 线束 来 成 像 仅 仅 对 于 特别 构造 的 光学 系统 才 有 可 能 . 
在 856 中 已 经 指出 过 ,即使 加 上 了 这 个 限制 , 成 像 也 不 是 在 空间 所 有 的 点 都 
可 能 . 

以 后 的 推导 都 基于 下 面 的 重要 说 明 . 设 所 有 从 某 一 点 O 出 发 的 光线 , 穿 
过 光学 系统 后 , 又 在 另外 一 点 O' 相交 . 很 容易 看 出 , 所 有 光线 的 光 程 长 少 都 
是 一 样 的 . 实际 上 ,在 O 或 0 每 一 点 的 近 旁 , 相交 的 光线 的 波 面 是 分 别 以 O 


但 是 波 面 是 等 相位 面 , 因此 , 沿 着 不 同 的 光线 , 在 它们 与 两 个 已 定 波 面 的 交 
点 之 间 的 相位 变化 是 一 样 的 . 从 上 面 所 说 的 可 以 推断 , 不同 的 光线 在 O 和 0O’ 
两 点 间 的 总 的 相位 变化 也 是 一 样 的 . 

首先 让 我 们 来 考虑 利用 宽 光 线束 使 一 小 段 直线 生成 像 所 必须 满足 的 条 
件 ; 这 时 , 像 也 是 一 小 段 直线 . 我 们 选择 这 两 个 线段 的 方向 为 &€ 和 &' 轴 的 方 
向 , 其 原点 相应 地 在 物 点 O 和 像 点 O' 上 . 设 少 为 从 O 出 发 到 达 0’ 的 光线 的 
光 程 长 度 . 如 果 一 条 光线 从 与 O 点 无 限 近 的 一 点 (其 坐标 为 df) 出 发 , 到达 
像 所 在 的 一 点 (其 坐标 为 dt'), 这 条 光线 的 光 程 长 将 是 小 十 dw, 其 中 


A 

dy = Bed + ged 
我 们 引入 “放大 率 ” 
Ey 
- 
它 是 像 元 的 长 de' 与 物 元 的 长 dt 之 比 . 因为 物 的 线段 很 短 , 放大 率 a 党 着 该 
线段 可 以 当做 是 常数 . 按照 平常 的 写法 , 6/65 = -ne, 6w/0é' = ne (ne, ne 
是 光线 与 相应 的 上 轴 和 8# 轴 夹 角 的 余弦 ), 我 们 得 到 


aé 


dy = (Qene — ne)dé. 


对 于 每 一 对 物 与 像 的 相应 点 , 光 程 长 水 十 dw 对 于 所 有 从 点 dé 出 发 而 到 达 点 
de’ 的 光线 都 是 一 样 的 . 从 此 我 们 得 到 一 个 条 件 : 


Qene 一 me =const. (57.1) 
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这 就 是 我 们 所 求 的 条 件 , 它 是 在 利用 宽 光 线束 使 一 段 直线 成 像 时 , 光线 在 光学 
系统 内 的 路 程 所 必须 满足 的 条 件 . 所 有 从 O 点 出 发 的 光线 都 必须 满足 (57.1) 
式 . 
让 我 们 应 用 条 件 (57.1) 到 利用 轴 对 称 光 学 系统 成 像 的 情形 . 
从 与 系统 的 光 轴 (z 轴 ) 重合 的 线段 成 像 开 始 , 显而易见 , 像 也 与 光 轴 重 
合 . 由 于 光学 系统 的 轴 对 称 性 , 一 条 沿 光 轴 行进 的 光线 (nz = 1) 通过 光学 系 
统 后 并 不 改变 它 的 方向 , 也 就 是 说 ,n=1. 由 此 可 以 断定 ,(57.1) 式 中 的 党 
数 在 这 种 情况 下 等 于 az 一 1; 我 们 可 以 将 (57.1) 式 改写 为 
1—nz 
ns 


用 9 和 8 代表 光线 在 物 与 像 的 所 在 点 与 光 轴 的 夹 角 , 则 我 们 有 





/ 
1—n,c=1 -cosg= 2sin? 5， 1—n, = 2sin? 可 


因此 , 我 们 得 到 成 像 的 条 件 如 下 : 





sin ! 
多 = const = Vaz， (57.2) 
sin py 


接 下 来 ,我们 来 研究 垂直 于 轴 对 称 系统 光 轴 的 一 小 块 平面 的 成 像 ; 该 像 
显然 也 垂直 于 这 个 轴 . 将 (57.1) 用 于 待 成 像 平 面 内 的 任意 线段 . 再 用 0 和 0 
代表 光线 与 光 轴 的 夹 角 , 我 们 得 到 : 


arsing' — sin0 = const, 


对 于 从 物 平面 与 光 轴 的 交点 出 射 而 又 沿 着 这 个 光 轴 行进 的 光线 (9 = 0), 根 
据 对 称 性 , 我 们 必定 有 lb% = 0. 因此 ,const = 0, 于 是 我 们 得 到 成 像 条 件 为 
sing 
sinO’ 
至 于 利用 宽 光 线束 来 形成 三 维 物 体 的 像 , 很 容易 看 出 , 即使 对 于 一 个 无 
限 小 的 体积 , 这 也 是 不 可 能 的 , 因为 条 件 (57.2) 和 (57.3) 不 能 兼容 . 
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直接 从 单 色 平面 波 的 定义 可 以 知道 , 这 种 波 的 振幅 无 论 在 任何 位 置 和 任 
何 时 刻 都 是 一 样 的 . 这 样 的 波 在 空间 的 任何 方向 都 无 限 延伸 ,而 且 在 从 一 ce 
到 二 oo 的 整个 时 间 范 围 内 都 存在 . 假如 波 的 振幅 在 所 有 位 置 和 所 有 时 刻 不 保 


= COnst = (57.3) 
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持 为 常量 , 那么 , 这 种 波 最 多 只 能 是 近乎 于 单 色 的 . 我 们 现在 来 讨论 一 个 波 
的 “ 非 单 色 程度 ”的 问题 . 

让 我 们 来 考虑 一 个 振幅 为 时 间 函 数 的 电磁 波 . 换 句 话说 , 在 波 经 过 的 空 
间 每 一 点 , 波 的 振幅 随 着 时 间 变 化 . 设 wo 是 波 的 某 一 平均 频率 . 这 时 , 波 的 
场 , 例如 电场 , 在 一 指定 点 有 Eo(t)e-iwot 的 形式 . 这 个 场 本 身 当 然 不 是 单 色 
的 , 然而 可 以 展开 为 单 色 波 , 即 可 以 展开 为 傅 里 叶 积 分 . 这 个 展开 式 中 , 分 量 
的 振幅 与 积分 


十 co 
下 已 o(t)eite 一 “o)tdt. 


成 正比 , w 是 展开 式 的 分 量 的 频率 . 因子 ee-“o)t 是 一 个 周期 性 函数 , 其 平均 
值 为 零 . 如 果 Eo 是 常量 , 那么 , 对 于 所 有 w 关 wo 的 角 频 率 , 积分 就 真正 等 于 
零 了 . 如 果 Eo(t) 是 变量 , 但 是 在 一 个 大 小 与 1/|w 一 wo| 同 量 级 的 时 间 间 隔 内 
变化 很 小 , 那么 , 这 个 积分 就 几乎 等 于 零 ,Po 的 变化 愈 慢 , 积分 就 愈 近 于 去. 
为 了 使 积分 与 零 有 显著 的 不 同 , Eo(t) 在 一 个 与 1/|w 一 wo| 同 量 级 的 时 间 间 隔 
内 必须 有 显著 的 变化 . 

我 们 用 At 表示 这 样 一 个 时 间 间 陋 的 量 级 , 在 这 个 时 间 间 隅 内 , 波 的 振 
幅 在 空间 一 给 定点 的 变化 是 显著 的 . 从 这 些 考 虑 , 现在 可 以 推断 , 那些 在 这 
个 波 的 谱 分 解 中 有 显著 强度 的 、 与 wo 相差 最 大 的 频率 将 由 1/|w 一 wo| ~ Ai 
这 个 条 件 决定 . 如 果 用 Aw 表示 平均 频率 wo 附近 的 频率 间隔 , 而 这 个 频率 间 
隔 是 在 波 的 谱 分 解 之 内 , 那么 , 我 们 将 有 关系 式 


Aw .At ~ 1. (58.1) 


由 此 可 见 , At 愈 大 , 波 愈 近 于 单 色 ( 亦 即 Aw 愈 小 ) , 也 就 是 说 , 波 在 空间 给 
定点 的 振幅 变化 也 就 愈 慢 . 

对 于 波 矢 也 容易 推导 出 与 (58.1) 相似 的 关系 . 设 Az, Ay, Az 是 沿 着 
Zz,y,z 各 轴 的 距离 的 数量 级 , 在 这 些 距离 内 , 波 的 振幅 有 显著 的 变化 . 在 给 定 
时 刻 , 波 的 场 作为 坐标 z 的 函数 (y 和 z 固定 ) 有 如 下 形式 


Eo(r)e'*°™, 


此 处 的 ko 是 波 矢 的 某 个 平均 值 . 与 推导 (58.1) 式 完 全 一 样 , 我 们 可 以 求 得 波 
的 傅 里 叶 积 分 展开 式 中 所 含 的 间 隅 值 Ak. 这 时 , 我 们 得 到 


Akz:AzT~1, Ak,:Ay~1, Ak;::Az~1. (58.2) 


让 我 们 来 研究 在 有 限时 间 间 隔 内 辐射 出 去 的 波 这 个 特例 . 用 At 代表 这 
个 时 间 间 隔 的 数量 级 . 波 在 空间 给 定点 的 振幅 在 波 完全 通过 该 点 的 时 段 At 内 
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有 显著 的 变化 . 根据 (58.1) 式 , 我 们 现在 可 以 说 这 样 的 波 的 “ 非 单 色 性 ”Auw 
不 能 小 于 1/At (大 一 些 当 然 是 可 以 的 ) : 
Aw% 元 (58.3) 
同样 , 如果 Az, Ay, Az 是 波 在 空间 延展 的 数量 级 , 那么 ,对 于 在 波 的 
分 解 中 的 波 矢 分 量 值 的 分 布 , 我 们 得 到 


i 


kz 之 和 之 二 
A AK 之 元 


1 
2 
~ Ar Vn My (58.4) 


从 这 些 公式 可 以 断定 , 如 果 光 束 有 有 限 的 宽度 , 那么 , 在 这 样 的 光束 中 ， 
光 的 传播 方向 不 可 能 严格 不 变 . 取 光 束 中 光 的 (平均 ) 方向 作为 zx 轴 , 我 们 得 


到 
1 入 


RN Ay 
式 中 , 9 是 光束 在 zy 平面 内 对 其 平均 方向 偏差 的 数量 级 ,入 是 波长 . 
男 一 方面 , 公式 (58.5) 回答 了 光学 成 像 清 晰 度 的 极限 问题 . 按照 几何 光 
学 , 一 东 光 束 的 所 有 光线 都 应 相交 在 一 点 , 而 在 实际 上 , 所 得 的 像 并 不 是 一 
个 几何 点 , 而 是 形成 一 个 斑点 . 按照 (58.5) 式 , 我 们 得 到 这 个 斑点 的 宽度 A 


EE A 
og (58.6) 


其 中 , 9 是 光束 的 张 角 . 这 些 公式 不 但 可 以 应 用 到 像 上 , 而 且 也 可 以 应 用 到 物 
上 . 就 是 说 , 我们 可 以 断定 , 在 观察 从 一 个 发 光 点 出 射 的 光束 时 , 不 可 能 区 别 
这 个 点 与 一 个 大 小 为 和 9 的 物体 . 相应 地 , 公式 (58.6) 决定 显微镜 的 分 辨 能 
力 的 极限 . 4 的 最 小 值 是 入 (在 9~ 1 时 达到 ), 这 与 如 下 事实 完全 符合 , 即 几 
何 光学 的 极限 是 由 光波 的 波长 决定 的 . 


习 题 


求 一 个 与 光 益 相距 1 的 平行 光束 所 产生 的 光束 的 最 小 宽度 的 数量 级 . 
解 : 设 在 光 益 上 的 孔径 为 d, 从 (58.5) 得 到 光束 的 偏转 角 (“衍射 角 ”) 
为 和 /d，, 从 而 得 到 光束 宽度 的 数量 级 为 d 十 (和 /d)l. 这 个 量 的 最 小 值 ~ VAL. 
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几何 光学 定律 只 有 在 波长 可 以 看 做 无 限 小 的 理想 情况 下 才 是 严格 正确 
的 . 这 个 条 件 满足 得 愈 不 好 , 与 几何 光学 的 偏差 就 愈 大 . 由 这 种 差异 所 导致 的 
现象 被 称 为 衍射 现象 . 


(58.5) 
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例如 , 在 光 包 传播 的 路 径 上 , 放置 一 个 障碍 物 一 一 一 个 任意 形状 的 不 透 
明 物 体 (我 们 称 它 为 屏 ), 或 者 , 例如 , 光 经 过 不 透明 屏 的 孔 , 这 时 , 我 们 就 
能 观察 到 衍射 现象 . 如 果 几 何 光 学 定律 被 严格 地 满足 的 话 , 那么 , 在 屏 后 的 影 
区 与 光照 区 域 会 有 非常 清楚 的 分 界线 . 由 于 衍射 ,光与影 之 间 没 有 明晰 的 界 
限 , 而 光 强 分 布 图 形 甚 为 复杂 . 屏 愈 小 , 或 屏 上 的 光 孔 愈 小 , 或 波长 愈 大 , 这 
种 衍射 现象 就 愈 强 . 

衍射 理论 的 任务 就 是 , 在 物体 位 置 与 形状 一 定 (光源 位 置 也 一 定 ) 的 情 
况 下 , 求 光 的 分 布 , 亦 即 整个 空间 电磁 场 的 分 布 . 这 个 问题 的 严格 解 只 有 通 
过 求解 波动 方程 才 可 能 得 到 , 求解 时 要 利用 到 物体 表面 所 满足 的 适当 边界 条 
件 , 而 这 些 边界 条 件 则 与 物质 的 光学 性 质 有 关 . 这 样 的 求解 往往 遇 到 很 大 的 
数学 困难 . 

然而 , 在 大 多 数 情况 下 , 对 于 光 在 光与影 的 界限 附近 的 分 布 问 题 , 利用 
近似 方法 求解 就 够 了 . 我 们 可 以 将 这 种 方法 用 于 与 几何 光学 相差 不 大 的 情形 ， 
这 种 情形 是 : 第 一 , 所 有 物体 的 大 小 都 比 波长 大 很 多 (这 个 要 求 既 适用 于 屏 
和 和 孔 的 尺度 , 也 适用 于 从 物体 到 光 的 发 射 点 和 观察 点 的 距离 ) ; 第 二 , 光 的 方 
问 与 几何 光学 所 给 出 的 光线 方向 相差 很 小 . 

现在 我 们 来 考虑 任意 一 个 有 了 和 孔 的 屏 , 光线 从 光源 出 发 穿 过 这 个 孔 . 图 9 
表示 屏 的 断面 ( 粗 线 ) ; 光 行 进 的 方向 是 从 左 向 右 . 用 久 代 表 互 或 五 的 任 一 
分 量 . 这 时 , 我 们 把 w 理解 为 仅仅 是 坐标 的 函数 , 即 不 包含 与 时 间 有 关 的 因 
子 eiwt. 我 们 的 问题 是 决定 光 的 强度 , 也 就 是 决定 在 屏 后 面 的 任何 一 个 观察 
点 PP 的 场 4. 在 与 几何 光学 相差 无 几 的 情况 下 近似 求解 这 个 问题 时 , 我 们 可 
以 认为 , 在 屏 孔 的 点 上 , 场 与 没有 屏 存 在 时 一 样 . 换 句 话说 , 此 处 的 场 可 以 直 
接 从 几何 光学 推出 . 屏 背 面 的 所 有 点 上 , 场 可 以 算 做 零 . 这 时 , 屏 本 身 的 特性 
( 即 屏 物质 的 特性 ) 显然 不 起 作用 . 同时 也 很 明显 , 在 我 们 所 考虑 的 情形 下 ， 
对 于 衍射 , 重要 的 仅 是 屏 孔 的 边缘 形状 , 至 于 不 透明 的 屏 的 形状 则 无 关 紧 要 . 

我 们 用 任 一 曲面 盖 着 屏 的 孔 , 而 这 个 曲面 以 孔 的 边缘 为 界 (这 样 的 一 个 
曲面 的 断面 图 用 虚线 表示 在 图 9 中 ) . 我 们 将 这 个 曲面 分 割 为 面积 为 df 的 
若干 块 , df 的 尺度 比 孔 小 , 但 比 光 的 波长 大 . 我 们 可 以 将 这 些小 块 ( 光 要 经 
过 这 些小 块 ) 中 的 每 一 块 本 身 当 做 光波 的 源 , 光波 从 这 个 小 块 问 各 方向 射出 . 
我 们 来 考虑 在 PP 点 的 场 , 这 一 点 的 场 是 遮盖 着 屏 孔 表面 的 所 有 小 块 df 在 该 
点 所 产生 的 场 的 登 加 的 结果 (这 被 称 为 惠 更 斯 原理 ) . 

小 块 df 在 已 点 所 产生 的 场 显 然 与 在 小 块 df 本 身上 的 场 之 值 成 正比 
(提醒 一 下 , 我 们 已 经 假定 了 , 在 df 本 身上 的 场 与 没有 屏 存 在 时 一 样 ). 此 


Q@ 以 后 我 们 所 讨论 的 衍射 ,都 是 光 的 衍射 ; 所 有 这 些 同样 的 讨论 , 当然 也 可 以 应 用 于 任意 
的 电磁 波 . 
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外 ,在 PP 点 的 场 又 与 面积 df 在 与 方向 元 垂直 的 平面 上 的 投影 df 成 正比 ， 
方向 n 是 光 从 光源 到 df 的 方向 . 这 是 从 以 下 的 事实 得 来 的 , 即 不管 面 元 df 
的 形状 如 何 , 只 要 投影 面 df 保持 不 变 , 相同 的 光线 将 经 过 面 元 df; 因此 面 
元 df 对 已 点 的 场 的 影响 将 是 一 样 的 . 

由 引 可 见 , 小 块 df 在 PP 点 所 产生 的 场 与 wdf 成 正比 . 此 外 , 我 们 还 必 
须 考虑 到 波 从 df 传播 到 已 点 的 过 程 中 的 相位 与 振幅 的 变化 . 这 种 变化 的 规 
律 是 由 公式 (54.3) 来 决定 的 . 因此 必须 以 (1/R)e*# 乘 udfn( 此 处 的 是 从 
df 到 P 的 距离 , 而 则 是 光 的 波 和 撩 的 绝对 值 ), 于 是 我 们 得 到 所 求 的 场 等 于 

eikR 


au 一 一 djfm， 


R 


其 中 a 仍 是 一 个 未 知 常数 . PP 点 的 场 是 所 有 面 元 df 在 该 点 所 产生 的 场 的 合 加 
的 结果 , 因此 它 等 于 





ikR 
uP = /把 df (59.1) 


此 处 的 积分 遍及 以 屏 孔 边缘 为 界 的 曲面 . 在 我 们 所 考虑 的 近似 中 , 这 个 积分 
当然 不 能 与 这 个 曲面 的 形状 有 关 . 公式 (59.1) 显然 不 仅 可 以 应 用 到 屏 上 有 了 筷 
的 衍射 , 而且 也 可 以 应 用 到 光 在 其 周围 可 以 自由 传播 的 屏 的 衍射 . 在 这 种 情 
形 下 ,(59.1) 式 内 的 积分 面 应 该 伸延 到 屏 的 各 个 边线 . 

为 了 决定 常数 a, 我 们 考虑 一 个 沿 z 轴 传 播 的 平面 波 ; 波 面 与 yz 平面 平 
行 . 设 久 为 场 在 yz 平面 内 的 值 . 那么 ,PP 点 (我们 选择 这 一 点 在 zx 轴 上 ) 的 场 
等 于 wp = Wueikz. 男 一 方面 ,P 点 的 场 也 可 以 由 公式 (59.1) 来 决定 , 选取 ( 例 
如 ) yz 平面 为 积分 面 . 同时 , 因为 衍射 角 很 小 , 在 yz 平面 内 的 点 中 , 只 有 那 
些 靠近 原点 的 点 在 积分 中 才 重 要 , 即 重 要 的 是 y,z 之 7z 的 点 (z 是 PP 点 的 从 
标 ). 因此 ， 


和 
Z 
R= VRB+P+HNr+ 
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而 (59.1) 则 化 为 


eikz [+oo y2 十 cc 22 
up 一 QU / exp 作乱 ) dy/ . / exp (w 奋 ) dz, 
di 27 本 27 


式 中 , 尺 是 常数 (在 yz 平面 内 的 场 ); 在 因子 1/R 中 , 我们 可 以 使 RSXz= 
const . 若 将 y = EV2z/k 代入 ， ar fm 


Ee Be 2 2 
/ dé = 上 COSE asti/ i d= /Ea+), 


从 而 我 们 得 到 wp = aueikz .2inx/k. 另 一 方面 ,UP 一 Weikz ,因此 a= 上 /(27i). 将 
它 代 入 (59.1) 式 , 我 们 最 后 得 到 所 提出 问题 的 解 如 下 : 


ku eikR 
WP = /去 生 So (59.2) 


在 推导 (59.2) 式 时 , 假设 了 光源 实质 上 是 一 个 点 , 并 且 假 设 了 光 是 严格 
单 色 的 。 然 而 , 对 于 发 射 非 单 色光 的 实际 延展 光源 的 情形 , 并 不 需要 做 特殊 
的 处 理 。 由 于 光源 不 同 点 发 射 的 光 完 全 独立 ( 非 相 干 ) ， 以 及 发 射 光 不 同 谱 
成 分 的 非 相 干 性 , 总 的 衍射 图 案 就 是 从 光 的 各 独立 成 分 衍射 得 到 的 强度 分 布 
之 和 . 

现在 让 我 们 应 用 公式 (59.2) 来 求 一 条 光线 在 经 过 它 与 焦 散 面相 切 之 点 
时 的 相位 变化 问题 ( 见 854 末尾) . 我 们 选择 任意 的 一 个 波 面 作 为 在 (59.2) 
式 中 的 积分 面 , 再 求 已 点 的 场 up, 此 处 的 己 点 是 在 某 一 条 光线 上 , 它 与 光 
线 同 我 们 所 选 定 的 波 面 的 交点 的 距离 为 z (我 们 选 定 这 一 点 作为 坐标 原点 O， 
而 以 在 O 点 与 波 面相 切 的 平面 作为 yz 平面 ) . 在 求 (59.2) 的 积分 时 , 仅仅 
波 面 在 O 点 附近 的 一 个 小 面积 是 重要 的 . 如 果 选 择 zy 和 zz 平面 与 波 面 在 O 
点 的 主 曲率 平面 相 重合 , 那么 , 在 这 一 点 的 附近 , 波 面 的 方程 是 

X= i a 

式 中 , Ri 和 Rs 是 曲率 半径 . 从 在 波 面 上 以 和 ,yz 为 坐标 的 一 点 到 以 z,0,0 
为 坐标 的 PP 点 的 距离 R 则 是 


= z+ 要 (2- 让)+ 仁 (二 - 充 ): 





t Ri 
在 波 面 上 , 场 飞 可 以 当做 常数 ; 因子 1/R 亦 可 当做 常数 . 既然 我 们 只 对 波 的 
相位 变化 有 兴趣 , 所 以 我 们 略 去 系数 , 并 简单 地 写 
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波 面 的 曲率 中 心 是 在 我 们 所 考虑 的 光线 上 的 z= Ri 和 z= Ro 两 点 ;这 
两 点 就 是 光线 与 焦 散 面相 切 的 切 点 . 设 Ra < Ri. 当 z< Ro 时 ,两 个 积分 号 内 
的 指数 式 中 的 i 的 系数 都 是 正 数 , 这 两 个 积分 的 每 一 个 都 正比 于 (1+i) . 因此 ， 
在 未 与 焦 散 面 第 一 次 相 切 的 这 部 分 光线 上 , 我 们 有 up ~e*, 当 Rao<z<RRi 
时 , 在 两 个 切 点 之 间 的 这 部 分 光线 上 , 沿 着 y 的 积分 正比 于 (1+i) ， 但 沿 
着 z 的 积分 则 正比 于 1 一 i, 因此 两 者 之 积 就 不 包含 i 于 是 在 这 里 我 们 有 
up ~ 一 jeiK? = ez ,就 是 说 , 当 光 线 经 过 第 一 个 焦 散 面 附近 时 , 光线 的 相 
位 发 生 了 一 x/2 的 额外 变化 . 最 后 , 当 z> Ri 时 ,我 人 有 wp ~ 一 e** = eK*-9， 
就 是 说 当 光 线 经 过 第 二 个 焦 散 面 附近 时 , 相位 又 发 生 了 一 次 -x/2 的 变化 . 


习 题 


求 光线 与 焦 散 面相 切 的 切 点 附近 的 光 强 度 分 布 . 

解 : 为 了 解决 这 个 问题 , 我 们 利用 公式 (59.2) , 其 中 的 积分 面 可 以 用 任 
意 的 一 个 波 面 ， 但 这 个 波 面 离开 光线 同 焦 散 面 的 切 点 要 足够 得 远 . 在 图 10 
中 ,ab 是 这 个 波 面 的 一 段 , 而 gl 是 你 散 面 的 一 段 ;a'b' 是 曲线 ab 的 渐 屋 线 . 
我 们 所 要 研究 的 是 光线 QO 与 焦 散 面 的 切 点 O 附近 的 光 强 度 分 布 ;假设 光线 
QO 段 的 长 度 刀 足够 大 .我 们 用 工 代 表 从 加 点 沿 着 焦 散 面 的 法 线 的 距离 ， 并 
认为 在 法 线 上 的 点 的 工 值 向 着 曲率 中 心 的 方向 为 正 . 





图 10 


(59.2) 式 中 的 被 积 函 数 是 距离 民 的 函数 , 民 是 从 波 面 上 任意 一 点 Q! 
到 已 点 的 距离 . 按照 熟知 的 渐 慑 线 的 性 质 , 颖 OO' 的 长 与 线段 0'O' 的 长 之 
和 (QO' 切 于 O' 点 ) 等 于 线段 QO 之 长 (QO 切 于 OO 点 ) . 对 于 互相 邻近 
的 点 O 〇 与 O', 我 们 有 OO’ = 9p (pp 是 焦 散 面 在 加 点 的 曲率 半径 ) . 因此 
Q'O' = 二 DD 一 0p. 距离 Q'O( 沿 直线 ) 近似 地 等 于 (假设 48 角 很 小 ): 
3 
Q'O~ QO'+psin0 = D0p+psin0~D— Oe-. 
最 后 ,距离 RR 二 QP 是 ROO—ZIsin0 守 QO 一 70， 即 


Re D20— 3p0. 
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将 上 式 代 入 (59.2) , 我 们 得 


十 oo a Oo 
Up 人 ~ / exp (is 一 0) db0 = 2 COS (kz 一 ‘0 ) db0 
全 6 0 6 
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到 


(被 积 函 数 内 的 1/D 的 变化 是 很 慢 的 , 因而 比 起 指数 因子 来 就 不 重要 了 ,所 


以 我 们 假设 它 是 常数 ) . 引入 新 积分 变量 二 (kp/2)1/36, 我 们 得 到 


3 2 
ws 人 (2 
p 


式 中 ，, 醒 (t) 即 所 谓 艾 里 函数 〇 . 


对 于 强度 T~ |up|?2, 我 们 可 写 出 


(关于 常数 因子 的 选择 ， 见 下 ) . 


当 工 是 大 的 正 值 时 ,我 们 由 此 得 到 渐 近 公式 
/ew 
p 3 


1 oo e3 
(+t) = 人 COs (S$ 十 6 dé 
( 见 本 教程 第 三 卷 Sb) . 当 函 数 的 自 变 量 是 大 的 正 值 时 , 亚 (9 的 渐 近 式 是 


小 


就 是 说 @(t) 按照 指数 式 趋 近 于 零 . 当 上 是 大 的 负 值 时 , (t) 按 规律 


A 
和 和 


英里 函数 唱 (#) 的 定义 是 


1 2 


1 2 
(tt) 之 Te Feith 十 了 | 


作 减 幅 振 荡 . 


区 里 函数 与 1/3 阶 麦克 唐 纳 函 数 (变型 汉 克 尔 函 数 ) 的 关系 为 : 


t 2 ve) 
了 一- -一 天 一 上 pP 
中 (+t) VY 3z 1/3 (3 


公式 (2) 对 应 于 K,(t) 的 渐进 展开 : 





47372 
CXDP 1 一 3 


/x ys 
Kl(t) 祥 2 


(1) 


(2) 


(3) 


(4) 
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就 是 说 强度 按 指 数 规律 下 降 ( 影 区 ). 当头 是 大 的 负 值 时 , 我们 有 


? 


后尘 
一 4 


Nd 2 
I A sin? 四 | 本 
3 p 





就 是 说 强度 快速 地 振荡 ; 强度 在 振荡 时 的 平均 值 是 


由 此 显 见 常数 A 的 意义 一 一 它 是 忽略 衍射 效应 时 从 几何 光学 得 到 的 远离 焦 
散 面 的 强度 ， 
函数 下 在 t= 二 一 1.02 达到 其 最 大 值 0.949,， 因 而 在 z(2k?/p)!/3 = 一 1.02 
达到 最 大 强度 
T= 2.03Ak!/3p- 6. 


在 光线 与 焦 散 面相 切 那 一 点 (x = 二 0), 我 们 有 
T= 0.89Ak!/3p -1/6 


(因为 (0) = 0.629) . 所 以 在 焦 散 面 附近 ， 光 强度 正比 于 上 /3， 即 正比 于 
和 -1/3 (入 是 波长 ) . 当 入 一 0 时, 光 强 度 趋向 无 穷 大 , 正如 它 所 应 该 的 那样 
( 见 854). 
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如 果 光 源 和 我 们 求 光 强度 的 那 一 点 PP 都 位 于 与 屏 的 距离 为 有 限 之 处 , 那 
么 , 在 求 书 点 光 的 强度 时 , 我们 在 (59.2) 中 取 积分 的 波 面 上 , 只 有 一 个 小 区 
域内 的 点 才 是 重要 的 , 这 个 区 域 是 在 光源 和 已 点 的 连 线 附近 . 实际 上 , 既然 
同 几 何 光 学 的 偏差 不 大 , 从 波 面 的 各 点 到 达 尸 点 的 光 的 强度 , 当 我 们 从 这 条 
线 移 开 时 , 就 减 小 得 很 快 . 这 种 只 有 波 面 的 一 小 部 分 起 作用 的 衍射 现象 称 为 
菲 涅 耳 衍 射 现 象 . 

现在 我 们 来 考虑 任意 一 个 屏 的 菲 涅 耳 衍 射 . 上 面 我 们 已 经 说 过 , 对 于 给 
定点 P, 只 有 在 屏 的 边缘 的 一 个 小 区 域 对 于 这 种 衍射 是 重要 的 . 但 是 ,对 于 
足够 小 的 区 域 , 屏 的 边缘 总 可 以 当做 一 条 直线 . 从 现在 起 , 凡 说 到 屏 的 边缘 意 
思 就 是 指 这 样 一 小 段 直 线 . 

我 们 选择 经 过 光源 @ 和 屏 的 边缘 线 的 平面 作为 zy 平面 (图 11) . 我 们 
选择 zz 平面 同 zy 平面 垂直 并 且 经 过 @ 点 和 观察 点 P,P 点 就 是 我 们 求 光 强 
度 的 那 点 . 最 后 我 们 选择 坐标 原点 O 在 屏 的 边缘 上 , 这 样 一 来 , 所 有 三 个 轴 
的 位 置 就 完全 确定 了 . 
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设 从 光源 @ 到 原点 的 距离 为 Dy. 我 们 用 D， 代表 观察 点 已 的 z 坐 标 , 而 
用 ad 代表 PP 点 的 zz 坐标, 即 从 PP 点 到 zy 平面 的 距离 . 按照 几何 光学 , 光 只 
能 穿 过 zy 平面 上 方 的 点 ; 至 于 在 zy 平面 下 方 的 区 域 , 按照 几何 光学 应 当 处 
于 阴影 中 (几何 影 区 ). 

现在 我 们 来 确定 几何 影 区 边缘 附近 屏 上 的 光 强 度 分 布 , 即 是 在 a 的 值 比 
D 和 D。 都 小 之 处 的 光 强 度 分 布 . 负 的 d 值 表 示 P 点 位 于 几何 影 区 中 . 

我 们 选择 经 过 屏 边 缘 线 且 垂 直 于 zy 平面 的 半 平 面 为 (59.2) 中 的 积分 面 . 
在 这 个 面 上 的 点 的 x 和 w 坐标 有 z = ytanea 的 关系 (a 是 屏 边 缘 线 与 y 轴 的 
夹 角 ), 而 z 坐标 是 正 的 . 光源 Q 在 相距 为 Ro (从 @ 所 在 点 算 起 ) 的 地 方 所 
产生 的 波 的 场 正 比 于 因子 exp(ikR,). 因此 在 积分 面 上 的 场 正比 于 


u ~ exp VY 十 22 十 (Do +ytanaj?| 
在 积分 式 (59.2) 中 , 现在 RR 必须 代 以 


R= V+(2—d?+(D, — ytana)?. 


被 积 函 数 中 的 缓 变 因 子 比 起 指数 因子 来 是 不 重要 的 . 因此 , 我 们 可 以 将 1/R 
当做 常数 , 而 以 dydz 代替 df. 于 是 我 们 求 得 在 P 点 的 场 为 


十 cc co 
up~ | 站 exp RVDa + vtana)s + y+ 22+ 
一 Do 0 
+\/(Dp 一 ytana) 十 内 十 (z 一 人 | dydz. (60.1) 


我 们 已 经 说 过 , 落 到 已 点 的 光线 主要 是 来 自 积分 平面 上 O 点 附近 的 点 . 
因此 在 积分 (60.1) 中 , 只 有 那些 比 D, 和 D, 都 小 的 y 和 > 的 值 才 是 重要 的 . 
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根据 这 个 理由 , 可 以 写 出 
VD ytanajz 十 妈 十 开 Do 二 人 十 gtan a 
9 
VD vnop rr rd D+ ytano. 


我 们 将 上 式 代 入 (60.1) . 因为 我 们 只 注意 作为 距离 d 的 函数 的 场 , 所 以 常数 
因子 exp[ik(Dy 十 Da)] 可 以 略 去 ; 对 dy 的 积分 所 得 的 式 子 也 不 包含 gd, 因而 
也 可 以 略 去 , 于 是 我 们 有 


up | op ik (DD +ap- d) je 


这 个 式 子 也 可 以 写成 





[人 1 ) | 

2 ca 5 1\ a5- ”和 

}/ exp EL dz. (60.2) 
0 


we op {natn TD 


光 的 强度 由 场 的 平方 所 决定 , 就 是 说 ,由 up 的 模 的 平方 lupl? 决定 . 因 
此 , 当 计算 强度 时 , 积分 号 前 面 的 因子 不 存在 了 , 因为 用 它 的 复 共 思 式 来 乘 ， 
其 结果 为 1. 在 积分 内 , 我 们 作 以 下 的 蔡 换 : 


那么 , 我 们 得 到 本 
ue~ | ein dn, (60.3) 


放 | kD, 
w= d 3D(D, + D,) FD,) (60.4) 
因此 ,已 点 的 强度 工 是 
/2 wd 8 1 A EX 
a/ ei dn| = 2 (ce 3 ) 站 (seo 十 3 ) 和 (60.5) 
戌 陪 1 
Q(t </ cos712d7， S$(z)= =/ sin 772dy7 


其 中 


To 
es 








其 中 
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称 为 菲 涅 耳 积 分 . 公式 (60.5) 解决 了 所 提出 的 问题 , 即 确定 作为 d 的 函数 的 
光 强 度 . 我 们 可 以 看 出 ,Io 是 在 照明 区 内 同 影 子 边 缘 不 太 接近 的 点 上 之 强度 ; 
更 正确 一 些 说 , 是 w 兮 1 的 地 方 的 光 强 (在 Ww 一 00 时 C(o0) = 5(o0) = 1/2). 

几何 影 区 与 负 w 相应 . 在 w 为 负 值 且 绝对 值 很 大 的 情况 下 ,容易 求 出 
I(w) 的 渐 近 式 . 为 此 , 我 们 按 下 面 方式 进行 . 作 分 部 积分 , 我 们 有 


RS E ww EL 人” 
ein dy Ey a ev Fe -一 em 
人 2ilw| 21 |ao| 772 





在 方程 式 的 右边 再 作 一 次 分 部 积分 , 并 重复 这 种 过 程 , 我 们 得 到 1/lw| 的 短 


级 数 : 
id ia 1 | 1 2 60.6 
下 : 由 ( 2ilw| 4lwls ) ; ( ) 


虽然 这 样 的 一 个 无 穷 极 数 不 收敛 , 但 是 因为 当 lw| 很 大 时 , 以 后 的 项 衰减 得 
很 快 , 因而 当 lw| 足够 大 时 第 一 项 已 经 很 好 地 代表 左边 函数 了 (这 种 级 数 称 
为 渐 近 的 ) . 因此 , 对 于 强度 I(w), (60.5), 我 们 得 到 适用 于 为 绝对 值 很 大 
的 负 值 的 情形 的 渐 近 公式 如 下 : 

10 


P= (60.7) 


我 们 看 出 , 在 几何 影 区 内 , 距 影 边 缘 很 远 的 地 方 , 强度 与 到 影 边缘 的 距离 的 
平方 成 反比 地 趋 近 于 委 . 
我 们 现在 来 考虑 w 的 正 值 , 即 考虑 zy 平面 上 方 的 区 域 . 我 们 写 出 


cc 十 oa Ww 5 
/ eT dy) = / ein dn 一 ei dy) = (1+i)/3— | ei dy 
—1) 一 Do 一 Do 2 Ww 


对 于 足够 大 的 w, 可 以 用 方程 式 右边 的 积分 的 渐 近 式 , 于 是 我 们 有 


是 ci ‘dn (+ + a (60.8) 


将 上 式 代 入 (60.5), 则 我 们 得 到 


二 才 LE + 人 (60.9) 
工 2 


因此 , 在 照明 区 域内 距 影 边缘 其 远 处 , 强度 有 无 穷 多 的 极 大 值 和 极 小 值 , 因 
而 比值 1/ 在 1 的 两 边 振 荡 不 已 . 随 着 w 增 大 , 振荡 的 振幅 随 着 与 影 边缘 的 
距离 成 反比 地 减 小 , 极 大 值 与 极 小 值 的 位 置 逐渐 地 彼此 接近 . 

对 于 小 的 w, 定性 来 说 , I(w) 也 有 同样 的 特性 . 图 12 就 表 出 了 这 种 特性 . 
在 几何 影 区 内 ， 当 我 们 从 影 的 边界 移 开 时 , 强度 单调 地 减 小 (在 影 区 边界 本 
身上 ,了 T/1=1/4). 对 于 正 的 w, 强度 将 有 交替 的 极 大 值 和 极 小 值 . 在 第 一 个 
(最 大 的 ) 极 大 值 ,7T/z = 1.37. 
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物理 应 用 中 特别 感 兴趣 的 衍射 现象 , 是 那些 在 平面 平行 光束 入 射 到 屏 上 
时 所 发 生 的 现象 . 由 于 街 射 的 结果 , 光束 不 再 平行 ,有 光线 沿 着 与 初始 方向 
不 同 的 方向 传播 . 我 们 来 考虑 决定 在 屏 后 远 距 离 处 衍射 光 强 随 方向 分 布 的 问 
题 (此 处 所 阐述 的 问题 即 为 夫 琅 禾 费 衍射 ) . 这 里 我 们 再 次 限于 同 几 何 光 学 
偏离 很 小 的 和 情形 , 即 假 设 光 线 同 初 始 方向 的 偶 离 角 (衍射 角 ) 很 小 . 

这 个 问题 的 解决 可 以 从 通 式 (59.2) 出 发 , 然后 过 渡 到 光源 和 观察 点 都 离 
屏 无 穷 远 的 极限 情况 . 我 们 正在 考虑 的 情况 的 特征 是 , 在 决定 衍射 光 强 度 的 
积分 中 , 取 积 分 的 整个 波 面 都 是 重要 的 (与 此 对 照 , 在 菲 涅 尔 衍射 的 情况 下 ， 
只 有 屏 边缘 附近 的 波 面 才 重 要 ) @. 

然而 , 较 简 单 的 办 法 是 重新 处 理 这 个 问题 而 不 借助 通 式 (59.2) . 

我 们 用 wo 表示 假如 几何 光学 严格 成 立 的 话 屏 后 可 能 存在 的 场 . 这 个 场 
是 平面 波 , 但 其 截面 上 有 某 个 区 域 (相应 于 不 透明 屏 的 “阴影 ") 场 为 零 . 用 
S 表示 该 平面 截面 上 场 wo 不 等 于 零 的 部 分 ; 因为 每 个 这 样 的 平面 是 平面 波 
的 波 面 ,所 以 在 整个 5S 面 上 wo = const . 

然而 , 实际 上 , 截面 积 有 限 的 波 不 可 能 是 严格 的 平面 波 ( 见 858). 在 它 
的 空间 傅 里 叶 展 开 中 , 会 出 现 具有 不 同方 向 波 矢 的 分 量 , 这 正 是 衍射 的 起 源 . 
”“@ 回 到 公式 (60.2) 并 将 其 应 用 到 (例如 ) 宽度 为 a 的 狭 缝 (而 不 是 孤立 屏 的 边缘 ) , 我 们 容 
易 得 到 菲 涅 尔 衍 射 和 夫 琅 禾 费 衍射 的 判 据 . (60.2) 中 对 dz 的 积分 则 应 当 从 0 到 a 进行 . 菲 涅 尔 


衍射 对 应 的 情况 是 , 被 积 消 数 指数 中 含 2? 的 项 是 重要 的 , 且 积 分 上 限 换 为 oo. 对 于 这 种 情况 ， 
我 们 有 


另 一 方面 , 如 果 把 这 个 不 等 式 反 过 来 , 含 z 的 项 可 以 略 去 , 这 种 情况 就 对 应 于 夫 琅 禾 费 衍射 . 
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将 场 uo 对 波 横 截 面 平面 内 的 坐标 y,z 展开 为 二 维 傅 里 叶 积 分 . 对 于 傅 里 
叶 分 量 , 我 们 有 : 


ua = 下 | uoe—iq Tdydz, (61.1) 


式 中 矢量 g 是 yz 平面 内 的 常 矢 量 ; 积分 实际 上 只 沿 yz 平 面 内 wo 不 等 于 零 的 
5S 部 分 进行 . 如 果 尺 是 人 射 波 的 波 和 撩 , 场 分 量 uoei9" 就 给 出 波 矢 k' = 大 二 9. 
因此 矢量 g = 有 一 大 决定 了 衍射 中 波 矢 的 变化 . 因为 绝对 值 上 =k' = w/e, 故 
zy 和 zz 平面 内 的 小 衍射 角 0,,9, 与 矢量 g 分 量 有 如 下 关系 : 


Ww (Ww 
dy 二 < = ez (61.2) 


因为 同 几 何 光 学 偏离 很 小 , 可 以 假设 场 wo 展开 式 中 的 分 量 与 实际 衍射 
光 声 的 分 量 恒 等 ， 所 以 公式 (61.1) 完全 解决 了 我 们 的 问题 . 
衍射 光 的 强度 分 布 由 作为 矢量 g 的 函数 的 平方 lugl? 给 出 . 与 人 射 光 强度 
的 关系 由 如 下 公式 决定 


下 fr 2dydz = / ua (61.3) 


(比较 (49.8) ) . 由 此 可 见 , 衍射 到 立体 角 do = d9,d9; 内 的 相对 强度 由 下 式 
给 出 





2 
Ug 
uo 








lugl? dqydgq: _ ey 
ws (2x)? 2rc 

现在 我 们 来 考虑 两 个 “互补 屏 ” 的 夫 琅 禾 费 衍射 . 第 一 个 屏 上 有 一 些 孔 ， 
第 二 个 屏 在 第 一 个 屏 的 孔 处 是 不 透明 的 , 反之 则 反 . 我 们 用 vG) 和 we) 来 代 
表 这 些 屏 所 衍射 的 光 的 场 (两 种 情况 的 人 射 光 相同 ) . 因为 we) 和 ve) 是 用 
在 这 些 屏 孔 径 面 上 的 积分 (61.1) 来 表示 的 , 而 两 个 互补 屏 上 的 孔径 结合 起 来 
就 构成 整个 平面 , 所 以 和 wu) 十 us! 是 屏 不 存在 时 场 的 傅 里 叶 分 量 , 也 就 是 
说 , 它 就 是 入 射 光 . 但 人 射 光 是 具有 确定 传播 方向 的 严格 平面 波 ,， 所 以 对 于 
gq 的 所 有 非 零 值 , wu 十 ul = 0. 因此 我 们 有 w9) = 一 wu ,或 者 对 于 相应 的 
光 强 度 有 








do. (61.4) 


w= lw， 对 于 gq 去 0. (61.5) 


这 意味 着 互补 的 两 个 屏 产 生 同 样 的 衍射 光 强 度 分 布 ( 即 所 谓 巴 比 涅 原 
理 ) . 

这 里 请 注意 巴 比 涅 原理 的 一 个 有 趣 的 推论 . 我 们 来 考虑 任何 一 个 黑体 ， 
即 一 个 吸收 所 有 落 于 其 上 光线 的 物体 . 按照 几何 光学 , 当 这 个 物体 被 照射 时 ， 
在 它 的 后 面 产 生 一 个 几何 阴影 区 , 其 横 截 面积 就 等 于 物体 在 垂直 于 和 人 射 光 线 
方向 的 面积 . 然而 , 由 于 衍射 的 存在 , 从 物体 近 旁 经 过 的 光 有 一 部 分 偏离 了 初 
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始 方 向 . 结果 , 在 物体 后 面 的 远 处 就 不 存在 完全 的 阴影 了 , 除了 在 原 方向 传播 
- 的 光 以 外 , 还 有 一 部 分 光 在 与 原 方向 成 一 个 小 角 的 一 些 方向 行进 . 求 出 这 种 
散射 光 的 强度 是 容易 的 . 为 此 , 我们 指出 ,按照 巴 比 涅 原理 , 由 所 研究 物体 的 
衍射 而 偏 折 的 光量 , 等 于 由 屏 孔 的 衍射 而 偏 折 的 光量 , 这 个 孔 是 从 一 个 不 透 
明 的 屏 切 割 出 来 的 , 孔 的 形状 和 面积 同 物体 的 横 截 面 一 样 . 但 是 在 孔 的 夫 琅 
禾 费 衍射 中 ,所 有 经 过 和 孔 的 光 都 偏 折 了 . 由 此 可 以 断定 , 被 黑体 散射 的 总 光 
量 等 于 落 于 其 表面 并 被 它 吸 收 了 的 光量 . 


习 题 


1. 计算 垂直 入 射 在 无 限 长 狭 缝 (宽度 为 24) 上 的 平面 波 的 夫 琅 禾 费 衍 
射 ， 狭 颖 的 平行 边 在 不 透明 的 屏 上 切 出 ， 

解 : 我 们 选择 狭 缝 的 平面 为 yz 平面 ,z 轴 沿 着 狭 细 (图 13 表示 该 屏 的 
截面 ). 对 于 垂直 入 射 光 , 狭 颖 的 平面 是 波 面 之 一 . 我 们 选择 它 作 为 (61.1) 中 
积分 的 面 . 因为 狭 颖 是 无 限 长 的 , 光 只 在 zy 平面 内 偏 折 (积分 (61.1) 对 于 
qz 天 0 等 于 零 ) . 








m 


i 


We 


开 
名 


因而 场 只 应 当 在 y 坐标 中 展开 : 
w=w/ erimdy = singa 
在 角 范围 dg 内 衍射 光 的 强度 是 
ar lu) da _ Lo sin kab 
~ 2aluo| 2x nak 02 
式 中 , 尼 二 w/c, Jo 是 入 射 到 狭 细 上 的 光 的 总 强度 . 
dI/d9 作为 衍射 角 的 函数 具有 图 14 所 显示 的 形状 . 随 着 9 从 98 二 0 朝 
两 边 增 加 ， 强 度 历经 一 系列 高 度 迅速 减 小 的 极 大 值 . 相 邻 的 极 大 值 被 处 于 
9 = 二 nn/ka 点 的 极 小 值 隔 开 ( 式 中 nn 是 整数 ); 在 极 小 值 处 ,强度 下 降 到 零 . 





db0， 
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sin2 xz 


2 





0 


图 14 


2. 计算 衍射 光栅 的 夫 琅 禾 费 衍射 . 衍射 光栅 是 一 个 平面 屏 上 面 刻 了 一 系 
列 完 全 一 样 的 平行 狭 缝 , 狭 缝 的 宽度 为 24, 相 邻 狭 缝 之 间 不 透明 屏 的 宽度 为 
2b, 狭 颖 的 总 数 为 N. 

解 : 我 们 选 定 光 栅 的 平面 作为 yz 平面,z 轴 与 狭 颖 平行 . 衍射 只 发 生 在 
ZY 平面 内 , 将 (61.1) 积分 得 到 : 


e—2iNad 
—2ingd _ 
=W 学 信 ee 1 — 6e-2iqd ’ 


n=0 


式 中 ,d= 二 a+b, 而 ts 则 是 沿 一 条 狭 颖 积分 的 结果 . 利用 习题 1 的 结果 ， 我 们 
得 到 : 


: 2 : 2 .17,2 
df = Toa 和] (Se) 本 ho (i ) sin kab 1 














Nx \ singd qa Nanak \ sin kbd 02 
(J0 是 经 过 所 有 狭 幼 的 总 光 强 度 ). 
在 有 很 多 狭 颖 的 情形 下 , 就 是 当 N 一 oo 时 , 这 个 公式 可 以 写成 另 一 形 
式 . 对 于 gq 二 nn/d 的 值 (n 是 整数 ) , dI/dg 有 一 极 大 值 ; 在 这 些 极 大 值 的 近 
房 ( 即 qd 二 nn 二 e,e 很 小 ): 


钴 :入 
sinqda\ Sin” Ne 
二 一 -一 d 
a na ( da NE 4 





但 是 当 NN 一 co 时 , 下面 的 公式 成 立 @ : 


sin2 Nz 


lim 一 一 一 一 0(z). 


N 一 co ANNI? 
全 对 于 zx 关 0, 方程 左边 的 函数 为 零 , 而 按照 伟 里 叶 级 数理 论 中 熟知 的 公式 


lim (3 /ta)a as) = f(0). 


N— 


由 此 可 见 , 了 两 数 的 特性 实际 上 与 5 函数 的 特性 相合 ( 见 $28 的 脚注 ). 
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因而 在 每 个 极 大 值 近 旁 , 我 们 得 到 : 


。 2 
dF (Se) 8S(e)de, 
da 





d 
就 是 说 , 在 极 大 值 宽度 无 限 窄 的 极限 下 , 第 nn 个 极 大 值 的 总 光 强 是 
nna/d) 


d sin2( 
> n2 
3. 光 重 直射 入 半径 为 a 的 圆 孔 径 的 平面 , 求 衍 射 光 强度 随 方 向 的 分 布 . 
解 : 我 们 引入 柱 坐 标 z,7,w,z 轴 经 过 圆 孔 径 的 中 心 并 垂直 于 国 孔 径 的 平 
面 . 显然 衍射 是 绕 z 轴 对 称 的 ,所 以 失 量 g 只 有 径 向 分 量 g; 二 gq 二 .从 方向 
q 测量 角 p, 在 (61.1) 中 沿 孔 径 平 面 进行 积分 , 我 们 得 到 : 


a rr27n a 
Vo = W6 | / ei cosprdpdr = 2xu0 / Jo(gr)rdr, 
0 Jo 0 
式 中 , Jo 是 零 阶 的 贝 塞 耳 函数 ,用 熟知 的 公式 
[ Jo(gr)rdr = 3 1(ag), 
0 | 


我 们 于 是 得 到 
27Uu0a 
Ug 一 一 1 (ag) 和 


按照 (61.4), 我 们 得 出 衍射 到 立体 角 do 内 光 的 强度 


J3?(akg) 


Y= O02 


do, 





式 中 ,IJ0 是 入 射 到 孔径 上 光 的 总 强度 . 


第 八 章 
运动 电信 的 场 


862 推迟 势 


在 第 五 章 中 我 们 研究 了 静止 电荷 所 产生 的 恒定 场 , 而 在 第 六 章 中 我 们 研 
究 了 不 存在 电荷 的 变化 场 . 现在 我 们 来 研究 存在 任意 运动 电荷 的 变化 场 . 

我 们 来 推导 决定 任意 运动 电荷 的 场 的 势 的 方程 . 这 个 推导 用 四 维 形 式 
为 最 便利 . 重复 846 末 的 推导 ,一 个 改变 是 我 们 将 第 二 对 麦克 斯 韦 方程 写成 
(30.2) 的 形式 : 





OFik . _ 4 
Br 一 
右边 也 同样 出 现在 (46.8) 中 , 在 势 上 施加 洛 伦 效 条 件 
aA’ LR 
ri 一 0, 即 cH +divA = 0 (62.1) 
以 后 , 我 们 得 到 Rm 
2 3 (62.2) 


BrzkOzk C 
这 就 是 决定 任意 电磁 场 势 的 方程 . 如 用 三 维 形式 表示 , 这 个 方程 可 以 写 
成 两 个 方程 , 一 个 是 A 的 方程 , 一 个 是 y 的 方程 : 


1 924 4 . 
Me (023 
1 92p 


对 于 恒定 场 , 这 些 方程 就 化 为 熟知 的 方程 (36.4) 和 (43.4) , 而 对 于 没有 电 人 和 荷 
的 变化 场 就 化 为 齐 次 波动 方程 . 

我 们 知道 , 非 齐 次 线性 方程 (62.3) 和 (62.4) 的 解 可 以 用 一 个 和 来 表示 ， 
这 个 和 的 第 一 项 是 不 要 右边 项 的 这 些 方程 的 通 解 , 第 二 项 是 加 上 右边 项 的 这 
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些 方程 的 特 解 .为 了 寻找 这 个 特 解 , 我 们 将 整个 空间 分 为 无 限 小 的 区 域 , 求 其 
中 的 一 个 体积 元 内 的 电荷 所 产生 的 场 . 由 于 这 些 场 方程 是 线性 的 , 实际 的 场 
将 是 每 个 体积 元 所 产生 的 场 之 和 |. 

在 某 一 体积 元 内 的 电荷 de 一 般 来 说 是 时 间 的 函数 . 假如 我 们 将 坐标 原 
点 选择 在 我 们 所 考虑 的 体积 元 内 , 那么 , 电荷 密度 是 p = de(t)5(R), 此 处 的 
RR 是 到 原点 的 距离 . 因此 ,我们 必须 解 方程 


1 0? 
Ay — 3 = —4nde(t)S(R). (62.5) 
除 原 点 外 , 到 处 5(R) = 0, 因而 我 们 有 方程 
10% 


显然 , 在 我 们 所 考虑 的 情形 下 ,yp 具有 中 心 对 称 性 , 就 是 说 ,yp 仅 是 有 R 的 
函数 . 因此 , 假如 我 们 将 拉 普 拉 斯 算 符 写成 球 坐 标 形 式 , (62.6) 就 化 为 
a 
RROR\ OR) c2 896 
为 了 解 这 个 方程 , 我 们 作 yp = x(R,t)/R 的 替换 , 那么 , 对 于 X 我 们 得 到 
方程 
Ox 1 Ox 


0R2? cp 
而 这 是 平面 波 的 方程 , 它 的 解 有 如 下 的 形式 ( 见 847) : 


ee 


因为 我 们 只 求 方程 的 特 解 , 因此 只 选 函 数 户 和 上 中 的 任意 一 个 就 够 了 . 
通常 便利 的 做 法 是 选取 户 =0( 关 于 这 点 , 可 参看 后 面 ) . 因此 ,除了 原点 外 ,ww 
到 处 有 如 下 形式 : 

三 一 (62.7) 

这 个 等 式 中 的 郴 数 X 暂 且 是 任意 的 ; 现在 我 们 如 此 地 选择 它 , 使 得 在 原 
点 也 能 得 到 势 的 正确 的 值 . 换 句 话说 , 我 们 必须 如 此 地 选择 x, 使 方程 (62.5) 
在 原点 也 得 到 满足 . 这 是 很 容易 办 到 的 , 须 注意 当 RR 一 0 时, 势 将 趋向 无 穷 
大 , 因此 ， 它 对 坐标 的 导数 比 它 对 时 间 的 导数 增加 得 快 些 . 所 以 , 当 RR 一 0 

1 Ow 


时 , 在 方程 (62.5) 中 , 同 Ay 比较 ， Be 这 一 项 就 可 以 略 去 了 . 这 时 ,(62.5) 


化 为 熟知 的 方程 (36.9), 后 者 可 导出 库仑 定律 .因此 , 在 原点 的 附近 , (62.7) 
应 该 化 为 库仑 定律 , 由 此 可 以 推出 x(t) = de(t), 即 


本 瓦 
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由 此 很 容易 推 得 方程 (62.4) 对 于 任意 分 布 电荷 plz,yz,t) 的 解 . 为 此 我 
们 写 出 de = pdV (dV 是 体积 元 ), 并 在 整个 空间 取 积 分 就 够 了 . 在 所 得 的 非 
齐 次 方程 (62.4) 的 解 上 , 我 们 还 要 加 上 同一 方程 去 掉 右 边 后 的 解 wo. 由 此 ， 
通 解 有 下 面 的 形式 : 


1 R 
p(r,t) = /a (vit 一 “) dV + po, (62.8) 
R C 
R=*+—*7, dV'=dydz 


式 中 


Es (%, y; z), 人 3 (Ws y, 2 
R 是 从 体积 元 dV 到 我 们 求 势 的 “观察 点 ”的 距离 . 我 们 将 此 式 简写 为 
4 一 /2 dV + po (62.9) 


式 中 ,下 标 t 一 R/c 表明 p 这 个 量 应 当 取 t+ 一 R/c 这 一 时 刻 的 值 , 而 在 dV 上 
的 一 撤 已 略 去 了 . 
对 于 矢 势 我 们 类 似 地 得 到 : 


A 
= dy Mo (62.10) 


式 中 , Ao 是 方程 (62.3) 去 掉 右 边 项 的 解 . 

(62.9) 和 (62.10) 式 (不 带 wo 和 4o) 称 为 推迟 势 . 

假如 电荷 是 静止 的 ( 即 p 与 时 间 无 关 ), 公式 (62.9) 就 化 为 熟知 的 静电 
场 的 公式 (36.8); 而 对 于 电荷 平稳 运动 的 情形 (62.10) 经 过 求 平均 以 后 则 变 
为 恒定 磁场 的 公式 (43.5) . 

通过 决定 (62.9) 式 中 的 wo 和 (62.10) 式 中 的 4o, 要 使 得 问题 的 条 件 能 
够 得 到 满足 . 为 此 , 显然 只 需 给 出 初始 条 件 , 即 给 出 场 在 开始 时 的 值 就 够 了 . 
但 是 通常 我 们 并 不 必须 讨论 这 些 初 始 条 件 . 作为 代替 , 我 们 给 出 在 与 电荷 系 
统 相 距 很 远 之 处 、 在 所 有 时 刻 的 条 件 .也 就 是 说 , 辐射 是 从 系统 外 面 和 人 射 到 系 
统 上 的 . 与 此 相应 ,辐射 与 系统 相互 作用 的 结果 所 建立 的 场 与 外 场 的 差别 仅 
仅 是 系统 所 发 出 的 辐射 . 这 个 系统 所 发 出 的 辐射 在 远 处 有 波 的 形式 , 由 系统 
向 外 沿 着 R 增加 的 方向 传播 . 但 是 这 个 条 件 正 好 为 推迟 势 所 满足 . 因此 ,这 
些 解 代表 系统 所 产生 的 场 , 而 wo 和 Ao 必须 等 于 作用 于 系统 上 的 外 场 . 


863” 李 纳 一 维 谢 尔 势 


一 个 点 电荷 沿 轨 道 ” = rolt) 进行 给 定 的 运动 , 让 我 们 来 求 它 所 产生 的 
场 的 势 , 
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按照 推迟 势 的 公式 ,时刻 t 在 观察 点 P(z,y,z) 的 场 , 由 电荷 在 较 早 时 刻 
t' 的 运动 状态 决定 , 光 信 号 从 电荷 所 在 点 ro 他) 传播 到 观察 点 P 的 时 间 正 好 
与 差 t 一 一 致 . 令 R(t) =7 一 rolt) 为 电荷 e 到 点 PP 的 径 矢 ; 像 ro( 一 样 ， 
它 是 时 间 的 给 定 函 数 . 于 是 时 刻 # 由 如 下 方程 决定 

t 十 =) x (63.1) 

对 于 每 个 t 值 , 这 个 方程 只 有 一 个 根 #@. 

在 t 时 刻 粒 子 为 静止 的 参考 系 中 , 观察 点 在 t+ 时刻 的 势 正 好 是 库仑 势 ， 
即 


三 
?= RE 
在 任意 的 参考 系 中 , 势 的 表达 式 可 以 直接 从 求 一 个 四 维 矢量 得 到 , 这 个 
四 维 矢量 当 w = 0 时 与 方才 所 得 的 yg 及 和 的 表达 式 相 合 . 应 当 注 意 , 按照 
(63.1) ,(63.2) 中 的 yp 也 可 以 写成 下 面 的 形式 : 
€ 


a c(t 一 如 ) 
我 们 得 到 所 要 求 的 四 维 矢量 是 : 


A=0. (63.2) 


ui 


Rr 
其 中 z 是 电荷 的 四 维 速度 , 而 R* = [c(t 一 ,7 一 71, 式 中 zx',y,z',t 通过 
(63.1) 彼此 相关 ; 写成 四 维 形 式 是 


A’ (63.3) 


RE.R* = 0. (63.4) 


现在 再 变 为 三 维 表示 法 ，, 我 们 得 到 一 个 任意 运动 的 点 电荷 所 产生 的 场 的 势 如 
Fs 








e ev 
i (63.5) 
(a- (R- a) 
Cc Cc 
其 中 R 是 从 电荷 所 在 点 到 观察 点 P 的 径 和 撩 , 而 在 方程 右边 的 所 有 的 量 都 必 


须 取 在 (63.1) 所 决定 时 刻 t' 的 值 . 场 的 势 写成 (63.5) 的 形式 称 为 李 纳 -- 维 谢 
尔 势 . 


@ 这 一 点 是 显然 的 , 但 可 以 直接 验证 . 为 此 , 我 们 选择 观察 点 P 和 观察 时 刻 + 作为 四 维 坐 
标 系 的 原点 O, 并 以 O 为 其 顶点 构造 光 锥 (82) . 这 个 锥 的 下 半 部 分 包围 着 “绝对 ”过 去 (对 事 
件 O 而 言 ) 的 区 域 , 是 这 样 一 些 世界 点 构成 的 几何 图 形 , 光 信 号 可 从 这 些 点 达到 点 O. 这 个 超 曲 
面 同 电 荷 的 世界 线 的 交点 显然 正 是 (63.1) 的 根 . 但 是 因为 粒子 的 速度 总 小 于 光速 , 它 的 运动 的 
世界 线 对 于 时 轴 的 斜 度 总 处 处 小 于 光 锥 的 斜 度 . 由 此 可 知 , 粒子 的 世界 线 仅仅 在 一 点 能 与 光 匆 的 
下 半 部 分 相交 . 
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为 了 从 公式 
B= —gradyw, H=rotA 

来 计算 电场 和 磁场 的 强度 , 我 们 必须 将 p 及 4 对 点 的 坐标 z, y, z 和 观察 时 
刻 t 微 分 . 但 是 公式 (63.5) 是 用 t 的 函数 来 表示 势 , 而 只 有 通过 关系 式 (63.1) 
才能 表示 势 为 z,y,z,t 的 隐 国 数 . 因此 , 为 了 计算 所 需要 的 导数 , 必须 先 计算 
对 #' 的 导数 . 将 关系 式 R(t') = c(t 一) 对 上 微分 , 得 

OR 6Ral Rvot Ot 

HR tN RR 亚 =ef -我 ) 
(8R/6t' 的 值 由 微分 恒等式 R? = R?, 并 将 06R(t)/8t' = 一 v(t) 代入 来 求 得 . 
前 面 有 负 号 是 因为 尽 是 从 电荷 e 到 已 点 的 径 和 撩 , 而 不 是 从 PP 点 到 电荷 e 的 
径 矢 .) 因此 ， 





1 





同 理 , 将 同一 个 关系 式 对 坐标 微分 , 我 们 得 到 


gradt = ~grad R(t') = 一 (Brerat 十 到) 
所 以 
(63.7) 





利用 这 些 公式 , 求 场 五 及 互 的 运算 过 程 就 不 难 了 . 略 去 运算 的 中 间 过 





“人 (R-=R) plesey {(R- ER) xx 让， 
(63.8) 
再 = 5R x 五 . (63.9) 


式 中 多 = 8v/6t'; 等 式 右边 所 有 的 量 都 是 取 在 t 时刻 的 值 . 值得 注意 , 磁场 无 
论 在 何 处 都 与 电场 垂直 . 

电场 (63.8) 由 两 个 不 同类 型 的 部 分 组 成 . 第 一 项 只 依赖 于 粒子 的 速度 
(而 不 依赖 于 其 加 速度 ) , 且 在 大 距离 处 像 1/R? 那样 变化 . 第 二 项 依赖 于 加 速 
度 , 且 对 于 大 的 及 像 1/R 那样 变化 . 以 后 ($66) 我 们 将 看 到 , 这 个 第 二 项 与 
粒子 辐射 的 电磁 波 有 关 . 
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至 于 第 一 项 , 因为 它 与 加 速度 无 关 , 必定 对 应 着 匀速 运动 电荷 产生 的 场 . 
实际 上 , 由 于 速度 恒定 , 差 
Re 一 Re = Rv — v(t—t) 


就 是 在 准确 的 观察 时 刻 从 电荷 到 观察 点 的 距离 RR. 也 容易 直接 证 明 ， 


R i Re TF(vx Fi): = Ri/1— Osin?0 
et 3 ,1 0 ty 


式 中 ,0 是 尽 和 w 之 间 的 夹 角 . 因而 , (63.8) 的 第 一 项 与 表达 式 (38.8) 相同 . 
习 题 


通过 积分 (62.9) 一 (62.10) 推导 李 纳 - 维 谢 尔 势 . 
解 : 我 们 将 (62.8) 写 为 形式 


vm) = {/ ED :8 (7 -t+ Er ) drdv 


(对 A(7,t) 作 同 样 处 理 ), 引入 附加 的 8 函数 从 而 消去 函数 0 中 的 隐 宗 量 . 对 
于 洛 轨 道 =ro( 运动 的 点 电荷 我 们 有 : 





p(r ,7T) 一 eblr — ro(7)]. 
将 这 个 表达 式 代 入 并 对 dV' 积分 , 我 们 得 到 : 


dT 1 
p(T,t) 一 /Fs | 一 上 十 = -man 9 
对 7 积分 是 用 如 下 公式 进行 的 


gd | 
WO Tr 
( 式 中 妇 是 了 F(t) =0 的 根 ), 于 是 得 到 公式 (63.5) . 
864 推迟 势 的 谱 分 解 


运动 电荷 所 产生 的 场 可 以 展开 为 单 色 波 . 场 的 不 同 的 单 色 分 量 〈 傅 里 叶 
分 量 ) 的 势 具 有 wwe “+ 4ue :的 形式 . 产生 场 的 电荷 系统 的 电荷 密度 和 电 
流 密 度 也 都 可 以 展开 为 傅 里 叶 级 数 或 傅 里 叶 积分 . 很 清楚 ,p 和 3 的 傅 里 叶 
分 量 产生 场 的 相应 的 单 色 分 量 . 

为 了 用 电荷 密度 和 电流 密度 的 傅 里 叶 分 量 表示 场 的 傅 里 时 分 量 , 我 们 分 
别 用 ypwe-i2t 和 pe-wt 代替 (62.9) 式 中 的 和 p, 这 样 , 就 得 到 


| -iw(t—R/c) 
Be == /一 一 dV. 
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将 ewt 消去 , 并 引用 波 矢 的 绝对 值 上 = w/c , 我们 得 到 : 





ikR 
i fo dV. (64.1) 
同样 , 对 于 4。., 我 们 得 到 
eikR 
我 们 指出 , 公式 (64.1) 是 更 广泛 形式 的 泊 松 方程 
Ap 十 12pw = —Amp, (64.3) 


的 解 (该 方程 是 从 (62.4) 对 于 p 和 y 与 时 间 的 关系 为 et 的 情形 得 来 的 ). 
如 果 我 们 所 研究 的 是 傅 里 时 积分 的 展开 式 , 那么 , 电荷 密度 的 传 里 叶 分 
量 是 


十 Co 


ps = pe'wtdt. 
将 上 式 代入 (64.1) , 我 们 得 到 
十 oo 
gh = | / Sorava (64.4) 


我 们 还 必须 从 电荷 密度 的 连续 分 布 过 渡 到 正在 考虑 其 运动 的 点 电荷 . 因此 , 知 
只 有 一 个 点 电荷 , 令 

p= edlr — ro(t)), 
式 中 rolt) 是 电荷 的 径 矢 , 它 是 时 间 的 已 知 消 数 . 将 此 式 代 入 (64.4) 再 对 空间 
积分 (这 样 积 分 归结 为 用 ro(t) 代替 >), 我 们 得 到 


(Pw 二 ef Rs (64.5) 
这 里 R(t) 是 从 电荷 到 观察 点 的 距离 . 同样 , 对 于 矢 势 , 我 们 得 到 
ef v0 iwltta(t)/d 
"Ne 可 用 Re /da (64.6) 


式 中 v= rolt) 是 电荷 的 速度 . 

对 于 电荷 密度 和 电流 密度 的 谱 分 解 含 一 系列 离散 频率 的 情形 , 也 可 以 写 
出 类 似 (64.5) ,(64.6) 的 公式 . 因此 , 对 于 点 电荷 的 周期 运动 (周期 T= 2r/wo)， 
场 的 谱 分 解 只 含 形 如 nwo 的 频率 , 相应 的 天 势 分 量 是 


站 
加 v(t) inwolt+ R(t) /ec] 
A = 元 [ RT)® dt (64.7) 


(对 于 wp 有 类 似 公 式 ) . 在 (64.6) ,(64.7) 中 傅 里 时 分 量 都 是 按 849 定义 的 . 


864 推迟 势 的 谱 分 解 , L856.: 
习 题 


把 匀速 直线 运动 的 电荷 所 产生 的 场 展开 为 平面 波 . 

解 : 我 们 按照 851 中 的 方式 进行 . 将 电荷 密度 写 为 p= 二 e686(7 一 vt) 的 形式 ， 
此 处 的 名 是 电荷 的 迷 度 . 取 方 程 Dp = 一 4ne6(7 一 vt) 的 傅 里 叶 分 量 , 我 们 得 
到 





(Dop)r = 一 4re .ei(v et. 
男 一 方面 ,由 于 
i Lm dSk 
Pp et PR (27)3 
所 以 我 们 有 
1 Opk 
ES 2 ee 
因此 ， 
2 
方志 + k2pk = 4re -ei(kv)t 
从 而 ,最 后 得 到 
e 一 并 天- 也) 
pk = 4nme 





12 _ (Ee) 
Cc 
从 此 可 以 推断 , 以 尺 为 波 舌 量 的 波 的 频率 是 w =k 尼 :v. 
同样 ， 我 们 得 到 失势: 
dne ve—i(k-v)t 
Cc 2 ( 
他 


最 后 ,我 们 得 到 场 的 表达 式 如 下 : 


A = 














(kv») 
kv —k re C2 ;大 
Er = —ikopk 十 1 Ax 一 ie 一 一 人 ee wt 
S K.v 
| 
Cc 
Hx =ik x Ax -一 i bx -i 
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865 精确 到 二 阶 的 拉 格 朗 日 量 


在 普通 经 典 力学 中 , 我 们 利用 仅仅 与 粒子 (在 同一 时 刻 ) 的 坐标 和 速度 
有 关 的 拉 格 朗 日 量 来 描写 彼此 相互 作用 的 粒子 体系 . 这 种 作法 的 可 行 性 , 归 
根 到 底 是 来 自 于 , 在 经 典 力 学 中 假定 粒子 间 的 相互 作用 的 传播 速度 是 无 穷 大 . 

我 们 已 经 知道 , 因为 相互 作用 的 传播 速度 是 有 限 的 , 场 必须 被 看 做 是 一 
个 有 本 身 “ 自 由 度 ” 的 独立 体系 . 由 此 可 得 出 结论 : 假如 有 一 个 相互 作用 的 粒 
子 (电荷 ) 体系 , 那么 , 为 了 描述 它 , 我 们 就 必须 认为 这 个 体系 由 这 些 粒子 和 
场 组 成 . 因此 , 当 考 虑 到 相互 作用 传播 速度 的 有 限 性 时 , 一般 说 来 , 不 可 能 用 
仅仅 和 粒子 的 坐标 和 速度 有 关 , 而 并 不 包含 与 场 的 内 部 “自由 度 ” 有 关 量 的 
拉 格 朗 日 量 来 严格 描写 相互 作用 的 粒子 体系 . 

然而 , 如果 所 有 粒子 的 速度 v 都 比 光 速 小 很 多 , 那么 , 这 个 电荷 体系 就 
可 以 用 某 个 近似 的 拉 格 朗 日 量 来 描写 . 这 时 , 就 可 能 引入 一 个 拉 格 朗 日 量 , 这 
个 拉 格 朗 日 量 不 仅 在 忽略 所 有 v/c 的 寡 的 情况 下 描写 这 个 体系 (经 典 的 拉 格 
朗 日 量 ), 而 且 还 准确 到 w/e? 的 数量 级 . 最 后 这 个 论断 与 如 下 事实 有 关 ， 即 
运动 电荷 辐射 电磁 波 (因而 出 现 “ 自 ” 场 ), 只 是 在 v/c 的 三 级 近似 下 发 生 ( 参 
见 下 面 的 867) 中 . 

我 们 预先 指出 , 在 零 级 近似 中 , 即 当 我 们 完全 上 略 去 势 的 推迟 时 , 电荷 体 
系 的 拉 格 朗 日 量 有 以 下 的 形式 : 


2 
FR i SR 5.1 
2 2 a>b Ra 由 , 





( 求 和 应 该 对 于 组 成 体系 的 所 有 电荷 进行 ) . 第 二 项 是 相互 作用 的 势能 ,正如 
静止 电荷 的 情况 一 样 . 

为 了 得 到 拉 格 朗 日 量 的 高 一 级 的 近似 式 , 我 们 按 下 述 方式 进行 . 电荷 ea 
在 外 场 中 的 拉 格 朗 日 量 是 


2 v2 en 
Ls = —mac’4/l = 一 ea 十 -4 “Va. (65.2) 


选 定 电荷 体系 中 的 任意 一 个 电荷 , 我 们 求 出 所 有 其 余 电荷 在 第 一 电荷 所 在 点 
产生 的 场 的 势 , 并 且 用 产生 这 个 场 的 电荷 的 坐标 和 速度 来 表示 它们 (这 一 点 
只 能 近似 作 到 一 一 对 于 p, 精确 到 v2/c2; 对 于 4, 精确 到 w/ce) . 将 这 样 求 得 
的 势 的 表达 式 代 入 (65.2), 我 们 就 得 到 电荷 体系 中 的 一 个 电荷 的 拉 格 朗 日 量 
( 当 其 余 电 荷 的 运动 已 知 时 ). 从 此 , 不 难 求 出 整个 体系 的 拉 格 朗 日 量 工 . 


@ 对 于 由 荷 质 比 相同 的 粒子 组 成 的 系统 , 辐射 在 wye 的 第 五 级 近似 才 发 生 ; 在 这 种 情形 下 ， 
拉 格 朗 日 最 含有 直到 vw/e 的 四 级 项 .( 参 见 Barker B. M., O'’Connel R. F.//Canad, J. Phys. 1980. 
V. 58. P. 1659). 
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我 们 从 推迟 势 的 表达 式 : 
— | Pita/e _1 /Re 
= dV A= = sdV 


出 发 , 如 果 所 有 电荷 的 速度 都 比 光速 小 很 多 , 那么 , 电荷 的 分 布 在 时 间 R/e 
内 不 致 于 有 显著 的 改变 . 因此 , 我 们 可 以 将 p,_Rj。 和 刻 _Rje 展开 为 R/c 的 过 
级 数 . 因此 , 对 于 标 势 , 我 们 得 到 精确 到 二 阶 项 的 表达 式 


r=- 各 - 壤 /mv+ 赤 各 /eav 
(没有 下 标的 p 是 指 它 在 t 时 刻 的 值 , 她 和 .5 显然 可 以 从 积分 号 内 提出 )， 
但 是 / paV 是 总 电荷 它 是 一 个 与 时 间 无 关 的 常量 因此 上 式 中 的 第 二 项 为 
零 , 从 而 
r=/ 完 7 yn | RpdV. (65.3) 
对 于 4, 我 们 也 可 以 用 同样 方式 进行 . 但 是 用 电流 密度 表示 失势 的 式 子 


已 经 包含 了 1/c, 而 当 我 们 把 它 代 入 拉 格 朗 日 量 时 , 还 要 乘 上 1/c. 既然 我 们 
正在 求 仅 仅 精确 到 二 阶 的 拉 格 朗 日 量 , 我 们 在 4 的 展开 式 中 只 取 其 第 一 项 就 


一 一 一 一 一 一 
A=- / may (65.4) 


(我 们 已 经 将 了 = pv 代入 ) . 
假设 只 有 一 个 单独 的 点 电荷 e. 我 们 从 (65.3) 和 (65.4) 两 式 得 到 


e e OR ev 


P= a A= -Es (65.5) 
式 中 R 是 到 电荷 的 距离 . 
通过 变换 1 
9 =p- iB A =A+gradf, 
我 们 选择 另外 两 个 势 py/ 和 A’' 来 代替 p 和 A (§18). 并 且 我 们 选择 了 如 下 : 
e OR 
f=-z6 


这 时 , 我 们 得 到 @ 
A’= ee oR 
pa 二 7 
为 了 计算 4 ,首先 我 们 注意 到 VS = 全 VR. 在 此 处 的 符号 Y 是 指 对 


@ 这 些 势 不 再 满足 洛 伦 兹 条 件 (62.1) , 也 不 满足 (62.3) 一 (62.4) . 
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我 们 正在 求 4' 值 的 观察 点 坐标 微分 . 因此 VR 是 一 个 单位 矢量 n, 从 电荷 e 
指 问 观察 点 ,所 以 
”| 
eR 2 
为 了 计算 郊 , 我 们 写 出 


。 .4 (#) :RRR 
a BR WB 
但 是 对 于 一 指定 的 观察 点 , 导数 尼 是 电荷 速度 v, 且 只 要 微分 等 式 R2 = R? 
亦 即 , 写 出 
RR= R:.R=—R.:v 
就 很 容易 确定 导数 RR. 因此 ， 
-V+ n(n:.v) 
Se 
将 此 式 代 入 A' 的 表达 式 , 我 们 最 后 得 到 


亿 一 


[2 


i ， elv+(v- nn 
一 A= 


2cR 
如 果 有 许多 电荷 , 则 显然 必须 对 所 有 的 电荷 求 和 . 

若 将 这 些 势 的 表达 式 代 和 人 (65.2), 我 们 就 得 到 一 个 电荷 en 的 拉 格 朗 日 
量 L。( 当 其 余 所 有 电荷 的 运动 为 已 知 时 ). 这 时 ,我们 也 必须 将 (65.2) 的 第 
一 项 展开 为 va/c 的 徊 级 数 , 并 保留 到 二 阶 项 为 止 . 这 样 , 我 们 就 得 到 如 下 工 。 
的 表达 式 : 


2 
_ Mava 1 mava 6eb 
和 9 +t$ C2 -Rs 


(65.6) 


一 [oo vo (Va nab) (vo + nas)] 





+ 2》 Rs 


( 求 和 应 对 除 eu 以 外 的 其 余 所 有 电荷 进行 ; mab 是 从 es 到 ea 的 单位 矢量 ). 
由 此 就 不 难 求 出 整个 体系 的 拉 格 朗 日 量 . 不 难 理解 , 这 个 函数 不 是 所 有 
电荷 的 Ls 之 和 , 而 有 如 下 的 形式 : 


mav2 ee eaeb 
iin 2 2 光 -Rs + 2 2c2 Rop Rv “Vb 十 (wa Nas) (Ve rap)]. 


a 








(65.7) 

实际 上 , 对 于 电荷 中 的 每 一 个 , 在 其 余 所 有 电荷 的 运动 为 已 知 的 情况 下 ,也 

数 工 化 为 上 面 求 得 的 La. (65.7) 式 决定 电荷 体系 精确 到 二 阶 项 的 拉 格 朗 日 量 
(由 C. G. Darwin, 1922 首先 得 到 ) . 

最 后 , 我 们 还 要 求 电荷 体系 的 哈密 顿 量 , 并 要 有 同样 的 近似 程度 . 这 可 应 

用 从 工 求 . 阁 的 一 般 法 则 进行 ; 然而 用 下 面 的 方法 来 求 则 更 为 简单 . 在 (65.7) 
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式 中 的 第 二 和 第 四 两 项 是 对 L() (65.1) 的 小 修正 . 另 一 方面 ,从 力学 我 们 知 
道 当 LL 和. 放 有 小 的 变化 时 ,加 到 它们 上 面 的 小 量 的 数值 相等 , 正 负 号 相反 
(在 此 , 工 的 变化 是 发 生 在 坐标 和 速度 恒定 的 情况 下 , 而 . 交 的 变化 , 是 发 生 
在 坐标 和 动量 恒定 的 情况 下 ; 参见 本 教程 第 一 卷 840) . 
因此 我 们 从 
(0) ~ Cacb 
a + 

中 减 去 (65.7) 实 的 弟 二 和 第 内 全 对 ， 用 一 级 近似 wa = pa/ma 代替 其 中 的 速 
度 , 就 可 立刻 写 出 . 敌 , 所 以 


We 
271na 8c2m3 pay Kas 


se [Pa : po + (Pa .mob)(p5 : ras)]. (65.8) 











习 题 


1. 确定 相互 作用 的 粒子 体系 的 惯性 中 心 (精确 到 二 阶 项 ) . 
解 : 解决 这 个 问题 最 简单 的 办 法 是 用 公式 


》 ra 十 WrdV 


R= 一 


>》 名 + /wav 


(参见 (14.6) ) , 式 中 名 是 粒子 的 动能 (包括 它 的 静 能 ),W 是 粒子 产生 的 场 
的 能 量 密度 . 因为 B& 包含 着 很 大 的 量 rnac2, 在 得 到 下 一 级 近似 时 ,只 考虑 名 
和 了 琵 中 那些 不 含 c 的 项 就 够 了 . 也 就 是 说 , 我们 只 需要 考虑 粒子 的 非 相 对 论 
动能 和 静电 场 的 能 量 . 于 是 我 们 有 : 


人 的 . AF - 
jwrar= 志 1 rv = /va w= 


Wo op? 1 p? | 
= 去 / (af v 邱 )" /ay = | pAp :rdVi 


无 穷 远 表 面 的 积分 为 零 ; 第 二 个 积分 也 换 成 面积 分 变 为 堆 , 而 在 第 三 个 积分 
中 代入 Ap = 一 4rp 后 得 : 


1 1 
f WrdV = 上 pprdV =3 2 capare, 
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式 中 pa 是 除 ea 外 所 有 的 电荷 在 点 ra 产生 的 势 巴 . 
最 后 ,我们 得 到 ; 


R=" (me 


( 求 和 遍历 除 b 二 a 以 外 的 所 有 指标 5), 式 中 
2 

-时 入 Ca€eb 

e-5 (me + 芝 + 过 笔 ) 


是 系统 的 总 能 量 . 因此 在 这 个 近似 下 , 惯性 中 心 的 坐标 实际 上 可 以 用 只 针对 
粒子 的 量 来 表示 . 

2. 试 求 由 两 个 粒子 构成 体系 的 哈密 顿 量 (精确 到 二 阶 , 略 去 体系 整体 的 
运动 ) . 

解 : 我 们 选择 一 个 参考 系 , 其 中 两 个 粒子 的 总 动量 为 零 . 将 动量 写 为 作 
用 量 的 导数 , 则 我 们 有 : 





| 





十 Sg 
Hy a Be Dr 


由 此 可 见 , 在 我 们 所 选择 的 参考 系 中 , 作用 量 是 两 个 粒子 径 秋 之 差 了 一 ra2 一 71 
的 函数 ， 因 此 , 我们 有 p2 = 一 pi = p, 这 里 的 p= 85/6r 是 两 个 粒子 的 相对 
运动 的 动量 . 哈密 上 顿 量 等 于 


3 4 
3 1 1 ele2 Dp 1 1 eley 
- 和 在 四 二 下 8c2 (次 m3 ™ ma + (P .7m) 


@ 去 掉 粒 子 的 自 场 相应 于 $37 第 1 个 脚注 提 到 的 质量 “ 重 正 化 ”. 


第 九 章 
电磁 波 的 辐射 


866 电荷 体系 在 远 处 所 产生 的 场 


我 们 来 考虑 一 个 运动 电荷 体系 在 距离 远大 于 该 体系 尺度 的 地 方 所 产生 的 
场 . 

选择 电荷 体系 内 的 任意 一 点 为 坐标 原点 O. 用 Ro 代表 从 O 点 到 尸 点 的 
径 天 , 书 点 是 我 们 求 场 的 点 , 并 且 用 n 表示 Ro 方向 的 单位 矢量 . 设 电 荷 元 
de=pdVY 的 径 矢 为 r+, 而 从 de 到 已 点 的 径 矢 为 R. 显然 ,R= Ro 一 7. 

在 与 电荷 体系 相距 甚 远 之 处 ,Po 汪 7. 因此 , 我 们 近似 地 得 到 


R=|Ro—7|= Ro—r':n. 


将 上 式 代 入 推迟 势 的 表达 式 (62.9) , (62.10) 中 . 在 被 积 函 数 的 分 母 内 ,Tn 
与 Ro 比较 起 来 可 以 略 去 不 计 . 然而 在 t 一 RR/c 中 ,一 般 来 说 这 种 忽略 是 不 可 
以 的 ; 是 否 可 以 略 去 这 些 项 , 并 不 决定 于 Ro/c 与 .my/ec 的 相对 值 , 而 决定 
于 p 和 3 在 时 间 7:n/c 内 变化 的 多 少 . 因为 Ro 在 积分 中 是 常量 , 可 以 从 积 
分 号 内 取出 , 因此 , 对 于 与 电荷 体系 相距 甚 远 之 处 的 场 的 势 , 我 们 得 到 以 下 
二 


1 

p= 元 J 册 (66.1) 
1 " 

A 一 cRo /i (66.2) 


在 距离 电荷 体系 其 远 之 处 , 场 在 一 个 不 很 大 的 空间 区 域内 可 以 当做 平面 
波 . 为 此 , 距离 不 仅 必须 比 体系 的 尺度 大 很 多 , 而 且 还 要 比 体系 所 辐射 的 电磁 
波 的 波长 大 很 多 . 空间 的 这 个 区 域 我 们 称 为 辐射 的 “ 波 区 ”. 

在 平面 波 内 , 场 五 和 五 彼此 有 关系 式 (47.4) , 互 = 五 x7 因为 
及 = rot A, 为 了 完全 决定 波 区 内 的 场 ， 只 需求 出 和 失势 4 就 够 了 .在 平面 
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波 内 , 我 们 有 五 = (1/c)4 xn (参见 (47.3) ) , 式 中 , A 上 面 的 一 点 表示 对 
时 间 微 分 包 . 因此 , 假如 知道 了 4, 我 们 就 可 以 从 公式 名 


H=-Axn, E=-(Axn)xn (66.3) 


求 出 互 和 五 . 
我 们 指出 , 远 处 的 场 与 离开 辐射 体系 距离 Ro 的 一 次 方 成 反比 .我 们 还 应 
当 指出 ,在 (66.1) 到 (66.3) 各 式 中 的 时 间 上 总 是 以 组 合 t- Ro/c 的 形式 出 现 . 
对 于 一 个 作 任 意 运 动 的 点 电荷 所 产生 的 辐射 , 用 李 纳 - 维 谢 尔 势 是 便利 
的 . 在 远 处 ,我 们 可 以 用 常 撩 量 Ro 代替 公式 (63.5) 中 的 径 和 撩 有 R, 而 在 决定 # 
的 条 件 (63.1) 内 , 必须 使 及 = Ro 一 ro:n (rolt) 是 电荷 的 径 矢 ) . 因此 @ ， 


ev(t’) 


Mt (66.4) 
n:v(t) 
ry 
式 中 的 # 由 等 式 a 
Fa To) 也 (66.5) 


决定 . 

辐射 出 去 的 电磁 波 带 有 能 量 . 能 流 密 度 是 由 坡 印 亭 矢量 来 决定 的 ; 对 于 
平面 波 , 它 是 

H?2 
号 三 CT 人 

辐射 到 立体 角 元 do 之 内 的 辐射 强度 dI 定义 为 在 单位 时 间 内 经 过 球 心 在 原 
点 ,半径 为 Ro 的 球面 面 元 df = Redo 的 能 量 . 这 个 量 显然 等 于 能 流 密度 5 乘 
以 df ， 即 


Hs 
ds cir Rodo. (66.6) 


因为 场 矿 与 Ro 成 反比 , 那么 我 们 可 以 看 出 , 在 单位 时 间 内 这 个 体系 辐射 到 
立体 角 元 do 内 的 能 量 对 于 所 有 的 距离 都 是 一 样 的 ( 当 t 一 Ro/c 的 值 对 于 它 
们 一 样 时 ). 这 一 点 是 理所当然 的 , 因为 从 体系 辐射 出 来 的 能 量 以 光速 e 向 
四 周 散 开 , 在 任何 地 方 既 不 堆积 , 也 不 消失 . 
我 们 来 推导 体系 辐射 出 来 的 波 的 场 的 谱 分 解 公 式 . 这 些 公 式 可 以 直接 从 
864 中 的 各 公式 得 出 .将 及 = Ro 一 rn 代入 (64.2) 式 (在 该 式 内 的 被 积 函数 
@ 在 目前 情形 下 , 这 个 公式 也 很 容易 验证 , 只 要 直接 计算 (66.2) 式 的 旋 度 , 与 带 ~ 1/Ro 
的 项 相 比 , 略 去 带 1/R2 的 项 就 可 以 了 . 
他 在 这 里 公式 互 = 一 A/c (参见 (47.3) ) 不 能 应 用 于 势 wp 和 A, 因为 它们 不 满足 在 §847 中 


所 加 于 它们 的 附加 条 件 . 
@ 在 对 于 电场 的 公式 (63.8) 中 , 本 近似 相应 于 略 去 第 一 项 (与 第 二 项 相 比 ) . 
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的 分 母 中 , 我 们 可 以 令 R= PR) ,我 们 便 得 到 矢 势 的 傅 里 时 分 量 

eik Ro 
一 clit 
( 式 中 太 = km) . 利用 公式 (66.3)， 可 以 求 出 分 量 五 , 和 EE,. 分 别 用 
He wt Be ot Aue ivt, 代替 互 ,百业 ,再 以 本 好 除 之 ,， 则 得 


故 。 jue rdV (66.7) 





粒 : 二 议 于 时。 是 ,= 一 x (A, x k). (66.8) 


当 研 究 辐 射 强度 的 谱 分 布 时 ,我们 必须 区 别 展开 为 健 里 叶 级 数 和 展 为 传 
里 叶 积 分 两 种 情形 . 对 于 伴随 带电 粒子 的 碰撞 而 产生 的 辐射 , 我们 将 它 展开 
为 傅 里 叶 积分 . 在 这 种 情形 下 , 我 们 感 兴趣 的 量 是 在 碰撞 期 间 辐射 的 (也 是 
碰撞 粒子 所 损失 的 ) 总 能 量 . 设 dé 是 在 碰撞 期 间 以 波 的 形式 ( 波 的 频率 在 
间隔 dw 之 内 ) 辐射 到 立体 角 元 do 内 的 能 量 . 按照 通 式 (49.8) , 总 辐射 在 频 
率 间隔 dw/2r 内 的 部 分 可 以 从 强度 的 一 般 公 式 求 得 , 不 过 要 用 傅 里 叶 分 量 的 
模 平 方 乘 以 2 来 代 蔡 场 的 平方 . 因此 代替 (66.6) 我 们 有 : 


-0 Pd 
dénw = 元 | 再 .| RGdos—. (66.9) 


如 果 电 荷 作 周 期 性 运动 , 那么 , 辐射 场 就 应 当 展 开 为 傅 里 叶 级 数 , 按照 
通 式 (49.4), 传 里 叶 级 数 展开 式 中 各 个 分 量 的 强度 可 以 从 强度 的 常用 公式 得 
之 ,不 过 要 用 健 里 叶 分 量 乘 以 2 来 代替 场 . 因此 , 频率 为 w = nwo 的 辐射 到 
立体 角 元 do 内 的 强度 等 于 
C 
2 

最 后 , 我 们 直接 从 辐射 电荷 的 给 定 运动 来 决定 辐射 场 傅 里 叶 分 量 的 公式 . 
对 于 侍 里 叶 积 分 展开 , 我 们 有 : 

于 = jetdt. 


一 DO 


dIn = —|H,l?R?do. (66.10) 


将 上 式 代 入 (66.7), 并 从 连续 电流 分 布 变 到 一 个 沿 轨 道 ro = ro 的 运动 
的 点 电荷 (参见 864) , 我 们 得 到 : 
闫 点 三 ,eek i ev(t)eilet—kro(D)] qt (66.11) 
cRho ea ， ; 
因为 v= dro/dt, 那么 vdt = dro, 这 个 公式 也 就 可 以 写成 沿 着 电荷 轨道 的 线 
积分 : 





eikRo 
本 





和 eitwt 一 ro)d7ro. (66.12) 
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按照 (66.8) 式 , 磁场 的 傅 里 时 分 量 有 如 下 的 形式 : 
iweit Ro 


Ro 


如 果 电 荷 在 一 个 闭合 轨道 上 作 周 期 性 运动 , 那么 , 就 应 当 将 场 展开 为 侍 
里 叶 级 数 . 傅 里 叶 级 数 展开 式 的 分 量 可 以 从 (66.11) 到 (66.13) 求 得 , 不 过 要 
将 其 中 遍历 所 有 时 间 的 积分 替换 为 对 运动 周期 (参见 849) 的 平均 . 对 于 频 
率 为 w= nwo = 2xn/T 的 磁场 的 傅 里 叶 分 量 , 我 们 有 


是 





[ein x dro. (66.13) 


onineitRo fT 





SE ce i{nwot—k-ro(t)] 
a = 72R 人 e n x v(t)dt 
2nineit Ro : 本 
=e BriR 由 6 (nowot 一 ro)72 x dro. (66.14) 
在 第 二 个 积分 中 , 积分 遍及 粒子 的 整个 闭合 轨道 . 
习 题 


求 一 个 沿 给 定 轨 道 运 动 电荷 辐射 的 四 维 动量 谱 分 解 的 四 维 表达 式 . 
解 :将 (66.8) 代入 (66.9) ,并 考虑 到 , 由 于 洛 伦 兹 条件 (62.1) kyp = 有 .4。， 
我 们 有 : 


C 2 2 到 2 2 dw ce 

dé = 2k |A,| Ik. A,| )Rodo— 
i 2 na dd Oa i 
= 2k (|A,| [pw | )Rodos— = zk Aiw A Rodos=- 


将 四 维 势 A;, 表 为 类 似 (66.12) 的 形式 ,我们 得 到 : 


k2e2 
dénw ee 4 


2 XiX"*dodk, 





式 中 Xi 表示 四 维 舌 量 

x' = / exp(—ikiz!)dz’, 
积分 沿 粒 子 轨 道 的 世界 线 进行 . 最 后 , 变 到 四 维 符 号 (包括 天 空间 的 四 维 “ 体 
积 元 ”, 如 (10.1a) ) , 我 们 得 到 辐射 的 四 维 动量 : 


i ek i mi\ad 
QE = 一 DT2CX 议 0(Km 天 )d k. 
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867 偶 极 辐射 


在 推迟 势 (66.1) 和 (66.2) 的 被 积 函数 中 , 时 间 7. 二 是 可 以 略 去 的 , 候 
如 电荷 分 布 在 这 个 时 间 内 改变 很 小 的 话 . 满足 这 个 要 求 的 条 件 不 难 找到 . 假 
设 在 一 段 时 间 内 , 体系 中 的 电荷 分 布 有 显著 的 改变 , 用 工 表 示 这 段 时 间 的 数 
量 级 . 这 个 体系 的 辐射 显然 含有 与 同 数量 级 的 周期 ( 即 频率 与 1/T 同 数量 
级 ) . 此 外 , 我 们 用 a 来 代表 体系 的 尺度 的 量 级 . 因此 , 时 间 7. 了 将 与 2 同 数 
量 级 . 要 这 个 体系 内 的 电荷 分 布 在 这 段 时 间 内 不 发 生 显著 的 改变 , 那么 , 就 
必须 有 = <<T. 而 cT 正 是 辐射 的 波长 入 因此 ,a < cT 可 以 写 为 


a 和 (67.1) 


就 是 说 , 电荷 体系 的 尺度 应 当 比 辐射 的 波长 小 很 多 . 

我 们 指出 , 同一 个 条 件 (67.1) 也 可 以 从 (66.7) 式 得 到 . 在 被 积 函数 中 , > 
所 取 的 值 是 在 一 个 与 电荷 体系 的 尺度 同 数 量 级 的 间隔 内 , 因为 在 电荷 体系 以 
外 3 等于零. 因此 , 指数 ik:7 是 很 小 的 , 对 于 那些 kae 科 1 的 波 , 可 以 略 去 它 
们 , 而 这 个 条 件 与 (67.1) 是 等 价 的 . 

如 果 v 与 电荷 速度 的 大 小 同 量 级 , 注意 到 了 ~ a/v, 从 而 入 ~ ca/u, 那 
么 , 这 个 条 件 还 可 以 写成 另 一 形式 . 从 a 之 入, 我们 得 到 


ve, (67.2) 


就 是 说 , 电荷 的 速度 应 当 比 光速 小 很 多 . 

假设 这 个 条 件 已 被 满足 , 我 们 来 研究 与 辐射 体系 相距 甚 远 之 处 的 辐射 ， 
所 谓 与 体系 相距 其 远 就 是 指 距 离 比 波长 大 很 多 , 因而 在 任何 情形 下 , 都 比 电 
荷 体系 的 尺度 大 很 多 . 正如 我 们 在 866 所 指出 的 , 在 这 样 的 距离 上 , 场 可 以 当 
做 平面 波 , 因此 , 在 求 场 时 , 仅仅 只 计算 和 撩 势 就 够 了 . 

在 远 处 的 场 的 矢 势 (66.2) 现在 有 如 下 的 形式 : 


1 5 
4= 款 judW. (67.3) 


式 中 ,t=t 一 Ro/c. 时 间 妇 现在 已 经 与 积分 变量 无 关 了 . 将 了 = pv 代入 ,我 
们 就 可 将 (67.3) 改写 为 

A= zh (2 0) 
( 求 和 应 对 体系 中 所 有 的 电荷 进行 ; 为 简单 起 见 , 我 们 略 去 指标 萎 , 这 个 方程 
右边 所 有 的 量 都 是 取 对 刀 时 刻 的 值 ) . 但 是 


Dev= Der=d, 
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式 中 ,d@ 是 电荷 体系 的 偶 极 距 . 因此 ， 


利用 公式 (66.3) , 我 们 求 出 磁场 等 于 


天 二 n, (67.5) 


cz Ro 





而 电场 则 等 于 
a 1 
2Ro 





(67.6) 


我 们 注意 , 在 所 考虑 的 近似 情况 下 , 辐射 为 电荷 体系 的 偶 极 和 矩 的 二 阶 导 
数 所 决定 . 这 样 的 辐射 称 为 偶 极 辐射 . 

因为 d = es d = DY _ ev; 所 以 电荷 只 有 在 它们 作 加 速度 运动 时 才能 
辐射 . 作 匀速 运动 的 电荷 不 辐射 . 这 也 可 以 直接 从 相对 性 原理 推出 , 因为 作 匀 
速 运动 的 电荷 可 以 在 某 一 个 惯性 参考 系 中 静止 , 而 一 个 静止 电荷 显然 不 辐射 . 

将 (67.5) 代入 (66.6), 我 们 得 到 偶 极 辐射 的 强度 : 


sin? bdo， (67.7) 





Ee 
dnc3 ~ dnc3 


式 中 9 是 矢量 d 和 n 之 间 的 夹 角 . 这 就 是 在 单位 时 间 内 电荷 体系 辐射 到 立体 
角 元 do 内 的 能 量 , 我 们 注意 , 辐射 的 角 分 布 是 由 因子 sin?*9 给 出 的 . 
代入 do= ?2rsinbgdg, 从 0 到 zx 对 d9 积分, 我们 得 到 总 辐射 


I= 2 (67.8) 


如 果 我 们 只 有 一 个 电荷 在 外 场 中 运动 , 那么 , d = er, 而 d= ew, 此 处 
的 w 是 电荷 的 加 速度 . 因此 , 运动 电荷 的 总 辐射 是 
2e2402 
T= 二 (67.9) 


我 们 注意 , 在 由 粒子 所 组 成 的 封闭 体系 中 , 如 果 所 有 粒子 的 荷 质 比 都 相 
同 , 就 不 会 有 辐射 ( 偶 极 辐射 ) . 实际 上 , 对 于 这 样 的 体系 , 偶 极 矩 为 


d= Ser = Dmr = const 》 mr， 


此 处 的 常数 是 所 有 电荷 共同 的 荷 质 比 . 但 是 了 mr = RR》 m, 此 处 玉 是 体系 


惯性 中 心 的 径 矢 ( 记 着 所 有 的 速度 v 之 c, 因此 非 相 对 论 力学 可 以 应 用 ) . 因 
此 d 与 惯性 中 心 的 加 速度 成 正比 , 这 个 加 速度 是 零 , 因为 惯性 中 心 匀速 地 运 
动 着 . 





867 偶 极 辐射 . 197 . 


最 后 , 我 们 写 出 偶 极 辐射 强度 的 谱 分 解 . 对 于 伴随 碰撞 而 产生 的 辐射 ， 
我 们 引入 量 d&., 来 表示 碰撞 期 间 以 波 的 形式 (频率 在 间隔 dw/2r 内 ) 辐射 出 
去 的 能 量 (参见 866) . 用 健 里 叶 分 量 d, 代替 (67.8) 式 中 的 d 并 乘 以 2 就 可 
得 到 它 : 


dw 
ee 
dé = ssld, w| 元 
为 了 决定 傅 里 叶 分 量 , 我 们 有 
we d2 
本 E Ha (de ”) = do 
由 此 得 到 d, = -ww2d.. 因此 , 我 们 得 到 
8 三 2 (67.10) 


对 于 作 周 期 运动 的 粒子 , 我 们 用 同样 的 方法 得 到 以 频率 w = nwo 辐射 的 


强度 如 下 : 
i a 


ki = ldnl*. (67.11) 





习 题 
1. 求 以 恒定 角速度 凡 在 一 平面 内 转动 的 偶 极 子 也 的 辐射 .四 
解 : 选择 转动 平面 为 zy 平面 , 我 们 有 : 
= docos Qt, dy,= dosin ft. 
因为 这 些 函 数 是 单 色 的 ,所 以 辐射 也 是 单 色 的 ,频率 w= 人 2. 从 (67.7) 式 我 
们 得 到 辐射 的 角 分 布 (对 转动 周期 的 平均 值 ): 


本 = 多 





za(l 十 cos 9)do, 


式 中 妨 是 辐射 的 方向 虽 和 :z: 轴 之 间 的 夹 角 . 总 辐射 是 
20304 
站 过 3c3 
辐射 的 偏振 活着 和 拓 量 直 x 中 =w2m x d. 将 其 分 解 为 mz 平面 和 垂直 于 它 
的 分 量 , 我 们 发 现 辐 射 是 椭圆 偏振 的 ,椭圆 的 轴 上 比 等 于 mnz = cos3; 特别 是 ， 
沿 z 轴 的 辐射 是 圆 偏 振 的 . 


@ 具有 偶 极 矩 的 转子 或 对 称 陀螺 的 辐射 就 是 这 种 类 型 . 在 第 一 种 情形 下 ,ad 是 转子 的 总 偶 
极 矩 ; 在 第 二 种 情形 下 , d 是 陀螺 的 偶 极 矩 在 垂直 于 其 进 动 轴 ( 即 总 角 动 量 的 方向 ) 平面 上 的 投 
影 . 
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2. 求 (以 速度 几 作 整体 运动 的 ) 电荷 体系 辐射 的 角 分 布 ， 如 果 在 体系 整 
体 静 止 的 参考 系 中 辐射 的 分 布 已 知 . 
解 : 令 
dI’= Flcos0,P )do，do' = d(cos0')dy’ 


是 固 联 于 运动 电荷 体系 的 K' 系 内 的 辐射 强度 ( 凡 , yp' 是 极 坐 标 ; 极 轴 沿 体系 


运动 的 方向 ) . 在 固定 的 (实验 室 ) 参考 系 扩 内 时 间 间 隔 dt 中 辐射 的 能 量 
dE ,与 K' 系 内 辐射 的 能 量 d@' 通过 如 下 变换 公式 相关 


dE—V.dP 1 一 一 cosg 
V2 V3 
I - 


(在 给 定 方向 传播 的 辐射 的 动量 与 其 能 量 的 关系 满足 方程 |dP| = d6/c). K 
与 K' 系 内 辐射 方向 的 极 坐 标 0,0' 按 公式 (5.6) 相关 ， 方位 角 wp 和 ol 相等 . 
最 后 , K' 系 内 的 时 间 间 隔 dt' 对 应 于 玖 系 中 的 时 间 间 隔 


dt’ 


V2 
Ve 


结果 , 我 们 得 到 及 系 中 的 强度 df = (d@ /dt)do: 


dt = 


因此 ， 对 于 洛 自身 轴 方向 运动 的 偶 极 矩 ， = const .sin20b'， 用 刚才 得 到 的 公 
VY2\、 
(1- 豆 ) sin20 


本 sdo. 
(4 一 一 eos0) 
C 


d7 = const . 
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在 研究 碰撞 辐射 ( 韦 致 辐射 ) 问题 时 , 我 们 很 少 对 两 个 沿 着 一 定 轨道 运 
动 的 粒子 因 碰 撞 而 产生 的 辐射 感 兴趣 . 通常 我 们 必须 考虑 彼此 平行 移动 着 的 
整个 粒子 束 的 散射 . 我 们 的 问题 就 是 求 出 每 单位 粒子 流 密度 的 总 辐射 
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如 果 粒 子 流 密度 等 于 1 ( 即 在 单位 时 间 内 通过 粒子 束 截 面 的 单位 面积 有 
一 个 粒子 ) , 那么 , 粒子 流 中 “碰撞 参量 " 在 p 和 p+dp 之 间 的 粒子 数 等 于 
2rpdp ( 即 以 p 和 p 十 dp 为 半径 的 两 个 圆 之 间 的 环 的 面积 ) . 因此 所 要 求 的 
总 辐射 就 可 以 用 2xpdp 乘 一 个 粒子 (具有 碰撞 参量 p) 的 总 辐射 ACE , 再 对 dp 
从 0 到 ce 积分 求 得 . 如 此 求 得 的 量 将 有 能 量 乘 面 积 的 量 纲 . 我 们 称 它 为 有 效 
辐射 ( 同 散射 的 有 效 截面 相似 ), 并 以 x 代表 之 : 


Xi 一 ff AE .2rpdp， (68.1) 
0 


用 完全 类 似 的 方法 , 我 们 可 以 定义 在 一 定 立 体 角 元 do 内 , 和 在 一 定 的 频率 间 
隔 dw 内 的 有 效 辐射 等 等 @. 

现在 我 们 来 推导 粒子 束 被 中 心 对 称 场 散 射 时 , 产生 的 辐射 角 分 布 的 一 般 
公式 , 这 里 我 们 假设 辐射 是 偶 极 辐射 . 

被 散射 粒子 束 中 的 单个 粒子 (在 每 一 时 刻 ) 的 辐射 强度 由 (67.7) 式 
决定 , 在 这 个 式 子 内 的 d 是 粒子 对 于 散射 中 心 的 偶 极 矩 @. 首先 ,我们 将 
此 式 对 矢量 d 在 与 粒子 束 方 向 相 垂 直 的 平面 内 的 所 有 方向 求 平均 值 . 因为 
(dxn)?=? 一 (n.d)?, 那么 , 求 平均 值 运算 仅仅 影响 到 (mn x d)?. 因为 散射 
的 场 是 中 心 对 称 的 , 而 入 射 粒 子 束 是 平行 的 , 所 以 散射 (以 及 辐射 ) 具有 对 
通过 中 心 的 轴 的 轴 对 称 性 . 我 们 选 定 这 个 轴 作 为 xz 轴 . 从 对 称 性 的 考虑 可 以 
看 出 一 次 项 心 ,dz 在 求 平 均值 时 给 出 零 , 又 因 du 不 受 求 平均 运算 的 影响 ， 


dy = tds = 10. 
dz 和 忆 的 平均 值 彼此 相等 , 所 以 


4 == (人 —dz): 
注意 到 这 些 , 我 们 就 不 难 求 得 
(d x n)? = (od 十 d2) 十 (a 一 3d2)cos2 0， 
式 中 ,9 是 辐射 方向 n 与 z 轴 的 夹 角 . 
将 强度 对 时 间 和 对 所 有 碰撞 参量 积分 , 我 们 就 得 到 确定 有 效 辐 射 作 为 辐 
射 方向 函数 的 最 终 公式 
do 
da 一 A (4+ B 


@ :与 辐射 体系 能 量 之 比 称 为 辐射 能 量 损失 截面 . 

@ 如 果 被 积分 的 式 子 与 粒子 的 偶 极 矩 在 粒子 流 横 截面 上 投影 的 定向 角 有 关 , 那么 , 首先 我 
们 必须 在 这 个 平面 上 对 于 所 有 方向 求 平均 值 , 只 有 这 样 做 以 后 才能 乘 以 2rpdp 然后 再 积分 . 

图 实际 上 ,通常 我 们 所 说 的 是 指 两 个 粒子 一 一 散射 的 粒子 和 被 散射 粒子 一 一 相对 他 们 的 公 
共 的 惯性 中 心 的 偶 极 矩 . 





二 | 
3cos*0 :)， (68.2) 
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式 中 ， 
a 5 / a ad2dt2rpdp， B= < | | (d? — 3d?)dt2npdp. (68.3) 


(68.2) 式 的 第 二 项 写成 了 这 样 的 形式 , 它 在 对 所 有 方向 平均 时 为 零 , 所 以 总 
有 效 辐 射 是 x = 4/c. 请 注意 , 辐射 的 角 分 布 相对 于 穿 过 散射 中 心 并 且 垂 直 
于 束 的 平面 是 对 称 的 , 因为 如 果 将 0 换 为 r 一 0,(68.2) 式 不 变 . 这 个 特性 为 偶 
极 辐射 所 专 有 , 对 于 比 v/c 更 高 阶 的 近似 则 无 这 个 特性 . 

伴随 散射 而 产生 的 辐射 强度 可 以 分 成 两 部 分 , 一 部 分 是 在 经 过 z 轴 和 方 
问 nz 的 平面 内 (我们 选择 这 个 平面 为 zy 平面 ) 偏振 的 辐射 ， 另 一 部 分 是 在 
垂直 平面 zz 内 偏振 的 辐射 . 

电场 矢量 与 下 面 矢 量 的 方向 相同 : 


nx(nxd)=n(n:.d-d 


(参见 (67.6) 式 ) . 这 个 矢量 在 与 zy 平面 垂直 的 方向 上 的 分 量 是 -d.，, 而 它 
在 zy 平面 内 的 投影 是 |sin0 .Gi -cosb. 亿 |. 后 面 这 个 量 可 以 最 方便 地 由 磁场 
的 z 分 量 决定 , 磁场 的 方向 是 dxn. 

将 马 平 方 , 再 对 矢量 在 yz 平面 内 的 所 有 方向 求 平均 值 , 我 们 首先 看 
到 , 场 在 zy 平面 上 的 投影 同 它 在 与 zy 平面 垂直 的 平面 上 的 投影 之 积 为 堆 
这 意味 着 , 辐射 强度 实际 上 可 以 表示 为 两 个 独立 部 分 之 和 , 这 两 部 分 就 是 在 
两 个 相互 垂直 的 平面 内 偏振 的 辐射 强度 

电 矢 量 在 垂直 于 zy 平面 内 的 辐射 强度 由 = 3( 字 一 收 ) 的 方 均 所 决定 . 
对 于 有 效 辐射 的 相应 部 分 , 我 们 得 到 


2 
dz = ee ¥ { (a d? )dt2nxpdp. (68.4) 


我 们 注意 到 , 辐射 的 这 一 部 分 是 各 向 同性 的 . 没有 必要 写 出 电场 拓 量 在 zy 平 
面 内 的 有 效 辐射 表达 式 , 因为 , 显然 


dx + dx = dn. 


用 相似 的 方法 , 我 们 可 以 求 出 在 给 定 频率 间隔 dw 内 的 有 效 辐 射 的 角 分 
布 公 式 : 


dxnw = 一 -一 有 14 + BO (68.5) 


3 cos? — dw 
2nc3 


2r， 
式 中 


4 OO 
A(w) = 人 dz22rpdp， Bl(w)= — ss/ (d2 — 3d2,,)2xpdp. (68.6) 
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869 低频 轨 致 辐射 


我 们 来 考虑 轨 致 辐射 谱 分 解 的 低频 “尾部 ”, 这 个 区 间 的 频率 远 低 于 辐 
射 主 要 部 分 集中 所 在 处 的 频率 wo: 


只 < wo. (69.1) 


我 们 不 ( 像 上 节 所 作 的 那样 ) 假设 碰撞 粒子 的 速度 远 小 于 光速 ; 下 面 的 公式 
对 于 任何 速度 都 是 适用 的 . 在 非 相 对 论 情形 下 , wo ~ 1/r, 这 里 r 是 碰撞 延 
续 时 间 的 量 级 ; 在 极端 相对 论 情 形 下 , wo 正比 于 辐射 粒子 能 量 的 平方 (参见 
877) . 
在 积分 本 
We= He'™!dt 


之 中 , 辐射 场 五 只 有 在 与 1/wo 同 量 级 的 时 间 间 隔 内 , 才 与 零 有 显著 的 差别 . 
因此 , 按照 条 件 (69.1) , 我 们 可 以 假设 在 被 积 函 数 内 wt 之 1, 从 而 可 以 使 eiet 
等 于 11; 于 是 ， 本 

m= | Hdt. 


将 吾 = Axn/c 代 入 上 式 , 并 对 时 间 积分 , 则 得 到 : 
= -(A2 和 (69.2) 


式 中 , 4 一 4; 是 碰撞 粒子 在 碰撞 期 间 所 产生 的 场 的 和 失势 的 变化 . 
将 (69.2) 代入 (66.9) 式 , 我 们 便 得 到 (频率 为 w 的 ) 碰撞 总 辐射 : 
2 


2 [(42 — 41) x nl*dodw. (69.3) 


我 们 可 以 用 对 于 矢 势 的 李 纳 - 维 谢 尔 表达 式 (66.4) 得 出 : 


9 二 V2 X 也 加 VIX Fp 
dénw = 4n2c3 De 1 —(l/on:v 1-(l/cn:v } ou, 人 


式 中 w 和 wz 是 碰撞 以 前 和 以 后 的 粒子 速度 , 求 和 对 两 个 碰撞 粒子 进行 . 我 
们 注意 到 , dw 的 系数 与 频率 无 关 . 换言之 , 对 于 低频 率 (条 件 (69.1) ) , 谱 分 
布 与 频率 无 关 , 就 是 说 , 当 w 一 0 时 ,drwy/dw 趋 近 于 一 个 常数 极限 旺 . 

@ 对 碰撞 参量 积分 , 我 们 可 以 得 到 粒子 束 散射 时 的 有 效 辆 射 的 相似 的 结果 , 然而 我 们 要 记 
着 , 这 个 结果 对 于 碰撞 粒子 有 库仑 相互 作用 情况 下 的 有 效 辐射 是 不 正确 的 ,因为 对 dp 的 积分 在 


Pp 很 大 时 是 (对 数 ) 发 散 的 . 在 下 一 节 中 可 以 看 出 , 在 这 种 情形 下 , 低频 率 的 有 效 辐 射 与 频率 的 
对 数 有 关 ，, 而 不 是 保持 不 变 . 


dénw 7 
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如 果 碰 撞 粒 子 的 速度 比 光 速 小 很 多 , 那么 ,(69.4) 式 变 为 
1 2 
dé = 本 2 攻 ， e(v2 — v1) x n| dodw. (69.5) 


这 个 表达 式 对 应 于 偶 极 辐射 的 情形 , 矢 势 由 (67.4) 式 给 出 . 

这 些 公式 的 一 个 有 趣 应 用 是 应 用 于 发 射 新 带电 粒子 (例如 从 核 中 出 射 
8 粒子 ) 时 产生 的 辐射 . 这 个 过 程 被 处 理 成 粒子 的 速度 瞬时 从 零 变 为 其 实际 
值 . (由 于 公式 (69.5) 对 交换 w 和 va 的 对 称 性 , 起 源 于 这 个 过 程 的 辐射 与 其 
逆 过 程 (粒子 瞬时 停止 ) 产生 的 辐射 是 相同 的 .) 重要 之 点 在 于 , 由 于 该 过 程 
的 “时 间 ”7 一 0, 条 件 (69.1) 实际 上 对 所 有 频率 都 是 满足 的 .@ 


习 题 


求 一 个 当 射出 时 以 速度 则 运动 的 带电 粒子 所 产生 总 辐射 的 谱 分 布 . 
解 : 按照 公式 (69.4) (其 中 我 们 令 v2 二 v9,v1 二 0), 我 们 有 : 





e202 /™ sin*0 : 
dé@,, 一 dw Tacs i pe sin 6d0. 
进行 积分 后 得 到 @ : 
忆 = (Ems -2) a (1) 
NC \vV 多 一 过 





该 公式 也 可 以 从 (69.5) 直接 得 到 . 
870 库仑 相互 作用 的 辐射 


为 了 参考 的 目的 , 我 们 在 这 一 节 内 列举 一 系列 有 关 两 个 带电 粒子 体系 的 
偶 极 辐射 公式 ; 这 里 , 我 们 假设 粒子 的 速度 比 光速 小 很 多 . 
我 们 对 这 个 体系 作为 一 个 整体 的 匀速 运动 ( 即 体系 惯性 中 心 的 运动 ) 没 
有 兴趣 , 因为 它 并 不 引起 辐射 ; 因此 我 们 只 需 研 究 粒 子 的 相对 运动 .我 们 选 定 
惯性 中 心 为 坐标 原点 , 那么 , 体系 的 偶 极 和 矩 d= elirl 十 e272 可 以 写成 
eim2 一 €2m € e 
d = ee = (名 = 择 ) 7， (70.1) 


@ 然而 , 这 些 公式 的 应 用 受到 量子 条 件 的 限制 , 即 fiw 同 粒子 的 总 动能 相 比 很 小 . 

@ 正如 我 们 已 经 指出 的 那样 ,即使 由 于 过 程 的 “瞬时 性 ”, 条 件 (69.1) 对 所 有 频率 都 满足 ， 
我 们 却 不 能 通过 将 (1) 式 对 dw 积分 来 求 得 总 辐射 能 一 一 该 积分 在 高 频 发 散 . 值得 一 提 的 是 , 除 
了 经 典 性 质 的 条 件 在 高 频 失 效 以 外 , 在 本 例 中 发 散 的 原因 还 在 于 经 典 问题 的 不 正确 陈述 , 即 这 
个 问题 中 粒子 在 初始 时 刻 加 速度 为 无 穷 大 . 


870 库仑 相互 作用 的 辐射 :203 . 


式 中 , 指标 1 和 2 分 别 属于 两 个 粒子 , 而 ”= li 一 rz 则 是 两 粒子 之 间 的 径 矢 . 


77217722 
及 三 
1 十 ?7722 





是 约 化 质量 . 
我 们 从 两 个 按照 库仑 定律 互相 吸引 着 的 粒子 在 作 椭圆 运动 时 所 产生 的 辆 
射 开 始 . 从 力学 我 们 知道 (参看 本 教程 第 一 卷 815) , 这 种 运动 可 以 用 一 质量 
为 4 的 粒子 在 椭圆 上 的 运动 来 说 明 , 椭圆 的 极 坐 标 方程 是 
a(l 一 E2) 


Eee 一 (70.2) 


此 处 的 半 长 轴 a 和 离心 率 < 是 


__ 赤 本 2|E|M? 
2= aT e=4/1 op (70.3) 


式 中 ,8 是 粒子 的 总 能 量 ( 略 去 他 们 的 静 能 !) , 运动 在 有 限 范 围 内 时 , 总 能 量 
为 负 . M = jr?y 是 角 动 量 , 而 a 是 库仑 定律 中 的 常数 : 





Q 二 |eiez|. 


坐标 与 时 间 的 关系 可 以 用 参数 方程 表示 如 下 : 


r=a(l—éecosét), t= V 二 一 ESingE). (70.4) 
当 参 数 & 从 0 变 到 2r 时 , 粒子 在 椭圆 上 走 一 周 ; 运动 的 周期 是 


人 
d= 2 Ee 
fe" 


现在 我 们 来 求偶 极 矩 的 傅 里 叶 分 量 . 因为 运动 是 周期 性 的 , 所 以 这 即 是 
求 傅 里 叶 级 数 的 展开 式 . 既然 偶 极 和 矩 与 径 失 r 成 正比 , 那么 这 个 问题 就 可 化 
为 求 坐 标 z 工 = 二 rcosy,y = 二 7singy 的 傅 里 叶 分 量 . zx 和? 与 时 间 的 关系 由 如 下 参 
数 方程 决定 


T=a(cos€ —ée), y=aVvVl—e2sin€, wot=é€— esing, (70.5) 
这 里 , 我 们 引入 了 频率 


ED 
i Ha3 anuV2 





. 204 . 第 九 章 ”电磁 波 的 辐射 


利用 ( = —jwonzgn, Yn = —iwonyn ， 计算 速度 的 傅 里 叶 分 量 9 这 比 求 坐 标 
的 傅 里 叶 分 量 更 便利 些 . 我 们 有 


个 

Tn 1 

TH 一 :一 二 eontzdt. 
—iwon wonT Jo 








但 是 jdt = dz = 一 asintdt; 因此 , 将 对 dt 的 积分 变 为 对 dé 的 积分 , 我 们 就 
有 : 27 
2 一 ss ein(é—esiné) sin €dé. 


27n 0 
同样 , 我 们 可 求 得 
可 iaV1 一 =2 


27n 


iavVvl — e? 


27nne 








2X 2x ， 
Yn | e"(€— esiné)cosétdét = e"(€— esiné€)dé 
0 0 


(在 从 第 一 个 积分 变 到 第 二 个 积分 时 ,我 们 在 被 积 函 数 中 写 了 cost = 
(eose -2) + 二 ; 这 时 ， 出 现 了 cos€ -上 的 积分 ,而 它 便 等 于 零 ) ， 最 后 
利用 贝 塞 尔 函数 的 理论 , 我 们 有 


2 Tt 
二 l ei(né—zsint)ge = 二 人 cos(né — zsiné€)dé = J,(7z), (70.6) 
式 中 , Jn(z) 是 整数 n 阶 的 贝 塞 尔 函 数 . 结果 得 到 所 求 的 傅 里 叶 分 量 的 如 下 表 
达 式 : 
gn = Lne), yn = 人 一生 Jan(ne) (70.7) 


( 贝 塞 尔 函 数 上 面 的 一 撤 表 示 对 函数 自 变 量 微分 ). 
辐射 的 单 色 分 量 强 度 的 表达 式 可 以 通过 将 zw 和 yy, 代入 如 下 公式 中 得 
到 : 





4odm 四 ez \“ 
下 (外 一 一】 (esP+lm 站 


1 7722 
(参见 (67.11) ) . 利用 粒子 的 特征 量 来 表示 a 和 wo, 最 后 我 们 得 到 : 


2 4 2 
= (全 人 [ene) .1 
m1 71722 





> 也 na] (70.8) 


作为 特例 , 下 面 我 们 写 出 在 轨道 接近 抛物 线 的 运动 中 (sz 接近 1) 非常 高 
次 谐 波 (n 很 大 ) 强度 的 渐 近 公式 . 为 此 目的 , 我们 用 公式 


negw 志 (2) [9)” 0- (709) 


n>1 -El1, 
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式 中 B 是 859 习题 脚注 中 定义 的 艾 里 函数 中 . 
代入 (70.8) 得 到 : 


64x22/3n4/384 (el es) 2 712 [ /nN2/3 
er {a-es I®) a-e)|+ 


2 \ 3 n\2/3 
+(%) | 人 ac- 可 上 
这 个 结果 也 可 以 用 麦克 唐 纳 阴 数 K, 表示 为 : 
2 .84 
er le 
+K32,s [3 (1 一 名 )3/2| } (1 一 2)2 


(必要 的 公式 在 (74.13) 式 后 第 1 个 脚注 给 出 ) 
以 下 , 我 们 考虑 两 个 互相 吸引 的 带电 粒子 的 碰撞 . 这 两 个 粒子 的 相对 运 
动 , 可 以 用 一 个 以 质量 为 4 的 粒子 在 双 曲 线 上 的 运动 来 描写 : 





1+ecosy = sr (70.11) 
式 中 ， 
区 过 ZF Si < (70.12) 
(现在 8>0).r 与 时 间 的 关系 由 下 面 的 参数 方程 所 决定 : 
r=a(ecoshé —1), t= (esinhe = (70.13) 
此 处 的 参数 & 可 取 -oo 到 +oo 之 间 的 一 切 值 . 对 于 坐标 z, y, 我 们 有 
r=a(e—coshé), y=aVe?— 1sinhé. (70.14) 


@ 对 于 之 1, 对 积分 
Jn(ne) = 2/ cosin(€ — esin€)]ldé 
的 主要 贡献 来 自 的 小 值 (对 于 大 的 值 , 被 积 消 数 快速 振荡 ). 据 此 , 我 们 将 余弦 函数 的 自 变 
量 按 8 的 竹 展 开 : 
Ji(ne}= i/ cos [" (: = E 十 全)| dé:; 


因为 积分 迅速 收敛 ,上 限 已 换 为 co; 含 &3 的 项 必须 保留 ,因为 一 阶 项 含有 小 系数 1--e 3 (1--e?)/2. 
通过 明显 的 代 换 , 上 面 的 积分 可 以 化 为 (70.9) 的 形式 . 
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傅 里 叶 分 量 的 计算 (我 们 现在 所 指 的 是 展开 为 傅 里 叶 积分 的 展开 式 ) 可 
以 照 上 面 的 方法 完全 一 样 地 进行 . 结果 得 到 : 


TaV E2 


Ta rr(1)，。 二 
i ey (ive), 如 三 一 > HM (ive), (70.15) 


式 中 , HY) 是 第 一 类 第 认 阶 的 汉 克 尔 函 数 , 我 们 引入 了 符号 





Ww WO 
= = 一 一 


[en 
Las 
(vo 是 粒子 在 无 穷 远 处 的 相对 速度 ; 能 量 8 = Hi/2) . 在 计算 中 , 我们 还 引 
用 了 贝 塞 尔 消 数理 论 中 的 公式 : 


(70.16) 


DO 
下 ed 入 和 (zh (70.17) 


将 (70.15) 代入 公式 


4w412 1 el 6 2、dw 
(各 -和 皇 (|zo| + yal )3= 


(参见 (67.10) ) 我 们 便 得 到 : 


2 2 村 
dé = i (Cn 一 全 】 {[a® (ve)] 十 二 了 [zyGve] dw. 

(70.18) 

我 们 比较 关心 的 量 是 平行 粒子 束 散 射 时 的 “有 效 辐 射 ”( 参 见 868) . 为 

了 计算 它 , 我 们 用 2rpdp 乘 d&,, 再 对 p 从 零 到 无 穷 大 积分 . 利用 2rpdp = 

2ra2sds, 我 们 将 对 dp 的 积分 化 为 对 de (在 1 到 co 的 范围 中 ) 的 积分 . 这 个 

关系 从 定义 (70.12) 得 来 , 其 中 , 角 动 量 M 和 能 量 8 与 碰撞 参量 p 及 粒子 在 
无 穷 远 处 的 速度 vo 的 关系 是 : 


2 
六 


最 后 的 积分 可 以 直接 利用 公式 
2 d 
:| 加 + (所 -1 型 = 主 (2520) 


@ 注意 , 函数 H((ive) 是 纯 虚 数 , 而 其 导数 HQY (ive) 是 实数 . 


870 库仑 相互 作用 的 辐射 .207 . 
式 中 , 2Z,(z) 是 p 阶 贝 塞 尔 方程 的 一 个 任意 解 吕 . 记 着 当 = 一 oo 时 , 汉 克 尔 函 
数 及 ( 站 (ive) 变 为 零 , 结果 我 们 便 得 到 下 面 的 公式 : 


4r2o3aw /el ezo\” 0) (2) 
i 2 全 POP 
3 (名 各 Hi, (iv)|Hi, (iv)dw (70.19) 


现在 让 我 们 考虑 低频 和 高 频 两 种 极限 情形 . 在 积分 


/ eiv(é—sinhé) qe = ixH(M (iv) (70.20) 


( 汉 克 尔 函 数 的 定义 ) 中 , 积分 变量 & 的 唯一 重要 的 范围 是 指数 在 其 中 与 1 
同 数量 级 的 范围 . 因此 , 对 于 低频 (> 之 1), 仅 有 大 & 的 区 域 是 重要 的 . 但 是 
对 于 大 的 上 , 我 们 有 sinhe SS &. 因此, 近似 地 ， 


H(iv) ~ 一 ' 拓 enhéqé = Ho (iv). 
同 理 , 我 们 可 求 得 
H\) (iv) 入 HY (iv). 
最 后 , 利用 贝 塞 尔 消 数理 论 中 的 近似 式 (对 于 小 的 z) 


2 2 


(7 三 ec , 式 中 , C 是 欧 拉 常数 ,Y= 1.781…), 我 们 得 到 低频 有 效 辐射 的 如 
下 表达 式 : 


1602 (et ee\N\ /2pv8 HE 
这 个 表达 式 依赖 于 频率 的 对 数 . 


对 于 高 频率 (> 六 1) , 在 积分 (70.20) 中 , 与 前 相反 , 小 & 值 的 区 域 是 重 
要 的 . 根据 这 个 理由 , 我 们 将 被 积 函 数 的 指数 展开 为 的 震级 数 , 并 近似 地 
得 到 


HIN (iv) ~ -二 exp (-¥e) de = -二 Re 1 exp (-¥e) de . 


@ 这 个 公式 是 贝 塞 尔 方程 


的 直接 结果 . 
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作 代 换 ive*/6 = 7, 上 面 的 积分 化 为 函数 , 结果 我 们 得 到 


w= 吉 ("9 


, t YeaNV® yy 
Hi - TV3 (2) > (3) . 
i (iv) TV3 v 3 


最 后 ,再 利用 工 消 数 理论 中 的 熟知 公式 


同 理 , 我 们 得 到 


T(z)T(1 3 7) 一 Sin nr 


对 于 高 频率 有 效 辐 射 , 我 们 得 到 : 


€ e a HE 
dx = 53572055 ( 笃 一 至 dw， 当 w> a (70.22) 
这 是 一 个 与 频率 无 关 的 表达 式 . 

现在 我 们 转 到 伴随 两 个 按照 库仑 定律 = (a > 0) 而 排斥 的 粒子 互相 
碰撞 而 产生 的 辐射 . 运动 发 生 于 双 曲 线 
a(e2 一 1) 


Tr 


一 1] 十 Ecosy = (70.23) 


3 
z=a(e+coshé), y=aVei— 1sinhé, t= V (esinhé 十 E) (70.24) 


(a 和 = 来 自 (70.12) ) . 对 于 这 种 情形 的 所 有 计算 直接 可 以 化 为 上 面 进行 过 
的 计算 , 因而 这 里 就 不 再 重复 了 . 实际 上 , 对 于 坐标 x 的 健 里 叶 分 量 的 积分 
ia 3 eiv(e sinh €+é€) sinh €dé 


一 Co 


Tw 二 
tw 


在 作 代 换 € 一 ix 一 后 便 可 化 为 在 互相 吸引 情形 下 的 积分 乘 以 -e-™; 这 对 
yw 也 同样 成 立 . 

因此 , 在 相 斥 的 情形 中 , 傅 里 叶 分 量 zu, 加 的 表达 式 与 相 吸 的 情形 中 的 
相应 的 表达 式 只 相差 一 个 因子 e-™. 所 以 , 在 辐射 的 各 公式 中 , 唯一 的 变动 
是 加 上 一 个 因子 e-?™wv. 就 特例 言 之 , 对 于 低频 , 我们 得 到 上 面 的 公式 (70.21) 
(因为 对 于 wv 之 1:e-2w 之 1). 对 于 高 频 , 有 效 辐射 有 下 面 的 形式 : 


16ra2 /ei wy Ne 2nwa AU 
一 一 一 一 -一 | 一 一 一 一 一 一 dw 当 一 一 70.25 
dzr， 35720565 ( 台 皇 exp pr WW 当 专 兆 3 ( ) 


它 随 着 频率 的 增加 而 按 指数 规律 下 降 . 
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习 题 


1. 求 两 个 互相 吸引 的 粒子 在 作 椭 圆 运 动 时 的 平均 总 辐射. 
解 : 从 偶 极 和 矩 的 表达 式 (70.1), 我们 得 到 辐射 的 总 强度 : 


[= 2p2 ( 皇 - 鱼 ) 产 = 202 ( 笃 - 各 | 各 
3c3 nN1 7722 本 3c3 71 mo r4 
这 里 我 们 用 了 运动 方程 /六 = 一 ar/r3. 从 轨道 方程 (70.2) 用 中 来 表示 坐标 了 ， 
再 利用 方程 df = jwr*dwp/M, 将 对 时 间 的 积分 变 为 对 角 yp 的 积分 (从 0 到 2r) . 
结果 , 我 们 求 得 平均 强度 : 
i 2 ez \* p5/2a3|@|3/2 2|8|M? 
和 
2. 求 两 个 带电 粒子 的 碰撞 总 辐射 ACE . 
解 : 在 相 吸 的 情形 下 , 轨道 是 双 曲 线 (70.11) , 而 在 相 斥 的 情形 下 , 轨道 
是 (70.23) . 双 曲 线 的 渐 近 线 与 其 轴 的 夹 角 是 po,wo 由 土 coswo = 1/e 来 决定 ， 
而 粒子 的 偏转 角 (在 惯性 中 心 是 静止 的 坐标 系 中 ) 是 x= |x 一 2yol. 计算 方法 
照 习题 1 进行 (对 dy 的 积分 限 是 -ypo 和 wo). 对 于 相 吸 的 情形 ,得 到 的 结果 
是 





2 
Ld 2 XX X i 
AdC = 0 x (x + x) (1 十 3tan X ) +6tan 人 | (5 名] 、 


而 对 于 相 斥 的 情形 , 我们 得 到 


Ad = a |e- X) (1+3tan? 和) 一 6tan 加 (本 -名 ) 


77121 To 





在 两 种 情形 下 , X 都 看 成 正 角 并 由 如 下 方程 决定 


2 
ek: Se ss HOR: 
2 [a 


因此 对 于 两 个 相 斥 电荷 的 “ 正 ” 碰撞 (p 一 0,Xx 一元), 我们 得 到 


AZ 二 有- 明 (至 -所 | 
45c3aa \m m2/ 
3. 求 在 相 斥 库仑 场 中 一 粒子 束 散 射 时 的 总 有 效 辐射 . 
解 : 所 求 的 量 是 


a 35 (名 €2 y yj 1 
= Tdt27n 一 一 一 | 一 一 一 | .2 一 dt 
， pap 3c3 \m1 ma a pap 
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我 们 将 对 时 间 的 积分 换 为 沿 电 荷 轨 道 对 dr 的 积分 , 写 出 dt = dr/v., 此 处 的 
径 向 速度 w= 二 让 可 以 用 7 表示 如 下 : 


M2? 
Dr2 


Oi 一 2 |e- 


» 六 
-oa| = -5 一生 
对 dr 积分 的 范围 是 从 co 到 离 中 心 最 近 的 距离 i0 = 二 7r0(p) (在 这 一 点 = 二 0 )， 
然后 再 从 ro 到 无 穷 远 ; 这 就 化 为 从 ro 到 co 积分 两 次 . 计算 二 重 积分 的 方便 
做 法 是 将 积分 次 序 互 换 ( 即 先 对 dp 积分 ,然后 再 对 dr 积分 ) . 计算 的 结果 是 


2 
Wy (i 
9 c3 ( 台 名) ; 





4. 设 有 一 个 电荷 从 另 一 个 电荷 的 旁边 经 过 , 假设 电荷 的 速度 是 这 样 大 
(虽然 比 起 光速 仍然 是 很 小 的 ) 以 致 它 的 轨道 与 直线 的 偏差 可 以 认为 很 小 ， 
求 由 此 所 产生 的 总 辐射 的 角 分 布 . 

解 : 如 果 动 能 jww?/2 比 势能 大 很 多 (势能 的 量 级 为 a/p(jv? 污 a/p))， 那 
么 ,偏转 角 就 很 小 了 . 我 们 选 定 运动 的 平面 为 ZUy 平面 , 而 原点 仍 选 在 惯性 中 
心 ,T 轴 沿 速 度 的 方向 .在 一 级 近似 中 , 轨道 可 以 由 I 工 二 vi,y = 二 pp 给 出 .在 高 一 
级 的 近似 中 , 运动 方程 给 出 





.QS aw » QOY.,Qap 
Parr 
这 里 
r= Vr +O VP + v2. 
利用 公式 (67.7) ,我们 求 得 : 
el ea 2 oo 
SE “2 2 2 0 2 
dén =do (各 a ] | + Ct 


这 里 nh 是 在 do 方向 的 单位 矢量 . 用 t+ 来 表示 被 积 函 数 并 进行 积分 , 我们 得 
到 : 


2 2 
ee (和 2 一 所) (4—n2— 3n2)do. 
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现在 我 们 来 研究 与 矢 势 ( 按 体系 尺度 与 波长 之 比 a/ 和 的 霉 的 ) 展开 式 中 
后 几 项 相关 的 辐射 . 因为 假设 a/ 和 很 小 , 这 些 项 一 般 也 比 第 一 〈 偶 极 ) 项 小 得 
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多 . 但 是 在 电荷 体系 的 偶 极 矩 为 零 ， 以 至 偶 极 辐射 不 发 生 的 情形 下 , 它们 就 
很 重要 了 . 
将 (66.2) , 即 
A= EE /jcea 
中 的 被 积 函 数 展开 为 7+ .n/c 的 血 级 数 , 准确 到 一 阶 项 , 我 们 得 到 


1 E 1 0 。 
7 区 一 志 /zear 十 zgm/ “Nn)jedV. 
将 了 = pv 代入 ,并 改变 到 点 电荷 模型 ,我们 得 到 : 
道生 2 + vr n). (71.1) 
(从 现在 起 , 我 们 像 在 867 一 样 , 在 所 有 量 中 略 去 指标 t"). 
在 右边 的 第 二 个 求 和 中 ， i 


en 





Pr(72 7")+3 vn:7)— 5r(m 
= 了 rn， 和) 十 5(r xp) x 
于 是 , 我 们 求 得 4 的 表达 式 


d 1 
~ cRo "a 2c2 Ro 入 3 Der(n 站 十 -人 x n), (71.2) 


式 中 , d 是 这 个 体系 的 偶 极 矩 ， 而 m = s 关 了 er xu 则 是 体系 的 磁 矩 为 了 


作 更 进一步 的 变换 , 我 们 注意 到 , 将 与 nn 成 比例 的 任意 矢量 加 到 4 上 并 不 改 
变 场 ,因为 按照 公式 (66.3) , 五 和 五 并 不 因此 而 改变 . 根据 这 个 道理 , 我 们 
可 以 将 (71.2) 换 为 
a 
cRo 602Ro 
但 是 , 在 求 和 号 后 面 的 表达 式 正 是 矢量 n 和 四 极 矩 张 量 De。a = 》 ,e(3zazp 要 
busr2) 的 积 npeDap (参见 841) . 引入 矢量 万 , 其 分 量 为 D。 = Dasmna, 我 们 
便 得 到 矢 势 的 最 终 表 达 式 : 


A= 


O02 2 l 、 
zz 2 lar (nT) — nr | 


流 守 + 人 D+ (71.3) 
知道 了 4, 利用 一 般 公式 (66.3), 我 们 现在 就 可 以 确定 辐射 场 卫 和 万 
= {dxntEDxnt(hxn)xn}, 


B= (x) xnt 让 (Dx) xntnxth)}. (71.4) 
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立体 角 do 内 的 辐射 强度 dI 可 以 用 通 式 (66.6) 来 决定 . 现在 我 们 来 计算 
总 辐射 ， 就 是 这 个 体系 在 单位 时 间 内 辐射 到 各 个 方向 的 能 量 . 为 此 , 我 们 按 
所 有 n 的 方向 求 dz 的 平均 值 ; 总 辐射 显然 就 等 于 这 个 平均 值 乘 以 4r. 在 求 
磁场 平方 的 平均 值 时 , 在 五 内 的 三 项 中 , 任意 两 项 互 乘 都 是 零 , 因而 只 剩 下 
每 一 项 的 方 均值 . 经 过 简单 的 计算 名 就 可 得 到 下 面 的 了 的 表达 式 : 


2 
I=33 + 80 Dt+ as™- 


因此 , 总 辐射 包含 三 个 独立 部 分 ; 它们 分 别称 为 偶 极 辐射 , 四 极 辐射 和 磁 偶 
极 辐射 . 

我 们 注意 到 , 磁 偶 极 辐射 实际 上 在 许多 情况 下 是 不 存在 的 . 例如 , 在 一 
个 体系 中 , 假如 所 有 运动 粒子 的 荷 质 比 都 一 样 , 磁 偶 极 辐 射 就 不 存在 (在 这 
种 情况 下 , 偶 极 辐射 也 不 存在 , 我 们 在 867 中 已 经 证 明 过 了 ). 事实 上 , 在 这 
样 的 体系 中 , 磁 矩 与 角 动 量 成 正比 (参见 844), 因为 角 动 量 是 守恒 的 , 所 以 
m= 二 0. 同 理 , 磁 偶 极 辐射 对 于 任何 只 包含 两 个 粒子 的 体系 也 是 不 存在 的 〈 参 
见 844 的 习题 ), 但 是 , 在 这 种 情形 下 , 我 们 得 不 到 任何 有 关 偶 极 辐射 的 结论 . 


习 题 
1. 带电 粒子 束 被 一 些 同 它们 完全 一 样 的 粒子 所 散射 ， 求 其 总 有 效 辐射 
解 : 当 完 全 一 样 的 粒子 碰撞 时 , 偶 极 辐 射 不 存在 ( 磁 偶 极 辐射 亦 然 ), 因 


此 我 们 必须 计算 四 极 辐射 . 两 个 完全 一 样 的 粒子 所 构成 的 体系 的 四 极 算 张 量 
(相对 于 其 惯性 中 心 ) 是 


(71.5) 


e 
Das:= 3 (3TaTp 一 r2648), 


式 中 ,za 是 两 个 粒子 之 间 的 径 矢 7 的 分 量 . 在 对 Dag 三 重 微分 后 ,我 们 将 ra 
对 时 间 的 第 一 、 第 二 、 第 三 阶 导 数 用 粒子 的 相对 速度 vo 表示 如 下 : 


, i 2 Var — 3Tavr 
ey Ma ao 


@ 我 们 介绍 一 个 便利 方法 来 求 一 个 单位 矢量 分 量 之 积 的 平均 值 . 因为 张 量 za7ns 是 对 称 的 ， 
它 可 以 用 单位 张 量 5as 来 表示 . 又 考虑 到 它 的 迹 等 于 1, 我 们 就 可 得 到 





| 


3 
四 个 分 量 的 积 的 平均 值 等 于 
Nananyns = 二 (aaa6n4 十 gon6685 十 ga56687). 


右边 是 由 单位 张 量 构成 的 对 所 有 指标 对 称 的 4 阶 张 量 ; 总 的 系数 由 两 对 指标 缩 并 来 决定 , 其 结 
果 应 等 于 1. 
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式 中 ,wwr=w:yrjr 是 速度 的 径 向 分 量 (第 二 个 等 式 是 电荷 的 运动 方程 ,第 三 
个 可 由 微分 第 二 个 得 之 ) . 计算 得 出 下 面 的 强度 的 表达 式 : 


1 2e6 


2 2 
1= jg06 De = rt + llwp) 
(= 如 十 吧 );vV 和 wp 与 了 的 关系 是 
4e” pvo 
i 


dr dr 
人 
2_F% € 
Dm 


在 对 于 dp 和 dr 的 重 积 分 中 , 我们 首先 对 dp 积分 , 然后 再 对 dr 积分 . 计算 
结果 是 : 


3 
dn es e VD 


2 二 — 
9 mes 


2. 求 作 用 在 一 个 辐射 粒子 体系 上 的 力 , 该 体系 正在 作 稳 定 的 有 限 运动 . 
解 : 要 求 的 力 硬 可 以 通过 计算 体系 在 单位 时 间 内 的 动量 损失 获得 , 这 个 
损失 就 是 由 体系 辐射 的 电磁 波 所 带 走 的 动量 流 : 


Fs = f oaadf 一 ranamdo 


积分 对 半径 为 Ro 的 大 球 进 行 ， 应 力 张 量 由 (33.3) 式 给 定 ， 场 百 和 五 由 
(71.4) 给 出 . 鉴于 这 些 场 是 横 场 ,积分 化 为 


1 
P=—— 2H2*n Rido. 


用 本 节 第 一 个 脚注 中 的 公式 对 nn 的 方向 作 平 均 (那里 nn 的 奇数 分 量 的 积 为 
零 ) . 结果 是 :外 


1 区 -eg 
局 =- 直人 坊 Deo+3(dx 育 | 


@ 我 们 指出 , 这 个 力 比 洛 伦 兹 摩擦 力 (875) 高 1/c 级 . 后 者 对 总 反 冲 力 没 有 贡献 : 作用 在 电 
中 性 体系 的 粒子 上 的 力 (75.5) 之 和 为 零 . 
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872 在 近 处 的 辐射 场 


偶 极 辐 射 的 各 公式 是 我 们 对 于 与 辐射 体系 相距 甚 远 之 处 的 场 求 得 的 , 所 
谓 甚 远 之 处 , 即 到 辐射 体系 的 距离 比 波长 (特别 是 比 辐射 体系 的 尺度 ) 大 很 
多 . 在 这 一 节 中 我 们 仍 如 以 前 一 样 假 设 波长 比 体系 的 尺度 大 很 多 , 可 是 我 们 
要 研究 的 场 到 体系 的 距离 同 波长 相 比 却 不 大 , 而 是 与 之 同 数量 级 . 

和 失势 的 公式 (67.4) 


| 清国 和 


仍然 有 效 , 因为 在 推导 这 个 公式 的 时 候 , 我 们 只 用 了 Ro 比 辐射 体系 的 尺度 
大 很 多 这 个 事实 . 然而 现在 即使 在 小 区 域内 场 也 不 能 当做 平面 波 . 因此 , 电场 
和 磁场 的 公式 (67.5) 和 (67.6) 已 经 不 能 应 用 了 , 为 了 计算 它们 , 就 必须 先 求 
A 和 vy. 

利用 加 在 两 个 势 上 的 一 般 条 件 (62.1) 

divA+ LP = 和 

我 们 可 以 直接 从 矢 势 的 表达 式 求 出 标 势 的 公式 . 将 (72.1) 代入 , 并 对 时 间 积 
分 , 我 们 便 得 到 站 
积分 常数 (是 坐标 的 任意 函数 ) 在 这 里 被 略 去 了 , 因为 我 们 只 对 势 的 变化 部 
分 感 兴趣 . 我 们 记得 , 在 公式 (72.2) 以 及 公式 (72.1) 中 , d 的 值 必须 是 在 
t=t 一 凶 时 刻 的 值 9 

现在 已 经 不 难 计 算 电 场 和 磁场 了 . 从 联系 五 , 五 和 势 的 常用 公式 ,我们 
得 到 


六 = rot 亿 ， (72.3) 
“各 下 者 
五 一 grad div Ro = Ro (72.4) 
五 的 表达 式 可 以 改写 成 男 一 形式 , 注意 到 dw /Ro 与 形 如 
1 Ro 
| 


@ 有 时 我 们 引入 所 谓 赫兹 矢量 , 其 定义 为 
1 Ro 
z=- 记 4(:- 鲁 下 


六 二 = 直 著 p= div2, 
c 


这 时 
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的 坐标 和 时 间 的 任何 函数 一 样 , 满足 波动 方程 : 
18 a d 


co2R Ro 
用 矢量 分 析 中 熟知 的 公式 
rotrota = graddiva 一 人 Aa， 


我 们 便 可 求 得 


d 
E = rotrot —. 72.5 
(72.5) 


用 上 面 求 得 的 结果 可 以 决定 在 距离 与 波长 同 数量 级 之 处 的 场 . 应 当 理 解 ， 
在 所 有 这 些 公式 中 都 不 允许 将 1/ Ro 从 微分 号 内 提出 来 , 因为 包含 1/R3 的 与 
包含 1/Ro 的 项 之 比 正 好 与 和 /Ro 同 数量 级 . 

最 后 , 我 们 来 写 出 场 的 傅 里 叶 分 量 的 公式 . 为 了 求 五 我们 用 互 和 da 
的 单 色 分 量 五 ,et 和 de~t 分 别 代替 (72.3) 式 中 五 和 d. 然而 我 们 必须 
记 着 , 在 方程 (72.1) 到 (72.5) 中 的 右边 的 各 量 都 是 指 t# =t 一 Ro/c 时 刻 的 值 . 
因此 我 们 必须 用 


de—iw(t—Ro/e) 二 d, eitt+ikRo 


代替 d. 代入 后 , 再 除 以 e-i2t, 我 们 便 得 到 








eitRo eitRo 
H,, = —ikrot (4 ) =ikd, xV 
或 , 进行 微分 ， 澡 。 而 六 
五 ,= 一 id xn (下 和 京 ) (72.6) 
式 中 nv 是 沿 Ro 的 单位 矢量 . 
同样 , 从 (72.4) 可 以 得 到 : 
志 二 机 克 (d, Vv, 
Ro Ro 
微分 后 得 到 
E., = dd, (所 十 豆 一 遍 ) eitRo + n(n.d,) (- 和 一 着 十 高 ) eitfio. (72.7) 


在 远大 于 波长 的 距离 处 (kKRo > 1), 我 们 可 以 忽略 公式 (72.7) 和 (72.6) 
中 含 1/R3 和 1/ 的 项 , 而 达到 处 于 “ 波 区 ”的 场 ， 
大 2 大 2 


E,= —n x xn)je*®to, H.,=——d, x net®. 
Ro (d, x n) Re 
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在 距离 远 小 于 波长 处 (kRo 之 1) ,我 们 忽略 含 1/Ro 和 1/R 的 项 并 令 eikm = 1 
于 是 得 到 1 
Bd n) — d,}, 


这 相应 于 电 偶 极 子 的 静 场 (840) ; 在 这 一 近似 下 , 磁场 为 零 . 
习 题 


1. 求 近 距离 处 四 极 辐射 和 磁 偶 极 辐射 场 的 势 . 
解 : 为 简单 起 见 , 假设 偶 极 辐射 完全 不 存在 ， 于 是 我 们 有 (参见 871 中 
所 进行 的 计算 ) 


E.,, = 


3 dy 41 Jt—Ro/c 
A=: [in ~ :fe Vv) Ro dV, 


这 里 积分 号 内 的 式 子 已 经 按照 "= 二 Ro 一 民 的 圳 展 开 ; 与 在 871 中 所 作 的 不 
同 , 因子 1/Ro 现在 不 能 从 微分 号 内 提出 来 . 我 们 将 微分 号 提 到 积分 号 外 ,将 


a . 0 TBja 
a a 二 


(X8 是 径 矢 Ro 的 分 量 ) . 将 积分 变 为 对 电荷 求 和 ,我 们 求 得 


_1 0 (evarp)t 
~“ coaxgp Ro 


用 与 871 中 同样 的 方法 ,将 此 式 分 为 四 极 部 分 和 磁 偶 极 部 分 ， 相应 的 标 势 可 
由 矢 势 计算 出 来 ,如 在 正文 中 所 作 的 一 样 . 结果 ,对 于 四 极 辐 射 ， 我 们 得 到 : 


43D, 1 © Da 
CaN Ro " 60X60Xs Bo’ 


对 于 磁 偶 极 辐 射 ， 我 们 得 到 : 





A = 


4=rot 喜 ， p=0 
(方程 右边 所 有 的 量 , 如 平常 一 样 , 都 是 取 女 二 t 一 Ro/c 时 刻 的 值 ). 
磁 偶 极 辐射 的 场 强 是 : 


1 m mm 

i i 
与 (72.3) , (72.5) 比较 , 我们 看 出 , 在 磁 偶 极 子 情形 下 ,及 和 万 用 m 来 表示 
的 方式 ,与 电 偶 极 子 情形 下 马 和 一 日 用 d 来 表 示 的 方式 一 样 . 
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四 极 辐 射 势 的 谱 分 量 是 : 
A = pd Oe” lp © en 


人 


由 于 它们 的 复杂 性 , 我们 将 不 给 出 场 的 表达 式 . 

2. 求 电 荷 体系 通过 电磁 波 的 偶 极 辐射 损失 角 动 量 的 速率 . 

解 : 按照 (32.9) ,电磁 场 角 动 量 流 密度 由 四 维 张 量 ZITM 一 zxKTit 的 空间 
分 量 给 出 . 变 到 三 维 符号 , 我 们 引入 分 量 为 eapyM97/2 的 三 维 角 动量 矢量 ; 流 
密度 由 如 下 三 维 张 量 给 出 


1 
一 eapy(ZTBOT6 — T0885) = 一 cap7TBOT5， 


式 中 gag 三 -Ta8 是 三 维 电 磁场 应 力 张 量 (按照 常用 的 三 维 符号 , 我 们 将 所 
有 指标 写成 下 标 ) . 体系 在 单位 时 间 内 的 总 角 动 量 损失 ,等 于 穿 过 半径 Ro 球 
面 的 辐射 场 的 角 动 量 流 : 

dM, 





i EaByTB0y6nsdf, 
式 中 df = R2do, n 是 Ro 方向 的 单位 矢量 . 从 (33.3) 用 张 量 oag， 我 们 得 到 : 
dM R3 
= 人 fte x jt DY tx Hin Me (1) 


将 这 个 式 子 应 用 于 体系 远 距 离 处 的 辐射 场 ， 不 过 ， 绝 不 能 只 保留 到 ~ 
1/Ro 的 项 ; 在 这 个 近似 下 nn-. 轧 =n. 有 H=0, 以 至 被 积 式 为 零 . 这 些 项 (由 
(67.5) 和 (67.6) 给 出 ) 只 有 对 于 计算 因子 nx 羽 和 nx 吾 才 是 足够 的 ; 纵 场 
分 量 n0: 马 和 n- 囊 来 自 必 1/R2 的 项 (其 结果 是 ,(1) 中 的 被 积 式 变 为 ~ 1/R3， 
而 距离 Ro 自然 就 不 出 现在 答案 中 了 ) . 在 偶 极 近 似 中 入 污 a, 我 们 必须 将 含 
有 附加 因子 ~ 和 /Ro 或 ~a/Ro 的 项 (相对 于 (67.5) 和 (67.6) ) 进行 区 分 ; 只 
保留 前 者 就 够 了 . 这 些 项 可 以 从 (72.3) 和 (72.5) 获得 ; 精确 到 1/Ro 二 阶 的 
计算 给 出 包 


2 5 


将 (2) 和 (67.6) 代入 (1)，, 我 们 得 到 : 
dM 1 
最 后 将 被 积 式 写成 eapynedynsds 的 形式 3 并 对 亿 的 方向 作 平 均 . 我 们 得 到 8 
dM 2 
dt 3c 
@ 仅 当 包含 a/Ro 的 较 高 阶 项 时 , 才 会 得 到 非 零 的 n.:H 值 . 
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我 们 注意 到 ,对 于 线性 振子 (d = docoswt, 振幅 do 为 实数 ),(3) 式 为 
零 : 在 辐射 中 没有 和 角 动 量 损失 . 
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现在 我 们 来 研究 一 个 带电 粒子 , 这 个 粒子 运动 的 速度 同 光速 比较 起 来 并 
不 算 小 . 

在 求 867 中 的 各 公式 时 , 我 们 假设 了 v 之 c, 因而 这 些 公式 不 能 直接 应 
用 到 目前 所 考虑 的 情形 . 但 是 , 我 们 可 以 把 粒子 放 在 它 在 一 给 定时 刻 静 止 的 
那个 参考 系 中 去 研究 .在 这 个 参考 系 中 , 所 提 到 的 这 些 公式 当然 是 有 效 的 (应 
该 注意 这 个 事实 , 即 这 样 的 做 法 只 有 在 单个 运动 粒子 的 情况 下 才 有 可 能 ; 对 
于 包含 许多 粒子 的 体系 , 显然 不 存在 所 有 粒子 同时 静止 的 参考 系 ) . 

因此 , 在 这 个 特定 的 参考 系 中 , 该 粒子 在 时 间 dt 内 辐射 出 去 的 能 量 是 


2 
d8 = 一 -2dt (73.1) 


(按照 公式 (67.9) ) , 式 中 的 w 是 粒子 在 这 个 参考 系 内 的 加 速度 . 在 这 个 参考 
系 中 , 辐射 出 去 的 总 动量 是 零 : 


dP = 0. (73.2) 


实际 上 , 辐射 掉 的 动量 由 辐射 场 中 动量 流 密度 对 包围 粒子 的 封闭 曲面 积分 给 
出 . 但 由 于 偶 极 辐射 的 对 称 性 , 在 反方 向 带 走 的 动量 是 大 小 相等 方向 相反 的 ; 
因而 积分 恒 等 于 零 . 

为 了 变换 到 任意 参考 系 , 我 们 将 (73.1) 和 (73.2) 改写 为 四 维 形式 . 容易 
看 出 , “辐射 掉 的 四 维 动量 "dP" 必须 写 为 


如 2e2 du® dux 2e2 du dux ; 


实际 上 , 在 粒子 的 静止 参考 系 中 , 四 维 速度 w' 的 空间 分 量 等 于 零 , 而 且 
du 
ds ds ct 


因而 dP' 的 空间 分 量变 为 零 而 时 间 分 量 给 出 方程 (73.1) . 
一 个 粒子 飞 过 电磁 场 期 间 辐射 出 去 的 总 四 维 动量 等 于 表达 式 (73.3) 的 

积分 , 即 

2c2 | duk dur 


2 ds ds 


(73.4) 
利用 运动 方程 (23.4) 
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用 电磁 场 张 量 来 表示 四 维 加 速度 dui/ds , 我 们 可 将 (73.4) 式 改 写 为 另 一 形式 . 
于 是 我 们 得 到 : 


i 2e- I/ pkm i 
A = 一 2 (ER (FT um)dr’. (73.5) 


(73.4) 或 (73.5) 的 时 间 分 量 是 总 辐射 能 AE. 用 表示 为 三 维 量 的 式 子 来 代替 
所 有 的 四 维 量 , 我 们 便 得 到 


Da Pe 2 
= 向 / 一 (73.6) 





Ac= | Tdt, 
E 2 H E.v)? 
De4 + 一 vx pt) 


对 于 总 辐射 动量 的 表达 式 , 不 同 之 处 在 于 被 积 式 中 有 一 个 额外 的 因子 vw. 

从 公式 (73.7) 可 以 看 出 ,对 于 与 光速 相近 的 速度 , 在 单位 时 间 内 所 辐 
射出 的 总 能 量 基本 上 与 (1 一 羽 /e2)-! 成 比例 , 即 与 运动 粒子 的 能 量 平方 成 正 
比 . 唯一 的 例外 是 在 电场 内 沿 着 场 方向 的 运动 . 在 这 种 情形 下 , 分 母 里 的 因子 
(1 一 uv2/e2) 与 分 子 里 的 同样 的 因子 相 消 , 因而 辐射 与 粒子 的 能 量 无 关 . 

最 后 , 还 有 快速 运动 电荷 所 产生 的 辐射 的 角 分 布 问题 . 为 了 解决 这 个 问 
题 , 利用 李 纳 - 维 谢 尔 的 场 公式 (63.8) 和 (63.9) 是 比较 方便 的 . 在 远 处 , 我 
们 只 保留 1/R 的 最 低 阶 的 项 (公式 (63.8) 中 的 第 二 项 ) . 引入 在 辐射 方向 的 
单位 矢量 n(R = nR), 我 们 得 到 公式 


pd 
- i = E, (73.8) 


等 式 右边 的 一 切 量 都 取 推 迟 的 时 刻 # =t 一 R/c 的 值 . 
辐射 到 立体 角 do 内 的 强度 是 dI = BE?R?do . 展开 E?, 我 们 便 得 到 


€ 


2 
2n ap) wo) ， 102 1-) my 
| 
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如 果 想 要 定 出 在 电荷 运动 的 全 部 时 间 内 总 辐射 的 角 分 布 , 那么 我 们 必须 
将 强度 对 时 间 积 分 . 这 时 必须 记 着 , 被 积 式 是 # 的 函数 ; 因此 我 们 必须 写 出 


i WON 
dt= spdt = (1 一 一 | dt (73.10) 


(参见 (63.6) ) , 然后 再 直接 对 dt 积分 . 这 样 , 我 们 就 得 到 立体 角 元 do 内 的 
总 辐射 的 表达 式 


de e2 ao 2(n:w)(v + w) 本 (本 ) (ia .1D)2 


(73.11) 


如 同 我 们 从 (73.9) 看 到 的 那样 , 一般 情 形 下 辐射 的 角 分 布 是 非常 复杂 
的 . 在 极端 相对 论 情形 (1 一 v/c 之 1) 下 , 它 具 有 特征 性 的 形态 ,这 与 该 表 
达 式 各 项 的 分 母 中 存在 差 值 1 一 (v -n/c) 的 高 次 宕 有 关 . 因此 , 在 其 中 差 值 
1 一 (vn/c) 很 小 的 一 个 狭窄 角度 范围 内 辐射 强度 很 大 . 用 9 记 n 和 w 之 间 的 
小 角 , 我 们 有 : 





这 个 差 对 于 


v2 a 
9~ VY1- 互 (73.12) 


是 很 小 的 . 因此 一 个 极端 相对 论 粒 子 主要 沿 着 自己 运动 的 方向 发 出 辐射 ,其 
辐射 集中 在 它 的 速度 方向 周围 一 个 小 角度 范围 (73.12) 之 内 . 

我 们 也 指出 , 对 于 粒子 的 任意 速度 和 加 速度 , 总 是 有 两 个 方向 辐射 强度 
为 零 . 这 就 是 和 失 量 ni 一 (v/c) 与 矢量 由 平行 的 方向 , 在 这 些 方向 上 场 (73.8) 
变 为 零 (参见 本 节 习 题 2) . 

最 后 ， 我 们 给 出 较 简 单 的 公式 ， 在 两 种 特殊 情形 下 ,(73.9) 可 以 化 为 
它们 . 


如 果 粒 子 的 速度 和 加 速度 平行 ， 
ee e WXxN 
eR 7 .VANV3， 
Cn 
强度 是 RE 
ee (73.13) 
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它 自然 是 围绕 vw 和 w 的 共同 方向 对 称 的 , 并 且 在 沿 速度 的 方向 (9 = 0) 和 反 
方向 (9 = zx) 变 为 零 . 在 极端 相对 论 情 形 下 , 强度 作为 9 的 函数 在 (73.12) 的 
范围 内 有 两 个 尖锐 的 极 大 值 , 对 09=0 锐 降 到 零 ， 

如 果 速 度 和 加 速度 彼此 垂直 , 我 们 从 (73.9) 得 到 : 


WA a 
e202 1 (4 一 上 ) sin“ Gcos*w% 
4rc (4 -2 cosb) (1— eos0) 

式 中 9 仍 是 n 和 ow 之 间 的 夹 角 , 而 pg 是 矢量 n 相对 于 wv 和 ww 所 穿 过 平面 的 
方位 角 . 这 个 强度 只 对 于 vw 和 ww 的 平面 是 对 称 的 , 沿 这 个 平面 中 的 两 个 方向 
为 零 , 该 方向 与 速度 成 角 0 = arccos(v/c). 
习 题 
1. 求 一 个 带电 荷 el 的 相对 论 粒子 发 出 的 总 辐射 , 它 以 碰撞 和 参量 p 穿 过 
固定 中 心 的 库仑 场 ( 场 的 势 为 p = e2/7). 


解 : 当 经 过 场 时 ,相对 论 粒子 几乎 不 偏转 .@ 因此 我 们 可 以 将 (73.7) 式 
中 的 速度 wv 当做 常数 ,所 以 粒子 位 置 处 的 场 是 


do, (73.14) 


ORE ear 
0 (p2 + v2t2)3/2° 
式 中 工 二 vt,y = 二 p. 将 (73.7) 对 时 间 积 分 , 我们 得 到 : 
neies dc 一 2 

l12m?2c3p3v c2 一 02 

2. 求 一 个 运动 粒子 辐射 强度 为 零 的 方向 . 

解 : 从 几何 结构 我 们 看 出 (图 15), 要 求 的 方向 mn 处 在 通过 名 和 ww 的 平 
面 内 ，,， 且 与 ww 的 方向 成 角 X， 


A 妇 三 


sinX = = sin@, 
式 中 a 是 Uo 和 妇 的 夹 角 . 
3. 求 一 个 在 圆 偏振 平面 电磁 波 的 场 中 进行 稳定 运动 的 粒子 发 出 的 辐射 
强度 . 
解 : 按照 848 习题 3 的 结果 , 该 粒子 在 园 上 运动 , 且 其 速度 在 每 一 时 刻 
平行 于 五 垂直 于 五 . 它 的 动能 是 
me? 


@ 对 于 vw~c, 仅 当 碰撞 参量 p ~ e?/me? 时 , 较 大 角 的 偏转 才能 发 生 , 一 般 来 说 这 是 不 能 
作 经 典 处 理 的 . 


Vr +m 一 CT 
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( 式 中 我 们 用 了 所 引 习 题 的 符号 ) . 从 (73.7) 式 我 们 得 到 辐射 强度 : 
Fa 有 2 :st 
3m2c3 1 一 2/c2 ”3m2c3 mew | 
4. 在 线 偏振 波 的 场 中 求解 同样 的 问题 . 
解 : 按照 848 习题 2 的 结果 ,运动 发 生 在 zy 平面 内 , 穿 过 波 的 传播 方向 


(z 轴 ) 和 轧 的 方向 (Y 轴 ); 磁场 百 沿 z 方 向 ( 且 有 万 := 囊 ). 从 (73.7) 我 
们 得 到 : 





_ 2e4E? (1 — vr/c)? 
3m2c3 1 一 22/c2 


使 用 所 引 习 题 的 套数 表示 ， 对 运动 周期 作 平均 ,得 到 结果 
。 3 /eboN\’ 
3m2c3 (加 ) | 

874 同步 辐射 ( 磁 韦 致 辐射 ) 


我 们 来 详细 地 研究 一 个 以 任意 速度 在 均匀 恒定 磁场 内 沿 圆周 运动 的 电 葆 
的 辐射 . 这 样 的 辐射 称 为 磁 韦 致 辐射 . 轨道 的 半径 > 和 运动 的 循环 频率 wp 
可 通过 磁场 强度 互 及 粒子 速度 v 来 表示 , 其 公式 (参见 821) 为 











eH v2 


| (74.1) 


do 
To 二 WwW 三 一 三 
Tf 汪 


沿 着 所 有 方向 的 总 辐射 强度 可 以 直接 从 (73.7) 求 得 , 不 过 必须 使 E = 
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0,H Low: eR 
1 
Es Hw (74.2) 


3 
3m2c3 @ 一 5) 
c 


我 们 看 出 , 总 强度 与 粒子 的 动量 平方 成 正比 . 

如 果 我 们 对 辐射 的 角 分 布 有 兴趣 , 那么 , 我们 必须 应 用 公式 (73.11) . 在 
一 个 运动 周期 内 的 平均 强度 是 我 们 感 兴 趣 的 量 . 为 此 , 我们 将 (73.11) 式 在 粒 
子 作 圆周 运动 的 周期 内 积分 , 所 得 结果 再 用 周期 了 = 2r/wr 除 之 . 

我 们 选择 轨道 平面 作为 zy 平面 (原点 取 在 圆心 ) ,而 使 yz 平面 经 过 辐 
射 方 向 mn (图 16) . 磁场 沿 着 负 z 轴 (图 16 中 粒子 运动 的 方向 相应 于 正 电荷 
e), 此 外 ,以 9 表示 辐射 方向 k 和 轴 的 夹 角 , 而 gp = wpt 表示 粒子 的 径 矢 
和 z 轴 的 夹 角 . 那么 ,上 尺 与 粒子 速度 wv 的 夹 角 余弦 等 于 cosgcosPp (矢量 vo 在 
zy 平面 内 , 而 且 在 每 一 时 刻 都 垂直 于 粒子 的 径 矢 ) . 我 们 借助 运动 方程 ( 参 
见 (21.1) ) 用 场 五 和 粒子 速度 wv 来 表示 加 速度 ww: 


经 过 简单 计算 后 , 我 们 得 到 : 


v2 wi U 2 

人 4 1722,2 2 2n (所 sin 9+ (=—cosgcosy) 

T= (1- 5)/ A 
0 


8n2m2c5 C2 We OS) 


7 5 
(1 一 = ecosgcosp ) 


(对 时 间 的 积分 已 化 为 对 dp = wadt 的 积分 ) . 积分 过 程 虽然 较 长 , 但 只 涉及 
基础 运算 . 结果 得 到 下 面 的 公式 : 


2 2 2 
et4H2v? ( 一 点 E 一 cos20 一 pe @ 十 号 cos4 | 


8r277m2c5 ( 2 ; 


1— cos?0 


di = do (74.4) 


9 = 0 (在 轨道 平面 内 ) 时 的 辐射 强度 与 9= x/2 (与 轨道 平面 垂直 ) 时 
的 辐射 强度 之 比 等 于 





(74.5) 


当 w 一 0 时 , 这 个 比值 趋 近 于 1/2, 但 是 对 于 与 光速 接近 的 速度 , 它 就 变 为 很 
A 
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图 16 


下 面 , 我 们 来 研究 辐射 的 谱 分 布 . 既然 电荷 的 运动 是 周期 性 的 , 那么 我 
们 实际 上 就 是 在 处 理 傅 里 叶 级 数 的 展开 式 . 从 矢 势 出 发 来 计算 是 便利 的 ， 对 
于 矢 势 的 傅 里 叶 分 量 , 我 们 有 公式 (参见 (66.12) ) 


本 ee R.r)}d 
一 eRoT f exp{ilonnt —k.r)}dr, 


式 中 积分 沿 着 粒子 的 轨道 (圆周 ) 进行 ， 对 于 粒子 的 坐标 ,我 们 有 z = 
rcoswpt,y = 二 TSinwpt. 选择 角 yp = wpt 作为 积分 变量 . 注意 到 


k:r = krcos0singw = 到 cosbgsing 


(k==nwpg/c= nv/cr), 我 们 便 得 到 矢 势 z 分量 的 伟 里 时 分 量 : 


2X 
4,， 一 en exp fin (¢ 一 二 cosbsin 2)| sin pdy. 

在 870 中 ,我 们 已 经 遇 到 过 这 样 的 积分 . 它 可 以 用 贝 塞 尔 肾 数 的 导数 来 表示 : 

Azn = -Rh (= COs 9) (74.6) 





e nv 
Ayn = yg ee (= cos0) . (74.7) 
沿 > 轴 的 分 量 显 然 总 是 为 零 . 
按 866 的 各 公式 , 对 于 频率 为 w = nwp 并 在 立体 角 元 do 内 的 辐射 强度 ， 
我 们 有 
2p23 CC 2 p2 
d= or lHn| Rodo = olk x An|” Rodo. 
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注意 到 
[A x kl? = A2k? + A2k? sin? 6, 


并 将 (74.6) 和 (74.7) 代入 ,我们 便 得 到 下 面 的 辐射 强度 公式 (G. A. Schott ， 
1912 ) : 


nesH? v2 和 
dln = Zar (1- 5) [am 0 .也 (一 cos6)+ 从 (0s0) | ao. (74.8) 


为 了 求 频率 为 w = nwap 的 辐射 沿 一 切 方向 的 总 强度 , 这 个 式 子 必须 对 
全 部 角度 积分 . 然而 , 这 个 积分 不 能 以 有 限 形 式 进行 . 作 一 系列 利用 贝 塞 尔 函 
数理 论 中 某 些 关系 的 变换 , 所 要 求 的 积分 可 以 写成 下 面 的 形式 : 


4r72 2 2 2 u/c 
二 a @ 了 5) 2 ( 鞋 ) = @ 5s)/ ; Ion) 
(74.9) 
现在 我 们 更 加 详细 地 研究 极端 相对 论 情形 , 即 当 粒子 运动 速度 接近 光速 
时 辐射 的 谱 分 布 . 
在 (74.2) 的 分 子 中 令 v = c, 我 们 发 现在 极端 相对 论 情形 下 , 磁 思 致 辐 


射 总 强度 同 粒子 能 量 & 的 平方 成 正比 : 
eH2 / @& \? 
-3 (74.10) 


辐射 的 角 分 布 是 高 度 各 向 异性 的 . 辐射 主要 集中 在 轨道 于 面 站 。 很 容易 求 
出 包含 辐射 之 主要 部 分 的 角 区 间 的 “宽度 ”Ab. 从 条 件 1 一切 cos: RE 


c2， 
写 出 20=T/2 土 Ab,sinbg 关 1 一 (Ab)2/2. 显然 有 
| 2 
1 一 七 = -二 (74.11) 


(这 个 结果 当然 与 我 们 在 前 节 得 到 的 瞬时 强度 角 分 布 一 致 , 参见 (73.12) ®). 

以 后 可 以 知道 , 在 极端 相对 论 情形 下 ,辐射 中 起 主要 作用 的 是 具有 大 
n 的 频率 (Arzimovich, Pomeranchuk, 1945) . 因此 ,我们 可 以 应 用 渐 近 公式 
(70.9) , 从 而 得 到 : 





J2n (2né€) ~ Bln2/3(1 一 上 2)]. (74.12) 


1 
Vmnl/3 


@ 不 过 , 读者 不 要 将 本 节 中 的 角 9 同 873 中 m 和 ww 之 间 的 夹 角 9 混 消 起 来 . 
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代入 (74.9), 我 们 便 得 到 对 于 大 nn 值 的 辐射 谱 分 布 公式 @ : 


a oo 
Fis sv -ww 一 i/ swau| (74.13) 


a (5) 
当 习 一 0 时 , 方 括号 内 的 函数 趋 近 于 常数 极限 @'(0) = 一 0.4587:…@. 因 
此 , 当 v < 和 1 时 ,我 们 有 


eAH? /mczN\” ， BA 
In = 0.52 一 7- ( 了 ) 名 ( 到) 5 (74.14) 


当 w > 1 时 ,我 们 可 以 用 艾 里 清 数 的 渐 近 式 ( 见 859 习题 中 的 脚注 ) 从 
而 得 到 : 


eH2nl/2 /me Ne 2 /moaN a” 
= wp -和 (只 n> (3) ， (74.15) 


就 是 说 , 当 n 很 大 时 , 强度 按 指数 规律 下 降 . 
因此 , 谱 分 布 对 于 
£ \3 
n~ | 一 -一 


有 极 大 值 , 而 辐射 的 主要 部 分 集中 在 频率 区 间 


i 


因为 w 的 这 些 值 与 相 邻 频率 的 距离 wy 相 比 很 大 , 那么 我 们 可 以 说 频谱 有 
“ 似 连续 ”的 特征 , 它 由 很 多 相距 很 近 的 谱 线 所 组 成 . 因而 我 们 可 以 引入 按 连 
续 频 率 序列 w = mw 的 分 布 来 替换 分 布 函 数 五 , 记 


d= 
WH 


@ 代 人 时 , 积分 限 (”2/3 ) 在 要 求 的 精度 内 可 以 换 为 无 穷 大 ; 只 要 可 能 也 可 以 令 v= ec, 即 
使 接近 1 的 值 在 积分 (74.9) 中 是 重要 的 , 仍然 容许 使 用 公式 (74.12) , 因为 该 积分 在 下 限 迅速 


敛 ， 
@ 从 苹 里 函数 的 定义 得 到 : 


ra _ _ 3/sTr(2/3) 
“0=- 去 / E sin 了 和 一 we I sin zdz = 到 - 
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利用 麦克 唐 纳 函 数 K, 来 表示 这 个 分 布 对 于 数值 计算 是 便利 的 .@ 在 作 
一 些 简单 变换 后 ,(74.13) 式 可 以 写 为 


V3e3H 
d=do Sr (2), FO)=é Ks/s(€)dé, (74.17) 
式 中 我 们 用 了 符号 s 
3eH / 6 


图 17 显示 了 顶 数 下 (6 的 图 . 





图 17 


最 后 来 谈 谈 粒 子 不 是 在 平面 内 ,而 是 沿 螺旋 轨道 运动 的 情形 , 就 是 说 ,( 沿 
着 场 ) 有 纵向 速度 ul =vcosX (这 里 X 是 吾 和 Yu 之 间 的 角 ). 转动 频率 由 同 
一 公式 (74.1) 给 出 , 但 现在 矢量 wv 的 运动 不 是 在 圆周 上 , 而 是 在 轴 的 方向 沿 
五 , 顶 角 为 2x 的 锥 面 上 . 辐射 的 总 强度 (定义 为 粒子 每 秒 损失 的 总 能 量 ) 与 
(74.2) 不 同 , 那里 的 五 现在 要 换 成 HI = H sinx. 

在 极端 相对 论 情 形 下 , 辐射 集中 于 “速度 锥 ”母线 附近 的 方向 . 辐射 的 谱 
分 布 和 总 强度 (与 上 面 同 义 ) 从 (74.17) 和 (74.10) 通过 替换 五 一 有 | 得到. 
如 果 我 们 谈 的 是 一 个 静止 观察 者 在 这 些 方向 看 到 的 强度 , 那么 我 们 必须 引入 
一 个 附加 因子 来 计 及 辐射 体 (在 圆周 上 运动 的 粒子 ) 所 作 的 趋 近 或 远离 运动 . 
这 个 因子 由 比值 dt/dtebs 给 出 , 这 里 dtops 是 由 源 在 间隔 dt 内 发 出 的 信和 号 到 
达观 察 者 之 间 的 时 间 间 隔 . 显然 有 


déavs. = ( 一 zo COS 0) > 
@ 艾 里 函数 同 函 数 Ki/s 之 间 的 关系 由 $59 习题 脚注 中 的 (4) 式 给 出 . 人 们 在 进一步 变换 中 
使 用 递 推 关系 
Ko -itz) — Kuti(z) = -Ks), 2KZ(z) = 一 Ki(z) 一 Kunls), 
式 中 K_,(z) = Ku(z). 特别 是 , 容易 证 明 


t 2 
$0 二 一 一 一 天 二 ta/2 1 : 
(#) /3 (3 
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式 中 必 是 kk 和 五 方向 之 间 的 夹 角 (后 者 取 做 速度 | 的 正方 向 ) . 在 极端 相 
对 论 情形 下 , 当 大 的 方向 接近 v 的 方向 时 ,我们 有 人 当 守 x, 所 以 


dt 有 1 
三 11 一 一 SO . 74.1 
dtobs ( ee x) sin? X ( % 








习 题 


1. 一 个 粒子 在 均匀 恒定 磁场 内 作 圆 周 运动 , 求 能 量 随时 间 变 化 的 规律 ， 
和 能 量 的 辐射 损失 . 
解 : 按照 (74.2), 对 于 在 单位 时 间 内 的 能 量 损失 ,我们 有 : 
de 2e4H? 
-ng 


(8 是 粒子 的 能 量 ) . 由 此 可 得 : 


区 2e4 万 ” 
wm = coth t 十 const | . 





C2 3m3c3 
随 着 t+ 增加, 能量 单 调 减 小 ,， 当 t+ 一 00 时 , 渐 近 地 ~ 赵 近 于 极限 8 二 mc* ( 粒 
子 完 全 停止 ). 
2. 一 个 粒子 以 远 小 于 光速 的 速度 在 圆周 上 运动 , 求 大 nn 值 辐射 之 谱 分 
布 的 渐 近 公式 . 
解 : 利用 贝 塞 尔 函 数理 论 中 著名 的 渐 近 公式 ， 
1 = 
Me) i i | i | 
它 适 用 于 条 件 n(1 一 a2)3/2 污 1. 利用 这 个 公式 , 我们 从 (74.9) 求 得 


47172 5/4 NT 
= 1- 所) v/ exp 二 
2VTmmz2c3 c2 下 TA C2 
这 个 公式 对 于 m(1 一 v2/c2)3/2 六 1 是 可 以 应 用 的 ; 如 果 , 此 外 ,1 一 v2/c2 也 很 
小 ,， 那么， 所 得 的 公式 化 为 (74.15) . 
3. 求 磁 雪 致 辐射 的 偏振 . 
解 : 电场 五, 从 失势 A,， (74.6) , (74.7) 按照 如 下 公式 计算 : 
本 三 7(k x An)xk= Tk(k . 4) 十 让 4 
令 el,e2 为 重 直 于 类 的 平面 内 的 单位 秋 量 , 这 里 el 平行 于 x 轴 , e2 在 Wz 平 
面 内 (它们 的 分 量 是 el = (1,0,0),ez =(0,sinb, 一 cosg); 矢量 eliyez 和 开 组 成 
右手 系 . 那么 电场 将 是 : 


En = ikArmneil + ik sin0A,ne2, 
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或 者 , 略 去 不 重要 的 共同 因子 : 


五 ,~ = (二 cos0 ) el 十 tangJ， (— cos0 ) ies. 


这 个 波 是 椭圆 偏振 的 (参见 848) . 
在 极端 相对 论 情形 下 , 对 于 大 nn 和 小 角 0, 函数 Jn 和 1 用 Ki1s 和 K2j3 
表示 ,这 里 我 们 在 自 变 量 中 令 


结 果 和 到 ， 


2 
E, = ewK2/3 (FW ) + iezgKays (3 ), 峭 一 ( 宛 ) 十 02. 
对 于 9 二 0, 椭圆 偏振 退化 为 洛 el 的 线 偏振 . 对 于 大 9(|9| > mce21E ,nb3 > 1)， 
我 们 有 开 i/a(z) 污 Kzjsa(Z) 污 V/2ze-z 且 偏 振 趋 向 于 变 为 图 偏振 : En ~ 
el 土 ies; 然而 辐射 强度 也 按 指 数 变 得 很 小 . 在 中 间 和 角度 范围 ,椭圆 的 短 轴 洛 
e2, 长 轴 沿 el. 转动 方向 依赖 于 角 昌 的 正 负 号 (如 果 百 和 及 的 方向 分 别处 于 
轨道 平面 相对 两 侧 ,9 >0, 如 图 16 所 示 ). 


875 辐射 阻尼 


在 865 中 已 经 指出 ,通过 将 电荷 体系 的 场 的 势 展 为 v/c 的 寡 级 数 所 得 到 
的 拉 格 朗 日 量 的 二 级 近似 式 , 可 以 完全 描述 电荷 的 运动 (在 该 级 近似 中 ) . 现 
在 我 们 将 场 展 开 到 更 高 次 的 项 , 并 研究 这 些 项 所 产生 的 效应 . 
在 标 势 
p= | Remav 


的 展开 式 中 的 1/c 的 三 次 方 的 项 是 
A 二 / R?2pdV. (75.1) 


按照 (65.3) 之 后 的 推导 的 同样 理由 , 在 展开 和 失势 时 , 我 们 只 需 取 1/c 的 二 次 
方 的 项 , 就 是 有 
上 
A(2) = 六 站 jdV. (75.2) 


我 们 将 这 些 势 作 下 列 变换 : 


" 10f 
» = 六 二 = 过 = A+grad/, 
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并 这 样 来 选择 函数 f, 使 标 势 pS) 为 零 . 为 此 , 显然 必须 有 


1 如 


2 


了 二 
这 时 , 新 的 矢 势 等 于 


将 积分 变 为 对 各 电荷 的 求 和 , 则 右边 第 一 项 变 为 - 亏 5 ev 在 右边 第 
二 项 中 , 我 们 写 出 RR= Ro - ,此 处 的 Ro 和 的 意义 和 平常 一 样 ( 见 866) ; 
这 时 , 户 = 一 = -u, 而 第 二 项 则 取 az ev 的 形式 . 因此 ， 


, 2 ; 
A’'?) = = >》 ev. (75.3) 
与 这 个 势 相 应 的 磁场 为 零 (五 = rot4'2) = 0) ,因为 A"?) 并 不 显 含 坐 


标 . 电场 百 = 一 A'?)/c 等 于 
E=-—d, (75.4) 


式 中 d 是 电荷 体系 的 偶 极 甜 . 
因此 , 场 展 开 式 的 三 次 方 的 各 项 导致 作用 于 电荷 上 的 某 些 附加 力 , 在 拉 
格 朗 日 量 (65.7) 中 是 不 包含 这 些 力 的 ;这 些 力 和 电荷 加 速度 的 时 间 导 数 有 关 . 
让 我 们 考虑 一 个 作 稳定 运动 号 的 电荷 体系 , 并 且 计 算 场 (75.4) 在 单位 时 
间 内 所 做 之 功 的 平均 值 . 作用 于 每 个 电荷 e 上 的 力 是 f = e 瑟 , 就 是 


了 = 一 dd. (75.5) 


这 个 力 在 单位 时 间 内 所 做 的 功 是 f.v, 所 以 在 所 有 电荷 上 所 做 的 总 功 就 等 于 
对 所 有 电荷 的 县 加 ; 


， i 
Dovid edd= (dd)— 2s(0). 
在 对 时 间 求 平均 值 时 , 第 一 项 等 于 零 , 因此 功 的 平均 值 等 于 
i i 
FP (75.6) 


更 准确 地 说 ,是 这 样 一 种 运动 ,尽管 在 略 去 辐射 的 情况 下 , 它 会 是 稳定 的 , 但 却 在 不 断 
减 慢 . 
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但 是 , 右边 的 式 子 , 如 将 正 负 号 倒 过 来 , 恰恰 是 这 个 电荷 体系 在 单位 时 间 内 
辐射 出 去 的 平均 能 量 (参见 (67.8) ) . 因此 , 在 三 级 近似 中 出 现 的 力 (75.5) 
描写 辐射 对 电荷 的 反作用 . 这 些 力 称 为 辐射 阻尼 , 或 称 为 洛 伦 兹 摩擦 力 . 

与 辐射 的 电荷 体系 损失 能 量 的 同时 ,也 出 现 了 角 动 量 的 一 些 损失 .单位 时 
间 内 角 动 量 的 减少 , dM /dt, 利 用 阻尼 力 的 表达 式 很 容易 算出 . 取 角 动量 M = 
》_,7xp 对 时 间 的 导数 , 则 得 M = 机 丰 。 因为 pO 2 Dm(v xw) 三 0. 
用 作用 于 粒子 上 的 摩擦 力 (75.5) 来 代替 粒子 动量 的 时 间 导 数 , 我 们 得 到 

M=D rxf= erxd= sdxd. 


正如 以 前 我 们 感 兴趣 的 是 能 量 损 失 的 时 间 平 均值 一 样 , 我 们 所 感 兴趣 的 是 稳 
定 运动 角 动 量 损失 的 时 间 平 均值 . 写 出 


dxd=S(dxd)-dxd, 


而 且 注 意 到 在 求 平 均值 时 , 对 时 间 的 导数 (第 一 项 ) 为 零 , 则 最 后 我 们 求 得 
辐射 体系 的 角 动 量 的 平均 损失 如 下 9 : 
dM ee 
a 一 -sad xd. (75.7) 
单独 的 一 个 电荷 在 外 场 中 运动 时 也 发 生 辐射 阻尼 . 它 等 于 


= 于 (75.8) 


对 于 单独 的 一 个 电荷 , 我 们 总 可 以 选择 这 样 一 个 参考 系 , 在 其 中 , 这 个 
电荷 在 给 定时 刻 静 止 在 坐标 的 原点 . 如 果 在 这 个 参考 系 中 我 们 计算 出 电荷 产 
生 的 场 展 开 式 中 的 高 次 项 , 那么 就 会 发 现 这 些 高 次 项 有 下 述 特性 . 当 从 电荷 
到 观察 点 的 径 矢 R 趋 近 于 零 时 , 所 有 这 些 项 都 变 为 零 . 因此 在 单独 一 个 电荷 
的 情形 里 , 公式 (75.8) 在 某 种 意义 上 , 是 电荷 在 其 静止 参考 系 中 辐射 反作用 
的 准确 公式 . 

然而 我 们 必须 记 着 ,利用 阻尼 力 来 描写 电荷 “对 自己 ”的 作用 , 一 般 说 
来 是 不 能 令 人 满意 的 , 而 且 包 含 着 矛盾 . 在 没有 外 场 存 在 时 , 仅 有 力 (75.8) 
作用 于 电荷 上 , 电荷 的 运动 方程 为 


这 个 方程 ,除了 平凡 解 v = const 外 , 还 有 另外 一 个 解 ， 其 中 加 速度 与 
exp(3mcst/2e2) 成 正比 , 即 随时 间 无 限制 地 增加 . 这 就 意味 着 , 例如 , 一 个 电 
@ 与 872 习题 2 中 得 到 的 结果 (3) 一 致 
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荷 在 经 过 任何 场 并 从 该 场 出 射 时 , 应 该 无 限制 地 “自我 加 速 ”. 这 种 荒 廖 的 结 
果 表 明了 公式 (75.8) ep 

我 们 可 以 提出 这 个 问题 , 既然 电动 力学 满足 能 量 守恒 定律 , 如 何 能 够 导 
出 这 样 荡 诸 的 结论 , 即 一 个 自由 电荷 无 限制 地 增加 它 的 能 量 呢 ? 实际 上 这 个 
困难 植 根 于 前 面 (837) 所 提 到 的 关于 基本 粒子 有 无 限 大 的 电磁 “固有 质量 ” 
之 内 . 当 我 们 在 运动 方程 内 写 出 电荷 的 有 限 质 量 时 , 我 们 在 实质 上 已 经 形式 
地 给 电荷 以 负 无 限 大 的 , 而 又 是 非 电 磁 根 源 的 “固有 质量 ”, 这 个 质量 同 电 磁 
质量 结合 在 一 起 , 组 成 为 粒子 的 有 限 质量 . 但 是 , 因为 从 一 个 无 限 大 减 去 另 
一 个 无 限 大 不 是 一 个 完全 正确 的 数学 运算 , 这 就 导致 一 系列 的 额外 困难 ， 上 
面 所 提 的 就 是 这 些 困 难 之 一 . 

在 一 个 电荷 在 其 中 速度 甚 小 的 坐标 系 中 , 包含 辐射 阻尼 的 运动 方程 有 如 
下 的 形式 : 

e 和 
mv = eBE+ ZX 五 十 了 三公 (75.9) 

按照 前 面 的 讨论 , 这 个 方程 只 能 应 用 到 阻尼 力 比 外 场 作用 于 电荷 上 的 力 小 入 
多 的 范围 内 . 

为 了 明白 这 个 条 件 的 物理 意义 ,我们 作 如 下 讨论 . 电荷 在 给 定时 刻 静 止 
的 那个 参考 系 中 , 速度 对 时 间 的 二 次 导数 , 当 略 去 阻尼 力 时 , 等 于 


4 e ， 
=—E++—vx_H. 
m mc 


在 第 二 项 中 我 们 将 = eB/m 代入 (精确 到 同样 的 量 级 ) 则 得 到 
革 二 二 办 十 Xx 五 . 
m m2c 
与 此 相应 , 阻尼 力 包 含 两 项 : 


2e3 ， 9e4 
En 3 
maab tt sma amaab wi (75.10) 


3 
Sn, 那么 , 户 就 与 wB 成 正比 , 因此 , 第 一 项 与 二 十 同 





力 比 外 场 加 在 电荷 
ey eb 站 入 闪 卫 案件。 首先 得 到 
e2 1 
或 者 ， 引入 波 长 A~c/w: g 
We (75.11) 


mec2 
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因此 , 辐射 阻尼 的 公式 (75.8) 仅仅 当 落 在 电荷 上 的 辐射 的 波长 比 电荷 的 
“半径 ”ef/me? 大 很 多 时 方 能 应 用 . 我 们 又 一 次 看 到 , 与 2/me? 同 数量 级 的 
距离 是 电动 力学 导致 内 在 矛盾 的 界限 (参见 837) . 

其 次 , 将 阻尼 力 的 第 二 项 与 力 eB 相 比 较 , 我 们 便 得 到 下 面 的 条 件 : 

m2c4 

e3 

(或 c/wp 人 写 @2/me ,其 中 屎 yy = eH/mc) . 因此 , 场 本 身 也 必须 不 太 大 .与 
m2c4 /es 同 量 级 的 场 也 是 经 典 电 动力 学 导致 内 在 蔬 盾 的 界限 . 这 里 我 们 还 必须 
记 着 , 实际 上 , 因为 量子 效应 , 电动 力学 对 于 相当 小 的 场 就 已 经 不 适用 了 . 

为 了 避免 误解 , 我 们 提醒 读者 , (75.11) 中 的 波长 和 (75.12) 中 的 场 值 是 
针对 给 定时 刻 粒子 的 静止 系 而 言 的 . 


习 题 
两 个 相 吸 引 的 粒子 作 椭 国运 动 (运动 的 速度 比 光速 小 很 多 ) ， 由 于 辐射 
而 损失 了 能 量 . 求 相互 “降落 ”的 时 间 . 


解 : 假设 一 周 中 的 相对 能 量 损 失 很 小 , 我 们 可 以 让 能 量 的 时 间 导 数 等 于 
辐射 的 平均 强度 ( 见 870 的 习题 1) : 


dlé| _ (2|6|)3/2p5/2o ( el ”ez ( 加 a ) 


H< 





(75.12) 





一 -一 


dt 3 NM (1) 
式 中 a = |elez|. 粒子 在 损失 能 量 的 同时 也 损失 角 动 量 . 单位 时 间 内 的 角 动 量 
损失 由 (75.7) 给 出 ;将 d 的 表达 式 (70.1) 代入 , 并 且 注 意 到 j= 一 Qar/7T” 和 
MM = jr x v, 我 们 便 可 求 得 : 
(和 和 | 区 
dt 3¢ rT3 
我 们 将 这 个 式 子 在 运动 周期 内 平均 ; 由 于 JM 的 改变 缓慢 ,右边 只 要 对 73 
平均 就 够 了 . 这 个 平均 值 的 计算 像 在 870 的 习题 1 中 求 r-4 的 平均 值 一 样 . 结 
果 我 们 求 得 单位 时 间 内 角 动 量 的 平均 损失 如 下 : 


dM 2a(2p|6|)3/2? (a e2 ) 


A i 


nl 7722 


dt 3c3M2 网 
( 像 (1) 式 一 样 , 我 们 略 去 了 平均 的 符号 ). 用 (2) 来 除 (1), 我 们 得 到 微分 
方程 
dé| uo? ( -2 ) 
dM 2M3 Ha2 J 


@ 对 应 于 与 mes /he 同 量 级 的 场 ， 即 jp ~ moe， 这 个 极限 比 (75.12) 设置 的 极限 小 
fic/e? = 137 倍 . 这 些 距离 同 Ro 的 比值 量 级 为 fic/e? ~ 137. 
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将 上 式 积分 ， 得到: 


= 将 (- 痢 )+ 司 wx (3) 
积分 常数 是 这 样 选择 的 , 使 得 当 M = Mo 时 ,B= 而 , 此 处 的 Mo 和 而 是 粒 
子 的 初 角 动量 和 初 能 量 . 

粒子 相互 “降落 ”与 M 一 0 相对 应 .从 (3) 可 以 看 出 , 这 时 8 一 一 co. 

我 们 指出 , 乘积 |B|M2 趋 近 于 1a2/2, 并 且 从 公式 (70.3) 可 以 看 出 偏心 
率 E 一 0, 即 是 说 , 当 粒 子 互相 接近 时 ,轨道 趋 近 于 圆 . 将 (3) 代入 (2) , 我 们 
就 决定 了 表示 为 M 的 函数 的 导数 dt/dM ,此 后 对 dM 求 积 分 ,积分 限 是 Mo 
和 0, 就 直接 得 到 “降落 ”的 时 间 : 


MS el e2 
ti 一 — 一 ”一 V 1G2 十 2M2|@|)—?. 
fall Da (二 i (vk 0| 0|) 
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我 们 现在 来 推导 辐射 阻尼 在 相对 论 中 的 表达 式 〈 对 于 一 个 单独 的 电荷 ) ， 
这 个 表达 式 也 适用 于 速度 与 光速 相近 的 运动 . 这 个 力 现在 是 四 维 矢量 g', 它 
应 当 加 在 电荷 的 运动 方程 内 , 该 方程 写 为 四 维 形式 是 : 
ned 
ds 
为 了 求 出 g’', 我 们 注意 到 当 w 之 c 时 , 它 的 三 -个 空间 分 量 应 当 过 渡 为 矢 
2e2 d2u’ 


量 f/c (75.8) 的 分 量 . 很 容易 看 出 , 四 维 矢 量 Wc dn 有 这 个 特性 . 但 是 它 


不 满足 对 任意 四 维 力 和 撩 量 的 分 量 都 成 立 的 恒等式 guwa = 0. 为 了 满足 这 个 条 
件 , 我 们 必须 在 上 面 的 式 子 中 加 茶 一 个 辅助 四 维 矢量, 这 个 辅助 四 维 矢 量 由 


四 维 速度 wi 及 其 导数 组 成 . 这 个 矢量 的 三 个 空间 分 量 在 v = 0 的 极限 情形 下 


变 为 零 ,但 不 改变 已 经 由 表达 式 符 芒 所 决定 的 了 的 正确 值 . 四 维 矢 量 wi 
就 有 这 个 特性 ,因而 所 求 的 辅助 项 有 au 的 形式 . 标量 a 必须 如 此 选择 ,使 


附加 关系 式 g'w; = 0 能 被 满足 . 结果 我 们 得 到 : 
2 /fd20’ 3 d2 
gi = 去 (总 一 (wiik) ) (76.2) 
按照 运动 方程 , 用 作用 于 粒子 上 的 外 电磁 场 的 场 张 量 直接 表示 d?w'/ds?， 
这 个 公式 可 以 写成 男 一 形式 : 


dui 
ds = 了 


= 二 ka + (76.1) 





d2w’ e OF'ik 


Ps i 
ds2 mc? Or! GaP Fu. 
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在 作 代 换 时 , 我 们 必须 记 着 , 对 指标 i,k 反 对 称 的 张 量 OFk/gczl 与 对 称 张 量 
uiuk 之 积 恒 等 于 零 . 所 以 ， 
WE 2e4 

BT mc Or kK 3m2cs 3m2c5 
当 电 荷 经 过 一 给 定 场 时 , 其 运动 的 世界 线 上 的 四 维 力 g’ 的 积分 , 应 当 与 从 电 
荷 辐射 的 总 四 维 动量 AP 相合 (有 相反 的 正 负 号 ), 这 类 似 于 在 非 相 对 论 的 
情形 中 力 f 所 做 功 的 平均 值 与 偶 极 辐 射 强度 相合 (参见 (75.6) 式 ) . 容易 检 
验 , 实际 上 确 是 如 此 . 在 (76.2) 式 中 第 一 项 在 进行 积分 时 为 零 , 因为 在 无 穷 
远 处 , 粒子 没有 加 速度 , 即 dui/ds = 0. 对 第 二 项 进行 分 部 积分 得 到 : 


2 2 2 大 
- /eas=- fw kds 一 Su 


FF 十 (Frul)(F*™mun)u. (76.3) 











ds2 3c ds ds , 


它 与 (73.4) 式 完全 吻合 . 

如 果 粒 子 的 速度 趋 近 于 光速 , 那么 , 在 四 维 矢量 (76.3) 空间 分 量 的 三 项 
中 , 包含 有 四 维 速度 分 量 的 三 重 积 的 第 三 项 增加 得 最 快 . 因此 , 只 保留 (76.3) 
的 这 些 项 , 并 利用 四 维 矢量 gi 的 空间 分 量 和 三 维 力 了 分 量 之 间 的 关系 (9.18) ， 
对 于 后 者 我 们 得 到 

f = (Put)(Ftmum)m， 
式 中 nn 是 vv 方向 的 单位 矢量 . 因而 , 在 这 种 情形 下 , 力 闻 同 粒子 速度 的 方向 
相反 ; 选择 后 者 为 zx 轴 ,将 上 式 中 的 四 维 量 以 具体 表达 式 代 人 人, 我们 得 到 : 
fj 2 By He) + (E+Hy) 
3m2c4 1—v/e? 

(这 里 , 除 分 母 以 外 ,我 们 已 处 处 令 v=c). 由 此 可 见 , 对 于 一 个 极端 相对 论 
的 粒子 , 辐射 阻尼 与 它 的 能 量 的 平方 成 正比 . 

我 们 来 注意 下 面 的 重要 情况 .在 前 面 已 经 指出 ,我 们 所 得 到 的 辐射 阻 
尼 的 表达 式 仅 仅 可 以 应 用 于 比 m?2c4/e3 小 很 多 (在 粒子 的 静止 参考 系 Ko 中 ) 
的 场 . 设 下 为 粒子 以 速度 v 运动 的 参考 系 K 中 外 场 的 数量 级 . 这 时 , 在 Ko 
系 中 , 场 的 数量 级 是 FF/V1i 一 w/c2 (参见 824 中 的 变换 公式 ) . 因此 下 应 当 
满足 条 件 


(76.4) 





esF 


mety1- 所 
同时 , 阻尼 力 (76.4) 与 外 力 (~ eF) 之 比 的 数量 级 是 
e3F 


一 一 一 一 一 一 ， 
m2c4 ( 一 号 


3 (76.5) 
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而 且 可 以 看 出 , 条件 (76.5) 的 满足 并 不 妨碍 阻尼 力 (对 于 能 量 足 够 高 的 粒子 ) 
比 电 磁场 中 作用 在 粒子 上 的 通常 洛 伦 兹 力 大 很 多 只 . 因此 , 对 于 一 个 极端 相 
对 论 的 粒子 , 我 们 可 能 有 这 种 情形 : 辐射 阻尼 是 作用 于 其 上 的 主要 的 力 . 

在 这 种 情况 下 , 粒子 在 每 单位 行程 中 所 损失 的 动能 可 以 认为 仅仅 是 等 于 
阻尼 力 廊 ; 注意 到 阻尼 力 与 粒子 能 量 的 平方 成 正比 , 我 们 可 以 写 出 

Tn = ka)6,, 

式 中 ,k(x) 是 比例 系数 , 与 坐标 z 有关, 并 且 按 照 (76.4) 式 用 场 的 横向 分 量 
来 表示 . 将 这 个 微分 方程 积分 , 我 们 得 到 








式 中 , 多 代表 粒子 的 初 能 量 ( 当 zw 一 -co 时 的 能 量 ) . 就 特例 言 之 , 粒子 的 终 
能 量 负 (在 粒子 经 过 场 以 后 的 能 量 ), 决定 于 公式 


十 Do 
十 站 k(z)dz. 


由 此 可 见 当 而 一 oo 时 , 终 能 量 到 趋 近 于 一 个 常数 极限 , 而 与 鲍 无 关 (I. 
Pomeranchuk , 1939) . 换 句 话说 , 在 经 过 场 以 后 , 粒子 的 能 量 不 可 能 超过 等 式 


元 =f Rds 
所 定义 的 能 量 &., 将 k(x) 的 式 子 代 人，, 此 式 可 变 为 


1 2 e2 To 2 2 
ee x (BE, — Hs)? + (Es + H,)?]dz. (76.6) 


me? 
习 题 


1. 求 粒子 经 过 磁 偶 极 子 m 的 场 之 后 的 极限 能 量 ; 矢量 m 与 运动 方向 在 
同一 平面 内 . 

解 : 我 们 选 定 经 过 和 拓 量 m 和 运动 方向 的 平面 为 zz 平面 , 粒子 在 这 个 平 
面 内 平行 于 z 轴 运 动 , 但 与 和 轴 相 距 为 p. 对 于 磁 偶 极 子 的 场 的 横向 分 量 ( 参 
见 (44.4) 式 ) ,我们 有 : 


H, =0， 
HSM) mr _ m g tp) -本 三 二 } 
a (pcosp it zsing)p p LT JCOoOSsp 
@ 我 们 应 当 强 调 指 出 , 这 一 结果 绝 不 与 早先 对 四 维 力 g' 的 相对 论 表 达 式 的 推导 矛盾 , 在 那 
里 假设 它 同 四 维 力 (e/e)r™wj 相 比 是 “很 小 ”的 . 一 个 矢量 的 分 量 同 另 一 个 矢量 的 分 量 相 比 很 
小 这 个 要 求 ， 只 要 在 一 个 参考 系 中 得 到 满足 就 足够 了 ; 按照 相对 论 不 变性 的 精神 , 基于 这 样 假 
设 得 到 的 四 维 公式 , 在 任何 其 他 参考 系 中 也 是 成 立 的 ， 
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式 中 ,yp 是 m 与 z 轴 间 的 夹 角 . 以 之 代入 (76.6) , 进行 积分 , 我 们 便 得 到 


1 mx e2 \” 
到 一 Olmos 二 (15 十 26 cos wp). 


2. 写 出 在 相对 论 情 形 中 的 阻尼 力 的 三 维 表 达 式 . 
解 : 计算 四 维和 拓 量 (76.3) 的 空间 分 量 , 我 们 得 到 


2e3 i 1 0 


和 2e4 
3m2c4 


4 2 
(e+lox) -eo 
3m2c5 (1- 乞 ) 7 


{BxH+iHx(Hxv) + E)}- 
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早先 (在 873 中 ) 已 经 证 明 , 极端 相对 论 粒 子 的 辐射 主要 沿 着 粒子 速度 
的 方向 朝向 前 方 : 几乎 完全 被 包含 在 vv 的 方向 附近 很 小 一 个 角度 范围 


之 内 . , 
在 求 辐射 的 谱 分 解 时 , 角 间 隔 Ab 的 大 小 与 粒子 经 过 外 电磁 场 时 的 偏转 
角 a 的 关系 是 至 关 重 要 的 . 

a 角 可 以 计算 如 下 . 粒子 动量 的 横向 (与 运动 方向 相 垂直 ) 变化 的 数量 
级 , 与 横向 力 eF 吕 和 经 过 场 的 时 间 t ~ a/v Xa/c 的 乘积 的 数量 级 相同 (此 处 
的 a 是 使 场 显 著 地 有 别 于 零 的 距离 ) . 

这 个 量 与 动量 

二 mv 本 mc 
pe :全 汪 

之 比 决定 小 角 a 的 数量 级 : 


eFa v2 


a ~ 一 一 /1 一 一 . 
m a 
@ 如 果 我 们 选 定 x 轴 沿 着 粒子 的 运动 方向 , 那么 , (eF)? 是 洛 伦 兹 力 eE+ev/cx 电 的 y 分 
量 与 z 分 量 的 平方 之 和 , 在 此 ,我们 可 以 令 = c: 


滁 天 (Ey 一 Hy)” + (EB: 十 Hy. 
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用 Ab 除 之 , 我 们 得 到 
(了 era 
Ri me 《77.1) 


我 们 要 注意 这 个 事实 , 即 这 个 比值 与 粒子 的 速度 无 关 , 而 完全 为 外 场 本 身 所 
决定 . 
我 们 先 假设 
eFa > me’, (77.2) 


就 是 说 , 粒子 的 总 偏转 角 比 Ab 大 很 多 . 这 时 , 我 们 就 可 以 说 , 在 一 指定 方向 
的 辐射 主要 在 与 运动 方向 几乎 平行 的 那 一 部 分 轨道 上 发 生 (这 一 部 分 轨道 与 
运动 方向 所 成 之 角 在 间隔 Ab 内 ), 而 这 一 部 分 轨道 的 弧 长 比 a 小 很 多 . 场 下 
在 这 段 弧 内 可 以 认为 是 不 变 的 , 又 因为 曲线 的 一 小 段 可 以 当做 圆 弧 , 所 以 我 
们 可 以 引用 在 874 中 所 求 出 的 关于 匀速 圆周 运动 时 的 辐射 (以 下 代 五 ) 的 结 
果 . 就 特例 言 之 , 我 们 可 以 说 , 辐射 的 主要 部 分 集中 在 频率 范围 


于 (77.3) 


内 (参见 (74.16) 式 ) . 
在 相反 的 极限 情形 下 ， 
eFa < me’, (77.4) 
粒子 的 总 偏转 角 比 Ab 小 很 多 . 在 这 种 情形 下 , 所 有 的 辐射 主要 指向 运动 方 
向 附近 的 狭窄 的 角 范 围 A, 而 辐射 从 整个 轨道 到 达 某 一 给 定点 . 
为 了 求 辐射 的 谱 分 解 ， 在 这 种 情形 下 从 场 在 波 区 的 李 纳 - 维 谢 尔 公式 
(73.8) 开始 是 便利 的 , 我 们 来 计算 傅 里 叶 分 量 


E, = / Ee'™tdt. 
一 Do 


(73.8) 式 右边 的 表达 式 是 推迟 时 间 才 的 函数 , 由 条 件 刀 三 上 一 R)/ec 决定 . 
在 离 一 个 几乎 以 恒定 速度 vw 运动 的 粒子 远 距 离 处 ,我们 有 : 
Ry 1 Fy: i 


二 和 志 一 一 二 三 鬼王 的 到 

浇 “ 泥 € <Q© 

(此 处 的 +=7(#) 之 wt' 是 粒子 的 径 失 ) , 或 者 
nN:v Ro 

t=t -一 )+ 卫 . 


c 


tt— 


因此 , 从 对 于 dt 的 积分 很 容易 变 为 对 于 dt 的 积分 , 只 需 注意 


二 (1 - “~ 一) dt/. 





877 在 极端 相对 论 情 形 下 辐射 的 谱 分 解 - 239 . 


eikRo 


E, = a [7 x {(n— =) x w(t )} exp [iwt (1 一 一) dt . 
这 里 处 处 将 速度 w 当做 常量 ; 只 有 加 速度 w(t") 是 变化 的 . 引入 记号 


= Li 
和 相应 的 加 速度 的 频率 分 量 , 我 们 将 五 , 写 为 形式 


ik Ro 
BB (S$) xf 人 -区 xu 
最 后 从 (66.9), 我 们 得 到 辐射 人 立体 角 do 内 频率 在 dw 范围 的 能 量 : 
ab = 5 (2) mx{(n-2) xm ao 天。 Cr 
不 难 估计 (77.4) 情形 中 辐射 主要 集中 的 频率 量 级 ,只 要 注意 仅 当 时 间 
1/w' , 即 
1 


2 (1- 5) 
与 粒子 加 速度 发 生 显 著 改 变 的 时 间 a/v ~ a/c 同 数量 级 时 , 傅 里 叶 分 量 ww 
才 显 著 地 有 别 于 零 . 因此 , 我 们 求 得 : 


C 


re (77.7) 


这 个 频率 与 粒子 能 量 的 关系 和 在 (77.3) 中 一 样 , 但 系数 是 不 同 的 . 

在 讨论 (77.2) 和 (77.4) 两 种 情形 时 都 作 了 如 下 假设 , 即 粒 子 在 穿 过 场 
时 能 量 的 总 损失 相对 很 小 . 现在 我 们 将 示 明 , 这 些 情况 的 第 一 种 也 包含 了 极 
端 相 对 论 粒 子 的 辐射 问题 , 其 总 能 损 可 以 同 初始 能 量 相 比拟 . 

粒子 在 场 中 的 总 能 量 损失 可 以 由 洛 伦 效 摩擦 力 的 功 来 决定 . 力 (76.4) 在 
路 程 ~a 上 所 做 的 功 量 级 为 


(CU 天 


ed4F20 


一 一 一， 
m2c4 @ == 号 


为 使 它 能 与 粒子 的 总 能 量 rnce2/V1--22/cz 可 以 比拟 , 场 必须 在 如 下 距离 存在 


mscs v2 
ed4F c 


af ~ 
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而 这 样 一 来 条 件 (77.2) 自动 得 到 满足 : 


3 6 2 
7T”C | v 

ER ro tf pe 
es3F C2 





m2c4 
v2 oe” 
Se 
否则 我 们 甚至 不 能 应 用 普通 电动 力学 . 
习 题 


1. 求 满足 条 件 (77.2) 的 总 辐射 强度 ( 沿 一 切 方向 ) 的 谱 分 布 . 
解 : 从 轨道 的 每 个 弧 元 上 发 出 的 辐射 由 公式 (74.13) 来 决定 ,公式 中 应 
当 以 在 给 定点 的 横向 力 态 代替 万 ,此 外 ,还 应 当 从 不 连续 的 频谱 变 到 连续 的 
频谱 . 这 种 过 渡 可 以 这 样 形 式 地 来 完成 ， 即 乘 以 dmn, 并 作 以 下 的 替换 : 
人 二 万 gw = ho 
"dw wo 
然后 ， 再 将 强度 对 全 部 时 间 积 分 ,我们 便 得 到 总 辐射 如 下 形式 的 谱 分 布 : 
pe "( 
二 qz tt 2 下 + Blau dt, 


Oe ee 


mew ya 12 
= | : 
被 积 函 数 是 积分 变量 t 的 隐 郧 数 , 两 者 的 关系 是 通过 以 而 联系 着 的 ( 玉 以 及 
沿 着 粒子 的 轨道 变化 ,对 于 一 给 定 的 运动 , 这 个 变化 可 以 认为 与 时 间 有 关 ). 
2. 求 满足 条 件 (77.4) 的 总 辐射 能 量 ( 洛 一 切 方向 ) 的 谱 分 布 . 
解 : 注意 到 与 运动 方向 成 小 角 8 的 辐射 起 着 主要 的 作用 , 我 们 可 写 出 


=w(1-2eosg] so (1 +) 所 +). 
用 对 dpdw'/w 的 积分 替换 (77.6) 中 对 角 do = sinbdbdep 之 bdbdp 的 积分 . 在 
写 出 (77.6) 中 和 拓 量 的 三 重 积 时 必须 记 住 , 在 极端 相对 论 情 形 下 , 加 速度 的 纵 
向 分 量 同 横向 分 量 相 比 很 小 (比值 为 1 一 ov2/ec2), 而 且 在 本 例 中 我 们 可 以 足够 
精确 地 认为 也 和 相互 重 直 . 结果 ,我 们 求 得 总 辐射 谱 分 解 的 如 下 公式 : 


2 2 2 EN 
到 | 二 和 一 do/ 
Dc # (1- 号 ) pr wy/ C2 20w'2 C2 
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878 被 自由 电荷 散射 


假如 电磁 波 落 在 一 个 电荷 体系 上 , 那么 , 电荷 会 在 电磁 波 的 作用 下 运动 . 
这 种 运动 又 产生 向 所 有 方向 的 辐射 ; 通常 就 说 , 发 生 了 原 波 的 散射 

刻画 散射 最 便利 的 办 法 是 利用 散射 体系 在 一 给 定 方向 在 单位 时 间 内 所 射 
出 的 能 量 与 落 在 辐射 体系 上 的 能 流 密度 之 比 , 这 个 比值 的 量 纲 显 然 是 面积 ， 
因而 称 为 有 效 散 射 截面 (或 简称 截面 ) . 

设 人 射 波 的 坡 印 亭 矢 量 为 S, 而 体系 每 秒 辐射 到 立体 角 do 内 的 能 量 为 
d7T, 那么 , 散射 (到 立体 角 do 内 ) 的 有 效 截 面 等 于 

d7 
dr 一 可 (78.1) 


(在 符号 上 的 一 横 表 示 对 时 间 求 平均 ) . do 对 所 有 方向 的 积分 o 是 总 有 效 散 
射 截面 . 

我 们 来 考虑 一 个 静止 的 自由 电荷 所 产生 的 散射 . 让 一 平面 单 色 线性 偏振 
波 射 在 这 个 电荷 上 . 它 的 电场 可 以 写成 


E= Eocos(k:.r—wt+oa). 


假设 电荷 在 人 射 波 影响 下 获得 的 速度 比 光速 小 很 多 (一 般 情 形 确 是 如 
此 ) . 这 时 我 们 可 以 认为 作用 于 电荷 上 的 力 是 eB， 而 由 磁场 所 产生 之 力 
(e/c)jv x 五 可 以 略 去 . 在 这 种 情形 下 ,我 们 也 可 以 略 去 电荷 在 场 影响 下 的 
振动 的 位 移 . 如 果 电 荷 在 坐标 原点 附近 振动 , 那么 , 我 们 可 以 假设 作用 在 电 
人 荷 上 的 场 在 一 切 时 间 都 和 在 原点 的 场 一 样 , 就 是 说 ， 


E= Eocos(wt— a). 


因为 电荷 的 运动 方程 是 
mr 一 ebE, 


而 它 的 偶 极 和 矩 4 = er, 那么 ， 


ey e2 . 
d=—E. (78.2) 
为 了 计算 散射 出 来 的 辐射 , 我 们 可 以 用 偶 极 辐射 的 公式 (67.7) (这 是 允 
许 的 , 因为 电荷 在 人 射 波 影响 下 获得 的 速度 比 光 速 小 很 多 ) . 我 们 也 应 当 注 
意 , 电荷 所 辐射 的 ( 即 它 所 散射 的 ) 波 的 频率 显然 与 人 射 波 的 频率 相等 . 
将 (78.2) 代入 (67.7) , 我 们 便 得 到 


4 
re /\2 
d= ER (E x nn ) do， (78.3) 
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式 中 m' 是 散射 方向 的 单位 矢量 . 另 一 方面 ， 人 射 波 的 坡 印 亭 矢 量 是 
Cc 
3S'= amb. 
由 此 可 得 散射 到 立体 角 do 内 的 有 效 截 面 : 


e2 2 .多 
do = (这 sin” bdo, (78.4) 
式 中 ,9 是 散射 方向 (矢量 n) 和 和 人 射 波 的 电场 巨 所 夹 之 角 . 我 们 看 出 , 一 个 
自由 电荷 的 有 效 散 射 截面 与 频率 无 关 . 

现在 来 求 总 有 效 截 面 c. 为 此 , 我 们 选择 极 轴 沿 着 五 的 方向 . 则 有 do = 
sin9d6dw; 将 此 式 代 入, 再 对 dg 从 0 到 积分 ,对 dp 从 0 到 ?2r 积分 ,我 们 


求 得 
8 / e? 
(这 称 为 汤姆 孙 公 式 ) . 

最 后 ,我 们 来 求 在 人 射 波 没有 偏振 ( 即 自 然 光 ) 情形 下 的 微分 截面 dc. 
为 此 , 我 们 必须 将 (78.4) 对 矢量 五 的 所 有 的 方向 求 平 均值 , 吾 是 在 垂直 于 人 
射 波 传播 方向 ( 即 波 矢 及 的 方向 ) 的 平面 内 . 记 沿 马 方 向 的 单位 矢量 为 e, 我 
们 有 : 


sin 0=1—(n':.e)?=1— nngeaes. 


用 如 下 公式 进行 平均 





1 kak 
Creep 三 5 (su 3 ) 3 (78.6) 


于 是 得 到 





rs (mm 天) 1 
了 2 
SIN 0 一 5 @ 十 K2 ) ee a(l 十 COS 2), 


式 中 如 是 入 射 波 方向 和 散射 波 方向 之 间 的 夹 角 (散射 角 ) . 因此 , 非 偏 振 波 被 
自由 电荷 散射 的 有 效 截面 是 
2 
do = 5 (过 ) (1 + cos? 9)do. (78.7) 
散射 的 发 生 会 引起 , 例如 , 作用 于 散射 粒子 上 的 力 的 出 现 . 这 可 以 从 下 
面 的 考虑 来 验证 . 平均 说 来 , 在 单位 时 间 内 , 射 在 粒子 上 的 波 损 失 能 量 cWo， 


@ 实际 上 ,到 本 是 迹 为 1 的 对 称 张 量 , 因为 e 和 彼此 垂直 , 故 该 张 量 在 乘 ks 时 得 零 . 这 
里 给 出 的 表达 式 满 足 这 些 条 件 . 
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此 处 的 玉 是 平均 能 量 密度 , 而 o 则 是 总 有 效 散 射 截面 . 因为 场 的 动量 等 于 它 
的 能 量 除 以 光速 , 所 以 入 射 波 损失 的 动量 的 绝对 值 就 等 于 Wo. 另 一 方面 , 如 
有 一 个 参考 系 , 其 中 电荷 在 力 eE 作用 下 仅 作 小 振动 , , 而且 振动 的 速度 v 也 
小 ,那么 ,在 这 个 参考 系 中 , 散射 波 中 的 总 动量 流 等 于 零 (精确 到 vc 的 高 次 
项 ) (在 873 中 已 经 证 明了 , 在 v=0 的 参考 系 中 粒子 不 辐射 动量 ) . 所 以 人 
射 波 所 损失 的 动量 完全 被 散射 粒子 所 “吸收 ”了 . 作用 于 粒子 的 平均 力 于 就 
等 于 单位 时 间 内 所 吸收 的 平均 动量 , 即 


f=oWn (78.8) 


(n 是 单位 矢量 , 其 方向 与 人 射 波 传播 的 方向 相同 ) . 我 们 注意 到 , “平均 " 力 
相对 于 入 射 波 之 场 是 二 级 量 , 而 “瞬时 ” 力 (其 主要 部 分 是 eE) 相对 于 入 射 
波 之 场 是 一 级 量 . 

公式 (78.8) 也 可 以 直接 由 求 阻尼 力 (75.10) 的 平均 值得 到 . 第 一 项 (与 
五 成 正比 ) 在 求 平均 值 时 化 为 零 (就 像 力 主要 部 分 eB 的 平均 值 一 样 ). 从 第 
二 项 得 到 








a 2e4 - gx/e2\: 
了 (加) 本 
由 于 (78.5), 这 个 式 子 与 (78.8) 相 吻 合 . 
习 题 


1. 一 个 燃 国 偏振 波 被 一 个 自由 电荷 散射 ， 求 其 有 效 截 面 . 
解 : 波 的 场 有 如 下 形式 : 


E= Acos(wt+i+a)+t Bsin(wt+ a), 
式 中 ,及 和 妃 是 两 个 相互 重 直 的 舌 量 ( 见 848) .与 正文 中 推导 相似 , 我们 可 
求 得 
me? 
2. 一 个 线性 偏振 波 被 一 个 在 弹性 力作 用 下 作 小 振动 的 电荷 (振子 ) 散射 . 
求 有 效 截面 . 
解 : 在 入 射 波 百 = Eocos(wt 十 Qa) 内 ,电荷 的 运动 方程 是 


e2 \* (Axn)+(Bxn’)? 
ws 


十 wm 一 Eo cos(wt + a), 


式 中 wo 是 电荷 自由 振动 的 频率 . 对 于 强迫 振动 , 由 此 可 得 


Soe eEo cos(wt + a) 
mm(w —w) 
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由 此 计算 出 d, 我 们 便 得 到 


dN 2 
三 三 (总 ) 六 二 sin” 0do 
(9 是 五 与 m': 所 夹 之 角 ) . 

3. 电 偶 极 子 在 力学 上 是 一 个 转子 , 求 它 散射 光 的 总 有 效 截 面 . 假设 波 的 
频率 w 同 转子 自由 转动 的 频率 1f20 相 比 很 大 . 

解 : 由 于 条 件 中 六 1 ,我 们 可 以 忽略 转子 的 自由 转动 ,而 只 考虑 由 散射 
波 施 予 其 上 的 力 过 x 瑟 的 力矩 作用 下 的 受 迫 转动 . 这 个 运动 的 方程 是 : J02 = 
@x 瑟 , 式 中 了 是 转子 的 转动 惯量 ,1 是 转动 的 角速度 . 偶 极 矩 只 作 转 动 运动 ， 
其 和 失 量 的 绝对 值 不 变 ， 公 式 过 = 吕 xd 决 定 了 偶 极 矩 和 拓 量 的 变化 , 从 这 两 个 
方程 我 们 得 到 ( 略 去 小 量 有 中 的 四 极 项 ) : 

d= (dx BE)xd= [Bd — (BE.d)dl 
假设 偶 极 子 在 室 间 中 所 有 取向 的 可 能 性 都 相同 , 将 d? 对 方向 进行 平均 ， 
我 们 就 得 到 总 有 效 截 面 : 
16nd 
9c4.12 

4. 自然 光 被 自由 电荷 散射 ， 求 退 偏振 的 程度 . 

解 : 从 对 称 性 的 考虑 出 发 , 显然 可 见 , 散射 光 的 两 个 非 相 和 干 的 偏振 分 量 
(参见 850) 是 线 偏 振 的 : 一 个 在 散射 平面 ( 即 经 过 入 射 光 与 散射 光 的 平面 ) 
内 ， 另 外 一 个 和 该 平面 重 直 . 这 些 分 量 的 强度 取决 于 入 射 波 场 在 散射 平面 内 
的 分 量 ( 百 )) 和 垂直 于 它 的 分 量 ( 百 | ), 按照 (78.3) ,分别 正比 于 


Gr' == 


(E\ xn)=Eicosd? 和 (El x ma/)2 = BE? 


( 式 中 凡是 散射 角 ) . 因为 对 于 入 射 的 自然 光 有 本 = 到， 退 偏振 度 (参见 
(50.9) 的 定义 ) 是 : 
p 一 cos2 也 


5. 求 运动 电荷 所 散射 出 来 的 光 的 频率 w. 
解 : 在 电荷 静止 的 坐标 系 中 , 光 的 频率 经 过 散射 后 不 改变 (w = 二 w). 这 
个 关系 可 以 写成 形 如 下 式 的 不 变量 : 


ku = ia 
式 中 这 是 电荷 的 四 维 速 度 . 从 此 不 难 求 出 


CD (1 一 -cosg) =w(1 — = cos9) 


§78 被 自由 电荷 散射 “ 245 - 


式 中 ,0 和 8 是 入 射 波 和 散射 波 与 运动 方向 所 夹 之 角 (u 是 电荷 的 速度 ) . 

6. 一 线性 偏振 波 被 一 个 以 速度 刀 沿 波 传 播 方向 运动 的 电荷 散射 , 求 散 射 
的 角度 分 布 . 

解 : 硅 子 的 速度 垂直 于 入 射 波 的 场 百 和 百 , 因 而 也 垂直 于 给 予 粒 子 的 
加 速度 tw. 散射 的 强度 由 (73.14) 决定 , 其 中 , 粒子 的 加 速度 也 必须 借助 817 
习题 中 得 到 的 公式 用 入 射 波 的 场 百 和 百 来 表示 . 用 入 射 波 的 坡 印 亭 拓 量 除 
强度 dI, 我 们 得 到 有 效 散 射 截面 如 下 : 


1 所 ) J 
do = ( 志 ) Ce IG 一 singcosp) 一 (4 一 瑟 】 cos? 9 do, 
PO (1 一 =-singcosep) 本 
c 
式 中 ,8 和 ww 是 如 下 坐标 系 中 方向 n' 的 极 角 和 方位 角 , 该 坐标 系 的 z 轴 沿 着 
百 的 方向 ,zr 轴 沿 着 了 的 方向 (cos(n', EE) = cos0,cos(n’,v) = sin4 cosw). 

7. 求 电 荷 在 被 它 散 射 的 波 施 予 于 它 的 平均 力 的 作用 下 的 运动 . 

解 : 力 (78.8) 活着 入 射 波 的 传播 方向 (zz 轴 )， 因 此 ,我 们 所 考虑 的 运 
动 的 速度 也 沿 着 这 个 方向 ,选择 粒子 在 其 中 静止 的 辅助 参考 系 Ko (要 注意 ， 
我 们 所 讨论 的 是 对 一 个 小 振动 的 周期 平均 了 的 运动 ), 作用 于 电荷 上 的 力 是 
0 全 0,， 而 在 这 个 力 的 作用 下 , 电荷 所 获得 的 加 速度 是 


他- 
wo 一 — Wo 
mm 


( 角 标 0 表示 对 参考 系 Ko 而 言 ). 到 原 参 考 系 及 (其 中 ,电荷 以 速度 运动 ) 
的 变换 由 87 习题 中 得 到 的 公式 和 公式 (47.7) 给 出 ,于 是 有 : 





d vU R 1 dy Wol-< 
dt v2 v2 3/2 dt mm 过 
Cc © 
v UV 
We 
i i 
c c 


这 就 决定 了 作为 时 间 隐 另 数 的 迷 度 二 dz/dt (积分 常数 是 这 样 选择 的 ， 当 
t=0 时 ;人 =0). 

8. 求 线性 偏振 波 被 一 个 振子 散射 的 有 效 截 面 (考虑 辐射 阻尼 ) . 

解 : 将 电荷 在 入 射 波 内 的 运动 方程 写 为 如 下 形式 : 
2e2 


3mc3 > 





oe € a 
六 十 wa 一 —Eoe t+ 
m 
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在 阻尼 力 中 , 可 以 近似 地 代入 了 一 一 w3F， 于 是 得 到 
六 十 7 十 wz3r 二 — Boe, 


29e2 
3mce3 





式 中 ,== w3. 由 此 得 到 


有 效 截面 是 
Bw 2 we 
"3 (He) tr 
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电荷 体系 对 电磁 波 的 散射 与 单个 静止 电荷 对 电磁 波 的 散射 之 间 的 区 别 首 
先 在 于 这 个 事实 , 即 由 于 电荷 体系 存在 内 部 运动 , 散射 波 的 频率 可 能 与 人 射 
波 的 频率 不 同 . 就 是 说 , 在 散射 波 的 谱 分 解 中 , 除了 入 射 波 的 频率 w 外 ,还 可 
能 出 现 频率 w', 两 者 的 差 是 散射 体系 内 部 运动 的 频率 之 一 . 改变 频率 的 散射 
称 为 非 相 干 散射 (或 称 组 合 散 射 ), 它 和 不 改变 频率 的 相干 散射 不 同 . 

假设 入 射 波 的 场 是 弱 场 ， 则 我 们 可 以 将 电流 密度 写成 了 = jo 十 7 , 此 处 
的 jo 是 没有 外 场 时 的 电流 密度 , 而 3’ 则 是 在 入 射 波 作用 下 的 电流 变化 . 与 之 
相应 , 体系 的 场 的 和 撩 势 (以 及 其 他 的 量 ) 也 有 4 = ho 十 4' 的 形式 ,此 处 的 
Ao 和 A’ 由 电流 jo 和 7 决定. 显然 , 4' 描述 这 个 电荷 体系 所 散射 的 波 . 

现在 让 我 们 来 考虑 一 个 波 的 散射 , 这 个 波 的 频率 w 比 电荷 体系 所 有 的 内 
部 频率 都 小 很 多 . 这 个 散射 将 包含 非 相 干部 分 和 相干 部 分 , 但 是 我 们 在 此 将 
只 考虑 相干 散射 . 

为 了 计算 散射 波 的 场 , 在 频率 w 十 分 低 的 情况 下 , 我 们 总 可 以 用 推迟 势 
的 展开 式 , 这 个 展开 式 已 经 在 867 和 871 中 介绍 过 了 , 即使 体系 内 粒子 的 速 
度 比 起 光速 来 并 不 算 小 , 也 可 以 使 用 这 个 式 子 . 事实 上 , 要 使 积分 


1 :7 
漂 二 EK /ie dV (79.1) 


c 





的 展开 式 成 立 , 仅仅 只 须要 时 间 7+.n'/c~a/c 比 电流 分 布 有 显著 改变 的 时 间 
间隔 1/w 小 很 多 ; 对 于 足够 低 的 频率 w(w 之 c/a), 不 管 体 系 内 粒子 的 速度 怎 
样 , 这 个 条 件 都 可 以 满足 

从 展开 式 的 第 一 项 得 


{dxn’+(m’ xm )x7 


H'’= 
2 Ro 
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式 中 dl,m' 分 别 是 体系 的 偶 极 矩 和 磁 抢 的 一 部 分 , 这 部 分 是 由 落 在 体系 上 的 
辐射 所 产生 的 . 展开 式 的 以 后 各 项 包含 比 二 阶 更 高 的 时 间 导 数 , 我 们 将 它们 
略 去 . 
散射 波 的 场 的 谱 分 解 的 分 量 五 " (其 频率 与 人 射 波 的 频率 相等 ) 为 这 
同一 SE 但 公式 中 应 将 所 有 的 量 代 以 它们 的 傅 里 叶 分 量 ; d’，= 
一 w2d ,th = 二 一 w2m/. 这 样 ， gn 
Hw 5 
场 的 展开 式 的 更 后 面 的 项 给 出 与 小 频率 的 较 高 次 寡 成 正比 的 量 . 假如 体系 中 
所 有 粒子 的 速度 都 很 小 (v 之 c) , 那么 , 在 (79.2) 式 中 第 二 项 与 第 一 项 比较 
起 来 就 可 以 略 去 了 , 因为 磁 矩 包含 Ww 这 时 ， 
五/ = Bh nxd’,. (79.3) 
假如 体系 的 总 电荷 为 零 , 那么 , 当 w 一 0 时 , qd’ 和 mm’ 趋 近 于 常数 极限 
(假如 总 电荷 不 为 零 , 那么 , 当 w=0 时, 就 是 说 在 恒定 场 中 , 这 个 体系 开始 
作 整 体 运动 ). 因此 , 对 于 低频 (w 和 v/a) 我 们 可 以 认为 & 和 m/ 与 频率 无 
关 . 由 此 可 见 , 散射 波 的 场 与 频率 的 平方 成 正比 . 因此 场 的 强度 与 w4 成 正比 . 
所 以 , 当 低 频 波 被 散射 时 , 相干 散射 的 有 效 截面 与 人 射 波 频率 的 四 次 寡 成 比 
例 史 ， 
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我 们 来 研究 相反 极限 下 波 被 电荷 体系 散射 的 情形 , 此 时 波 的 频率 w 比 体 
系 内 部 的 基 频 大 很 多 . 后 者 的 数量 级 为 wo ~ wa, 所 以 w 应 当 满足 条 件 


w > wo~ = (80.1) 


此 外 , 我 们 假设 体系 中 电荷 的 速度 很 小 (v < c). 

按照 条 件 (80.1), 体系 中 电荷 的 运动 周期 比 波 的 周期 大 很 多 . 因此 , 在 
一 个 与 波 的 周期 同 数 量 级 的 时 间 间 隔 内 , 体系 中 电荷 的 运动 可 以 看 做 是 匀速 
的 . 这 就 是 说 , 在 研究 短波 的 散射 时 , 我 们 无 须 考 虑 体系 的 电荷 彼此 之 间 的 
相互 作用 , 即 我 们 可 以 将 电荷 认为 是 自由 的 . 

因此 , 在 计算 电荷 在 入 射 波 的 场 内 所 得 到 的 vw 时 ,我们 可 以 将 体系 中 每 
个 电荷 分 开 来 考虑 , 并 把 电荷 的 运动 方程 写成 


ww =eE= eBoe kr) 


dt 


@ 这 也 适用 于 光 被 离子 的 散射 , 也 适用 于 光 被 不 带电 的 原子 的 散射 . 因为 核子 的 质量 较 大 ， 
由 离子 作为 整体 的 运动 而 发 生 的 散射 可 以 略 去 不 计 . 





' +n’ x (mm, xn)}. (79.2) 
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式 中 ,有 = wn/c 是 入 射 波 的 波 矢量 . 电荷 的 径 矢 当然 是 时 间 的 函数 . 在 这 个 
方程 右边 指数 因子 的 指数 中 , 第 一 项 的 时 间 变 化 率 比 第 二 项 大 很 多 (第 一 项 
的 时 间 变 化 率 为 wn, 而 第 二 项 的 数量 级 是 io ~ ww/c 之 w) . 所 以 , 在 积分 运 
动 方程 时 , 我 们 可 以 将 7 那 部 分 当做 常数 . 于 是 ， 


v= ——— Boe (tker) (80.2) 
VM 
对 于 散射 波 的 和 失势 (在 与 体系 相距 甚 远 之 处 ), 按照 一 般 公式 (79.1), 我 们 有 
/ 1 / 
A = 2 )1_ Ro | rm’) 


c 


式 中 , 求 和 应 该 对 体系 中 所 有 的 电荷 进行 . 将 (80.2) 代入 , 我 们 便 求 得 


/ 1 - Ro e? —ig:r 
EE - exp 加 (: 一 3) Po>》. 9 (80.3) 


式 中 gqg=k' 一 k 是 人 射 波 的 波 矢量 尺 = wn/c 和 散射 波 的 波 矢量 k' = wn'/e 
之 差 @. 在 (80.3) 式 中 的 和 应 当 取 在 # = t+ 一 Ro/c 时 刻 的 值 (为 简单 起 见 ， 
如 平常 一 样 , 略 去 > 上 的 指标 t'); 由 于 假设 粒子 速度 很 小 , 可 以 忽略 在 时 间 
7.n//c 内 7 的 变化 . 矢量 g 的 绝对 值 是 











w .oH 
q = 2= sin =, (80.4) 


式 中 图 是 散射 角 . 
对 于 原子 (或 分 子 ) 的 散射 , 我 们 可 以 略 去 (80.3) 中 求 和 号 内 来 自 核 的 
项 , 因为 它们 的 质量 比 电子 的 质量 大 很 多 ,以 后 我 们 只 关注 这 种 情况 , 所 以 
我 们 将 因子 ez/m 从 求 和 号 内 移出 , 并 将 e 和 m 理解 为 电子 的 电 克 和 质量 . 
对 于 散射 波 的 场 五 ', 我 们 从 (66.3) 求 得 : 


Eo xm ee 
ws) 
射 信 n' 方 向 立体 角 元 内 的 能 流 是 

clH'|? e4 ; A 
8r Wie i x Bo) |>。 


用 入 射 波 的 能 流 c|Eol?/8x 除 上 式 , 并 且 9 代表 人 射 波 的 场 至 与 散射 方向 的 
夹 角 , 最 后 我 们 得 到 有 效 散射 截面 如 下 : 


6 = 
do = | 一 -一 | > G 一 9 
172C2 


@ 严格 地 说 , 波 矢量 k= w'm'/c, 此 处 散射 波 的 频率 w' 可 能 与 = 不 同 , 然而 在 此 处 高 频 
波 的 情形 下 , 差 w' 一 w ~ wo 可 以 略 去 . 


2 
do. 











sin2 gdo. (80.6) 
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式 中 的 一 横 表 示 对 时 间 的 平均 值 , 亦 即 对 体系 中 电荷 运动 的 平均 值 ; 它 的 出 
现 是 因为 散射 是 在 一 个 比 体系 中 电荷 的 运动 周期 大 很 多 的 时 间 间 隔 内 观察 
的 . 

对 于 人 射 辐射 的 波长 ,从 条 件 (80.1) 得 到 不 等 式 和 之 ac/v. 至 于 入 和 
a 的 相对 值 , 可 能 有 入 六 wa 和 入 之 a 两 种 极限 情形 . 在 这 两 种 情形 下 , 通 式 
(80.6) 简化 很 多 . 

在 入 写 a 的 情形 下 , 在 (80.6) 式 中 ,gr 之 1, 因为 gq 和 ~1/ 和 ,而 r 与 a 
同 数量 级 . 与 此 相应 , 我 们 用 1 代替 e-'97, 从 而 得 到 


D9、\2 
do = ( 芝 ) sin2bdo， (80.7) 


就 是 说 , 散射 与 原子 序数 2 的 平方 成 正比 . 

现在 转 到 入 之 a 的 情形 . 在 (80.6) 中 出 现 的 和 的 平方 中 , 除了 每 项 的 模 
的 平方 (ez/mrc2)2 以 外 , 还 有 形式 eiq(m-"2) 的 乘积 . 在 对 电荷 的 运动 求 平均 
值 时 , 亦 即 在 对 它们 在 体系 中 的 相互 位 置 求 平 均值 时 , ri 一 rz 可 取 与 a 同 数 
量 级 的 一 个 间隔 内 的 一 切 值 .因为 Q~~ 1/ 和 ,入 < 之 a, 那么 ,指数 因子 e-ig'(m 一 ">) 
是 一 个 在 该 间隔 内 振动 得 很 快 的 函数 , 而 它 的 平均 值 就 化 零 . 因此 , 当 和 之 a 
时 , 有效 散射 截面 是 


2 2 
do=2 (这 ) sin2 gdo， (80.8) 


就 是 说 , 散射 与 原子 序数 的 一 次 方 成 正比 . 我 们 注意 到 , 这 个 公式 不 能 应 用 
于 散射 角 小 的 情形 (3 ~ A/a), 因为 在 这 种 情形 下 ,gq ~ 3/ 和 ~ 1/a, 因而 指数 
qT 不比 1 大 很 多 . 

为 了 求 出 相干 散射 的 有 效 截面 , 我 们 必须 将 散射 波 的 场 的 频率 为 w 的 那 
一 部 分 分 开 来 . 场 的 表达 式 (80.5) 通过 因子 et 与 时 间 发 生 关 系 , 而 且 求 和 


》 .ea7 中 也 涉及 时 间 . 后 面 这 个 关系 使 得 在 散射 波 的 场 内 , 除了 频率 ww 以 
外 ,还 含有 别 的 频率 (虽然 与 w 很 接近 ) . 假如 我 们 将 》 ex" 对 时 间 求 平 
均值 , 就 可 以 得 到 频率 为 w 的 那 一 部 分 场 (就 是 仅 通过 因子 e  “: 与 时 间 发 
生 关 系 的 那 一 部 分 场 ) . 与 此 相应 , 相干 散射 有 效 截面 docon 与 总 截面 do 的 
不 同 之 处 就 在 于 前 者 包含 求 和 的 平均 值 的 模 的 平方 , 而 后 者 则 包含 和 的 模 的 


平方 的 平均 值 : 
2 7 
一 ( 坊 ) > 6 一 igm 


值得 注意 的 是 , 这 个 和 的 平均 值 (除了 一 个 因子 外 ) 正好 是 原子 中 电荷 密度 


2 
sin? bdo. (80.9) 
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平均 分 布 p(7) 的 空间 傅 里 叶 分 量 : 


ey es / p(r)e rdy = pa. (80.10) 
在 入 光 a 的 情形 下 , 我 们 再 次 用 1 来 代替 ea7, 于 是 
e2 \” 
docoh = (z 人 sin2 gdo. (80.11) 


将 此 式 与 总 有 效 截 面 (80.7) 式 相 比较 , 我 们 看 出 docon = do, 就 是 说 , 所 有 的 
散射 都 是 相干 的 . 

如 果 入 之 a, 那么 , 当 我 们 求 平 均值 时 , 在 (80.9) 中 所 有 和 项 (是 迅速 
振动 的 时 间 函 数 ) 都 消失 了 ,从 而 dccoh = 0. 因此 , 在 这 种 情形 下 , 散射 完全 
是 非 相 干 的 . 
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§81 非 相 对 论 力学 中 的 引力 场 


引力 场 (或 者 重力 场 ) 具有 以 下 的 基本 特性 : 所 有 的 物体 ,不管 质量 的 
大 小 , 只 要 有 相同 的 初始 条 件 , 它们 在 场 中 就 将 以 相同 的 方式 运动 . 

例如 ,对 于 在 地 球 引 力 场 中 的 所 有 物体 , 自由 下 落 的 规律 都 是 一 样 的 ， 
即 不 管 它们 的 质量 如 何 , 都 获得 同一 的 加 速度 . 

引力 场 的 这 个 特性 使 我 们 有 可 能 确定 以 下 两 种 运动 有 类 似 之 处 : 一 种 是 
一 个 物体 在 引力 场 中 的 运动 ; 另 一 种 是 一 个 物体 不 在 任何 外 场 中 的 运动 , 但 
是 在 一 个 非 惯 性 参考 系 中 考察 . 实际 上 , 在 一 个 惯性 参考 系 中 , 所 有 物体 的 
自由 运动 都 是 匀速 直线 运动 ; 假如 在 开始 时 , 它们 的 速度 是 一 样 的 , 那么 无 
论 在 任何 时 候 都 将 保持 一 样 . 因此 , 很 显然 ,假如 我 们 考虑 在 一 给 定 的 非 惯 
性 系 中 的 自由 运动 , 那么 , 相对 于 这 个 参考 系 , 所 有 的 物体 都 将 以 同样 的 方 
式 运动 . 

因此 , 在 一 个 非 惯性 系 中 的 运动 特性 与 在 一 个 有 引力 场 存在 的 惯性 系 中 
的 运动 特性 一 样 ; 换 句 话说 , 非 惯性 系 与 某 一 引力 场 等 效 . 这 种 情况 称 为 等 
效 原理 . 

我 们 来 研究 , 例如 , 匀 加 速 参考 系 中 的 运动 . 假如 一 个 任意 质量 的 物体 
在 这 样 的 参考 系 中 作 自 由 运动 , 很 显然 , 该 物体 对 于 这 个 参考 系 就 有 一 个 恒 
定 的 加 速度 , 这 个 加 速度 与 参考 系 本 身 的 加 速度 大 小 相等 , 方向 相反 . 这样 的 
描述 也 适用 于 物体 在 均匀 恒定 引力 场 , 例如 地 球 的 引力 场 中 的 运动 (在 不 大 
的 区 域内 , 地 球 的 引力 场 可 以 当做 是 均匀 的 ). 因此 , 勺 加 速 参考 系 与 一 个 不 
变 的 、 恒 定 的 外 场 等 效 . 同 理 , 参考 系 的 非 色 加 速 直 线 运动 , 显然 与 一 个 均匀 
但 变化 着 的 引力 场 等 效 . 

然而 必须 着 重 指出 , 与 非 惯性 参考 系 等 效 的 场 其 实 并 不 完全 与 “实际 的 ” 
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引力 场 一 样 (后 者 在 惯性 系 中 也 存在 ). 例如 , 它们 在 无 穷 远 处 的 性 质 就 有 
本 质 的 区 别 . 在 与 产生 场 的 物体 相距 为 无 穷 远 处 “实际 的 ”引力 场 总 是 趋 近 
于 零 ; 与 此 相反 , 与 非 惯性 参考 系 等 效 的 场 在 无 穷 远 处 却 无 限制 地 增 大 , 或 
者 , 无 论 如 何 , 总 保持 为 有 限 值 . 例如 , 在 旋转 参考 系 中 出 现 的 离心 力 , 当 我 
们 从 旋转 轴 离 开 时 , 无 限制 地 增 大 ; 一 个 与 作 匀 加 速 直 线 运 动 的 参考 系 等 效 
的 场 在 空间 各 处 都 是 一 样 的 , 而 且 在 无 穷 远 处 也 一 样 . 

只 要 我 们 从 非 惯性 系 过 渡 到 惯性 系 , 与 非 惯性 系 等 效 的 场 就 消失 了 . 与 
此 相反 ,无论 选 择 哪 一 种 参考 系 , “实际 的 "引力 场 (在 惯性 参考 系 内 也 存在 ) 
总 是 无 法 消除 的 . 这 可 以 从 上 面 所 讲 的 关于 “实际 的 ”引力 场 和 与 非 惯性 系 等 
效 的 场 在 无 穷 远 处 情况 的 差别 直接 看 出 ,既然 后 者 在 无 穷 远 处 不 趋 近 于 零 ， 
那么 , 无 论 怎样 选择 参考 系 “实际 的 ” 场 也 不 可 能 消除 , 因为 它 在 无 穷 远 处 
变 为 零 . 

选择 适当 参考 系 的 方法 只 能 消除 空间 中 某 一 给 定 区 域内 的 引力 场 , 而 且 
这 个 区 域 必须 如 此 之 小 , 使 其 中 的 场 可 以 看 做 是 均匀 的 . 要 做 到 这 点 ,可 选 
择 一 个 作 加 速 运动 的 参考 系 , 这 个 加 速度 就 等 于 粒子 放 在 我 们 正在 考虑 的 场 
的 区 域内 所 得 到 的 加 速度 . 

粒子 在 引力 场 中 的 运动 , 在 非 相对 论 力学 中 为 拉 格 明日 量 所 决定 , 它 在 
惯性 参考 系 中 的 表达 式 是 


2 
B= 一 — my, (81.1) 


其 中 , w 是 关于 坐标 和 时 间 的 某 一 函数 , 它 可 描述 场 的 特性 , 称 为 引力 势 . 
与 此 相应 , 粒子 的 运动 方程 是 


v= —gradw. (81.2) 


这 个 方程 不 包含 质量 , 也 不 包含 任何 其 他 描述 粒子 特征 的 常数 , 它 就 是 引力 
场 基本 特性 的 数学 表示 . 
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在 上 节 中 所 指出 的 引力 场 的 基本 特性 , 即 所 有 物体 在 场 中 作 同 样 的 运 
动 , 在 相对 论 力学 中 也 还 是 有 效 的 . 所 以 ,引力 场 和 非 惯性 参考 系 的 类 似 性 
依然 存在 . 因此 , 在 研究 相对 论 力学 中 引力 场 的 特性 时 , 我 们 自然 也 从 这 个 
类 似 性 出 发 . 

在 惯性 参考 系 中 , 用 笛 卡 儿 坐 标 , 间隔 ds 由 关系 式 


ds2 = cdt? 一 dz2 一 dy — dz? 
@ 以 后 我 们 不 常用 电磁 势 p, 因此 用 同一 个 符号 来 代表 引力 势 不 会 引起 误解 . 
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给 定 . 在 变换 到 任何 其 他 惯性 参考 系 时 (就 是 说 在 作 洛 伦 效 变换 时 ), 我 们 知 
道 , 间隔 保持 同样 的 形式 . 然而 , 假如 我 们 变换 到 非 惯 性 系 , ds? 将 不 再 是 四 
个 坐标 的 微分 的 平方 和 了 . 

例如 ， 当 我 们 变换 到 匀速 旋转 的 坐标 系 时 ， 


r=7 cosQt—Yy sinft, y=7 sinfQt+yceosQt, z= 


(8 是 旋转 的 角速度 , 其 方向 沿 着 > 轴 ), 那么 , 间隔 就 有 下 面 的 形式 : 


ds2 eo [c2 a f2(7®? 下 vy)]dt? 光电 dr? 2 dy? Ee 
一 dz + 2fy dr’dt ~ 207'dy dt. 


不 管 时 间 坐 标 变换 的 规律 怎样 , 这 个 式 子 不 可 能 仍 以 四 个 坐标 的 微分 的 平方 
和 来 表示 . 

因此 , 在 非 惯性 参考 系 中 , 间隔 的 平方 是 坐标 微分 的 一 般 形 式 的 二 次 型 ， 
也 就 是 说 , 它 有 以 下 的 形式 : 


ds? = gikdzidzA， (82.1) 


其 中 , gix 是 空间 坐标 zl, zz , z3 和 时 间 坐 标 2 的 某 些 函数 . 因此 , 假如 我 们 
使 用 非 惯性 系 , 四 维 坐标 zx?°, zl, z?, z3 将 是 曲线 坐标 . gi 可 用 来 表示 时 空 
度 规 , 它 决定 每 个 曲线 坐标 系 的 所 有 几何 特性 . 

显然 , 总 可 以 认为 gik 这 些 量 对 指标 i 和 上 大 来 说 是 对 称 的 ( 即 gi = gyi)， 
因为 它们 是 由 对 称 式 (82.1) 所 决定 的 ,此 处 的 gi 和 gn; 是 作为 同一 个 积 
dzidz* 的 因子 出 现 的 . 在 一 般 情 形 下 , 一 共有 十 个 不 同 的 量 gj, 四 个 有 相同 
的 指标 和 4x3/2=6 个 有 不 同 的 指标 . 在 一 个 惯性 参考 系 中 , 当 我 们 用 笛 卡 
儿 空 间 坐 标 zl523 = z,y,z 和 时 间 坐 标 z = ct 时 , gix 各 量 是 


goo 一 1， 8&ll = BE22 王 gas 一 一 1， gik=0 当 守 入 大 : (82.2) 


具有 这 些 gi 值 的 四 维 坐标 系 称 为 伽利略 坐标 . 

在 上 一 节 中 已 经 证 明了 非 惯 性 参考 系 与 某 些 力 场 等 效 . 现在 我 们 看 出 ， 
在 相对 论 力学 中 , 这 些 场 由 gi 各 量 所 决定 . 

这 同样 也 可 以 应 用 到 “实际 的 ”引力 场 . 任何 引力 场 都 只 是 时 空 度 规 的 
一 个 改变 , 而 这 个 改变 是 由 gik 各 量 所 决定 的 . 这 个 重要 事实 说 明 , 时 空 的 几 
何 性 质 ( 它 的 度 规 ) 是 由 物理 现象 所 决定 的 , 而 不 是 空间 和 时 间 的 固定 不 变 
的 性 质 . 

建立 在 相对 论 基础 上 的 引力 场 理 论 称 为 广义 相对 论 . 它 是 由 爱 因 斯 坦 提 
出 来 的 (最 后 在 1915 年 建立 ), 在 现 有 的 物理 理论 中 , 它 或 许 是 最 美丽 的 . 突 
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出 之 处 是 爱 因 斯 坦 用 纯 演 绎 的 方法 就 建立 了 这 个 理论 , 只 是 在 以 后 才 被 天 文 
观测 所 证 实 . 

正如 非 相 对 论 力学 中 一 样 , 在 “实际 的 ”引力 场 和 与 非 惯 性 参考 系 等 效 
的 场 之 间 有 一 个 根本 的 差别 . 当 变 换 到 非 惯性 参考 系 时 , 二 次 型 具有 (82.1) 
的 形式 , 即 gix 各 量 , 是 通过 简单 的 坐标 变换 从 伽利略 坐标 的 值 (82.2) 得 到 
的 ,所 以 ,可 利用 道 坐 标 变 换 在 整个 空间 中 回 到 伽利略 坐标 的 值 . 这 种 形式 的 
gik 非常 特殊 , 这 是 因为 在 一 般 情况 下 仅仅 只 用 四 个 坐标 的 变换 就 要 使 gix 的 
十 个 量化 为 预定 的 形式 是 不 可 能 的 . 

“实际 的 ”引力 场 用 任何 坐标 变换 都 不 能 消除 ; 换 句 话说 , 存在 引力 场 
时 , 时 空 是 这 样 的 , 不 可 能 用 任何 坐标 变换 使 决定 其 度 规 的 量 gik 在 整个 时 
室内 都 化 为 伽利略 坐标 的 值 .这 样 的 时 空 称 为 弯曲 时 空 , 以 区 别 于 平 直 时 空 ; 
在 平 直 时 空中 , 上 述 变换 是 可 能 的 . 

然而 , 在 非 伽利略 时 空中 的 任何 个 别 点 , 我 们 可 以 用 适当 的 坐标 变换 将 
gik 各 量化 为 伽利略 坐标 的 形式 : 这 会 导致 二 次 型 化 为 恒定 系数 (在 给 定点 
的 gik 值 ) 的 对 角形 式 , 我 们 把 这 样 的 坐标 系 称 为 对 于 一 个 给 定点 的 伽利略 
坐标 系 呈 . 

我 们 注意 到 在 一 个 给 定点 将 gi 化 为 对 角形 式 之 后 , gtk 各 量 的 矩阵 有 一 
个 正 的 主 值 和 三 个 负 的 主 值 (这 些 正 负 号 的 总 和 称 为 矩阵 的 号 差 ) .由 此 可 
以 断定 , 由 gix 各 量 所 构成 的 行列 式 g 在 现实 的 时 空中 总 是 负 的 : 


g<0. (82.3) 


时 空 度 规 的 变化 也 就 意味 着 纯粹 的 空间 度 规 的 变化 . 平 直 时 空中 伽利略 
坐标 的 gi 对 应 空间 欧 几 里 得 几何 . 在 引力 场 中 空间 的 几何 变 成 非 欧 几 里 得 
的 . 这 既 适 用 于 时 空 “ 弯 曲 ” 的 “真实 ”引力 场 , 也 适用 于 时 空 保 持平 直 、 仅 
仅 由 于 参考 系 是 非 惯性 参考 系 而 产生 的 场 . 

关于 引力 场 中 的 空间 几何 问题 将 会 在 884 中 更 详细 地 考察 . 这 里 最 好 是 
先进 行 简单 的 讨论 , 直观 地 说 明 在 改变 到 非 惯 性 参考 系 时 , 空间 几何 将 不 可 
避免 地 变 为 非 欧 几 里 得 几何 . 考察 两 个 参考 系 , 其 中 之 一 (K) 是 惯性 参考 系 ， 
而 另 一 个 (K') 相对 于 K 围绕 着 共同 的 坐标 轴 z 匀速 旋转 . 参考 系 五 的 平面 
zy 上 的 一 个 圆 (其 圆心 为 坐标 系 的 原点 ) 也 可 以 看 做 参考 系 K' 的 平面 ZW 
上 的 一 个 圆 . 用 一 把 有 刻度 的 尺子 测量 这 个 圆 的 周 长 和 它 的 直径 , 我 们 将 得 
到 比值 为 x 的 两 个 数值 , 这 与 惯性 参考 系 中 的 欧 几 里 得 几何 相符 . 假设 现在 

@ 为 了 避免 误解 , 我 们 必须 立即 指出 ,选取 这 样 的 参考 系 并 不 意味 着 在 相应 的 无 穷 小 的 四 


维 体 积 元 中 消除 引力 场 ， 由 于 等 效 原 理 , 这 样 的 消除 才 总 有 可 能 实现 , 且 它 有 着 更 深刻 的 涵义 
( 见 887) . 
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的 测量 过 程 使 用 与 参考 系 K' 相对 静止 的 标尺 , 并 且 从 参考 系 K 中 观察 这 个 
过 程 , 我 们 将 会 看 到 , 沿 着 圆周 放置 的 标尺 会 产生 洛 伦 效 收 缩 , 而 沿 着 径 向 
放置 的 标尺 保持 不 变 . 因此 显而易见 , 在 这 样 的 测量 方式 下 获得 的 圆周 长 和 
直径 的 比值 会 大 于 r. 

在 一 般 情 况 下 任意 变化 的 引力 场 的 空间 度 规 不 但 是 非 欧 几 里 得 的 , 而 且 
还 随时 间 变 化 . 这 意味 着 , 不同 几 何 距 离 之 间 的 关系 随时 间 变 化 . 被 引入 到 场 
中 的 “试验 粒子 ”的 相对 位 置 在 任何 一 个 坐标 系 中 都 不 可 能 是 一 成 不 变 的 号 . 
这 样 ,如 果 粒 子 分 布 在 某 个 圆 上 和 这 个 圆 的 直径 上 , 由 于 圆 的 周 长 和 直径 的 
比值 不 等 于 x 并 且 随 时 间 变 化 , 显然 如 果 粒 子 沿 着 直径 的 距离 保持 不 变 ， 
那么 沿 着 圆周 的 距离 应 该 变化 , 反之 亦 然 . 这 样 一 来 , 在 广义 相对 论 中 , 一般 
说 来 , 物体 系统 不 可 能 是 相互 静止 的 . 

与 狭义 相对 论 中 的 参考 系 相 比 , 广义 相对 论 中 参考 系 这 个 概念 本 身 发 生 
了 根本 的 改变 . 在 狭义 相对 论 中 参考 系 可 以 理解 为 相互 静止 的 、 相 互 分 布 保 
持 不 变 的 物体 的 总 和 . 在 引入 变化 的 引力 场 的 情况 下 这 样 的 物体 系统 不 存在 ， 
为 了 精确 确定 粒子 在 空间 中 的 位 置 , 严格 来 讲 , 必须 具备 充满 整个 空间 的 无 
穷 多 数量 的 物体 的 总 和 ,类似 于 某 种 “介质 ". 这 样 的 物体 系统 和 与 每 个 物体 
联系 在 一 起 的 以 任意 方式 运行 的 时 钟 构成 广义 相对 论 中 的 参考 系 . 

由 于 参考 系 选取 的 任意 性 , 在 广义 相对 论 中 对 自然 规律 的 描述 在 形式 上 
应 该 适用 于 任意 的 四 维 坐 标 系 ( 即 , 所 谓 的 “ 协 变 ” 形式) .但 是 这 种 状况 并 
不 意味 着 所 有 的 这 些 参考 系 在 物理 上 是 等 价 的 (类比 于 狭义 相对 论 中 所 有 惯 
性 参考 系 的 物理 等 价 性 ) . 正 相 反 , 具体 的 物理 现象 , 包括 物体 运动 的 性 质 ， 
在 所 有 的 参考 系 中 是 不 同 的 . 


8$883 曲线 坐标 


因为 在 研究 引力 场 时 需要 考虑 在 任意 参考 系 中 的 现象 , 就 必须 发 展 任意 
曲线 坐标 中 的 四 维 几 何 . 在 883, 885, 886 我 们 将 专门 讨论 这 一 问题 . 

让 我 们 研究 从 一 个 坐标 系 zQ,zl,z2,z3, 到 另 一 个 坐标 系 z 人 ,2,2 ,2 
的 变换 : 


ri se 人 rz3), 


其 中 , 产 是 某 些 函数 . 在 变换 坐标 时 , 坐标 的 微分 按照 下 面 的 关系 式 变换 : 
dz = —-dz*. (83.1) 
@ 严格 地 说 , 粒子 数 应 当 大 于 4. 因为 从 任何 4 个 粒子 之 间 的 6 条 线段 我 们 可 以 构造 一 个 


4 面体 , 我 们 总 可 以 通过 适当 定义 参考 系 , 使 4 个 粒子 的 系统 构成 一 个 不 变 的 4 面体 . 何况 , 在 
3 个 或 2 个 粒子 的 系统 中 , 我 们 可 以 使 粒子 彼此 相对 固定 . 
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如 果 任 何 四 个 量 4 的 集合 , 在 坐标 变换 时 像 坐标 的 微分 一 样 地 变换 , 那 
么 ,这 四 个 量 的 集合 称 为 四 维 逆 变 矢量 : 








2 Ik 
A = EA". (83.2) 
设 yp 是 某 一 标量 . 在 坐标 变换 时 , 四 个 量 8p/6rz: 按照 公式 
Op Op pr 
Bri Ork Ori 人 


变换 , 这 个 公式 与 (83.2) 式 不 同 . 如 果 四 个 量 的 集合 4; 在 坐标 变换 时 像 一 个 

标量 的 导数 一 样 变 换 , 那么 , 这 四 个 量 的 集合 称 为 四 维 协 变 矢 量 : 

Or 

~ Ori 
可 以 采用 类 似 的 方式 确定 不 同 阶 数 的 四 维 张 量 . 于 是 , 像 两 个 道 变 矢量 

的 乘积 一 样 变 换 , 也 就 是 按照 法 则 


Ai A,. (83.4) 


i Op 
A k 一 ya (83.5) 


变换 的 16 个 量 的 集合 称 为 二 阶 四 维 逆 变 张 量 4A*. 同 理 , 我 们 定义 按 下 式 变 
换 的 16 个 量 的 集合 为 二 阶 协 变 张 量 : 


Or Br"™ y 
Aik = Br ik /lm (83.6) 
而 四 维 混合 张 量 hi 按照 下 式 定义 : 
E tm 
Ms (83.7) 


~ Or Orr ee 


以 上 给 出 的 定义 是 伽利略 坐标 中 的 四 维 矢量 和 四 维 张 量 定义 的 自然 扩充 
(86), 按照 这 些 定义 , 微分 dz 也 是 逆 变 的 四 维 矢 量 , 而 导数 0p/86r 是 协 变 
的 四 维 矢量 @. 

在 曲线 坐标 中 通过 将 其 他 四 维 张 量 进行 互 乘 或 缩 并 的 方式 构造 四 维 张 量 
的 法 则 与 在 伽利略 坐标 中 相同 . 容易 证 实 , 按照 变换 法 则 (83.2) 和 (83.4), 两 
个 四 维 矢量 的 标 积 4A1B; 确实 是 不 变 的 : 

i Oe OV. Os eg 
A B= FB IB’ = BA Bmn=AB. 


@ 不 过 , 在 伽利略 坐标 系 中 ,坐标 z' 本 身 (而 不 仅仅 是 其 微分 ) 也 构成 一 个 四 维 矢量 , 在 
曲线 坐标 中 , 情况 当然 就 不 是 如 此 了 . 
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在 过 渡 到 曲线 坐标 时 单位 四 维 张 量 有 的 定义 仍旧 不 变 : 它 的 分 量 当 i 关上 
时 如 =0, 而 当 i=k 时 , 则 等 于 1. 假如 A* 是 一 个 四 维 矢量 , 那么 ,用 大 乘 
之 ,就 得 到 
ArGi = A', 


它 仍然 是 一 个 四 维 矢量 ; 这 也 证 明了 上 是 一 个 张 量 . 
线 元 的 平方 ds? 是 微分 dzi 的 二 次 型 , 也 就 是 


ds? = gikdztdzk， (83.8) 
其 中 , gik 是 坐标 的 函数 , gix 对 于 指标 i 和 天 是 对 称 的 , 就 是 说 : 
i (83.9) 


既然 gik 与 逆 变 张 量 dzridz* 的 积 ( 缩 并 ) 是 一 个 标量 , 那么 , gik 就 是 一 
个 协 变 张 量 . 张 量 gix 称 为 度 规 张 量 . 
车 两 个 张 量 hi 和 Bi 满足 


AiwB* = t, 
则 称 为 互 逆 的 ( 互 为 倒数 ). 特别 指出 , 张 量 gj 的 逆 张 量 g* 称 为 逆 变 度 规 
张 量 ， 即 

BiKE 一 6. (83.10) 


同一 个 物理 量 既 可 以 用 一 组 逆 变 分 量 来 表示 , 也 可 以 用 一 组 协 变 分 量 来 
表示 . 显然 , 唯一 能 决定 逆 变 分 量 和 协 变 分 量 之 间 关 系 的 一 组 数值 是 度 规 张 
量 的 分 量 . 这 样 的 联系 由 下 列 公式 给 出 : 


A’ 一 BA, A; 一 gik A*. (83.11) 


在 伽利略 坐标 系 中 度 规 张 量具 有 如 下 分 量 : 


EE 0 洒 首 
We 和 -4 

gp 一 Cik(0) = a (83.12) 
0 0 0 .4 


公式 (83.11) 给 出 已 知 的 关系 A? = 4o, 4123 = 一 4123.9 


@ 在 我 们 用 伽利略 坐标 系 作 类 比 时 , 应 当 认 识 到 只 有 在 平 直 的 四 维 空 间 中 才能 选择 这 样 的 
坐标 系 . 对 于 四 维 弯 曲 空 间 必须 给 定 一 个 无 限 小 四 维 体积 元 , 在 其 内 才能 言及 、 且 总 能 找到 伽 利 
略 坐 标 系 . 所 有 结论 均 不 受 这 一 改变 的 影响 . 
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上 述 内 容 也 适用 于 张 量 . 同一 物理 张 量 的 不 同形 式 之 间 的 转换 可 以 按照 
下 面 的 公式 , 借助 于 度 规 张 量 来 实现 : 


A: 一 Bi 4， A 2 OA 


86 (在 伽利略 坐标 系 中 ) 定义 了 完全 反对 称 的 单位 虱 张 量 e*i™. 我们 将 
其 转换 到 任意 的 曲线 坐标 系 中 , 并 表示 为 Ew™. 同时 仍旧 按照 以 前 定义 的 符 
号 em 取 值 e913 二 1 (或 者 e0123 = 一 1). 

令 x" 为 伽利略 坐标 , 而 x? 为 任意 的 曲线 坐标 . 按照 通用 的 张 量变 换 规 


则 , 我 们 有 | 
Or' Or Or! Or™ 


Eim 
Or'P Or OT’'s Or’t 


prst 
》 














或 者 
Eittm a nk 
其 中 J 为 由 导数 97i/8z”? 组 成 的 行列 式 , 它 正 是 从 伽利略 坐标 向 曲线 坐标 变 
换 的 雅 可 比 行 列 式 : 
O(2°, 7x1, 72, 13) 
D(z0 wl a vm) 
这 个 雅 可 比 行 列 式 可 以 用 由 度 规 张 量 gj (在 参考 系 x* 中 ) 的 行列 式 来 表示 . 
为 此 我 们 写 出 度 规 张 量变 换 的 公式 : 


= 


, Oa de 
5 = Brn dome 
并 且 令 这 个 等 式 两 边 的 值 所 构成 的 行列 式 也 相等 . 逆 张 量 的 行列 式 |g*| = 1/g. 
行列 式 |g™0| = 一 1. 因此 有 1/g = 一 了, 由 此 J = 1/v-g. 
这 样 一 来 , 曲线 坐标 系 中 四 阶 反 对 称 的 单位 张 量 必须 定义 为 


Eittm 和 em. (83.13) 


可 以 利用 下 面 的 公式 将 该 张 量 的 指标 下 移 : 
ep gipgkrBlsgmt = —geikim, 
这 样 它 的 协 变 分 量 是 
Eiitm = Vgeikim. (83.14) 
在 伽利略 坐标 系 z* 中 , 一 个 标量 对 于 df2?' = drdz dz?dz 的 积分 也 


是 标量 . 就 是 说 单元 d92' 在 积分 中 具有 标量 的 性 质 (86) . 在 向 曲线 坐标 x? 变 
换 时 积分 单元 df2' 变 为 


d2 一 jd 一 V 一 5d12. 
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因此 , 在 曲线 坐标 中 , 在 四 维 空间 的 某 一 区 域内 积分 时 , V=gd9 具有 不 变量 
的 特征 @. 

在 86 末 关 于 在 超 曲 面 上 的 积分 元 、 曲 面 上 的 积分 元 、 曲 线 上 的 积分 元 
等 的 论述 对 于 曲线 坐标 也 保持 有 效 ， 只 有 一 点 例外 , 即 对 偶 张 量 的 定义 有 些 
改变 . 由 三 个 无 限 小 线段 所 构成 的 超 曲 面 的 “面积 ”元 是 一 个 逆 变 反对 称 张 量 
dS™*t; 与 其 对 偶 的 矢量 可 用 张 量 Vgeirwm 乘 之 得 到 , 即 等 于 


1 
V 一 8d2i 一 一 GeiktmdS V 一 有. (83.15) 


同 理 , 假如 dj 外 是 由 两 个 无 穷 小 的 线段 张 成 的 (两 维 ) 面 元 , 那么 , 与 
其 对 偶 的 张 量 定 义 为 @: 


re 上 大 一 m 
-Bdfik = 3 —geikimdf" : (83.16) 


我 们 像 以 前 一 样 在 此 用 dS5; 和 dj 分 别 代 表 aeikbmdSktm 和 5eikmdim 
(不 是 它们 与 V=g 的 乘积 ); 各 种 积分 彼此 变换 的 法 则 (6.14) 一 (6.19) 也 保 
持 不 变 , 因为 它们 只 是 一 些 形式 符号 的 推导 , 而 与 相应 的 量 的 张 量 性 质 无 关 . 
其 中 , 有 一 个 变换 法 则 是 特别 重要 的 , 这 就 是 将 在 一 个 超 曲 面 上 的 积分 变换 
为 在 一 个 四 维 体积 上 的 积分 的 变换 法 则 (高 斯 定理 ) , 这 个 变换 可 以 用 下 面 的 
替换 来 实现 : 


0 
dSi — ds (83.17) 
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我 们 已 经 说 过 , 在 广义 相对 论 中 , 对 于 坐标 系 的 选择 并 未 加 任何 限制 ; 
三 个 空间 坐标 zlz2,z3, 可 以 是 决定 物体 在 空间 中 的 位 置 的 任何 量 而 时 间 
坐标 xz? 则 可 以 用 一 个 任意 行走 的 钟 来 确定 . 因此 就 有 这 样 一 个 问题 发 生 , 即 
如 何 用 z0,zl,z2,z3 这 些 量 的 值 来 表示 实在 的 距离 和 时 间 间 隔 . 

首先 , 我 们 找 出 固有 时 (以 后 我 们 用 了 来 表示 它 ) 与 坐标 x? 的 关系 . 为 
此 , 我 们 来 考虑 在 空间 的 同一 点 发 生 的 两 个 无 限 近 的 事件 . 如 我 们 所 知道 的 ， 

@ 如 果 w 是 一 个 标量 , 则 量 VEp 对 dQ 积分 构成 一 不 变量 , 称 为 标量 密度 . 类 似 地 , 我 们 
称 V=gA’ 为 矢量 密度 , VgA* 为 张 量 密度 , 等 等 . 这 些 量 在 乘 以 四 维 体积 元 dR 后 成 为 矢量 或 
张 量 (一般 说 来 , 沿 有 限 体积 的 积分 /Van 不 可 能 是 矢量 , 因为 矢量 4 的 变换 法 则 在 不 
同 的 点 是 不 同 的 ) . 

@ 意思 是 , 不论 坐 标 zx! 的 几何 意义 怎样 ,由 无 穷 小 位 移 dzi dz"i,dzr”i 构造 面 元 dS*!” 和 
df* 的 方式 与 86 中 是 相同 的 . 那么 , dst 和 df% 的 形式 意义 就 同 以 前 一 样 了 . 特别 是 , 同 以 前 
一 样 , dSo = dzldz2dza = dV. 我 们 保持 dV 为 3 个 空间 坐标 微分 乘积 的 较 早 定义 ; 然而 必须 记 
住 ,在 曲线 坐标 中 , 几何 上 的 空间 体积 元 不 是 由 dV 而 是 由 V3dV 给 出 , 这 里 7 是 空间 度 规 张 最 
的 行列 式 (将 在 下 节 给 出 ) . 
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两 个 事件 的 间隔 ds 恰恰 是 cdr, 此 处 的 dr 是 两 个 事件 之 间 的 时 间 (固有 时 ) 
间隔 . 因此 , 在 普遍 式 子 ds? = girdz'dz* 内 , 设 dr! = dz? = dzs =0 我 们 便 
求 得 
ds* = cd7? = goo(dz°)’, 
从 而 
d7 = VBG0dz， (84.1) 


或 者 , 在 空间 的 同一 点 发 生 的 任意 两 个 事件 之 间 的 时 间 
/ vd (84.2) 


这 个 关系 式 决定 相应 于 坐标 z? 的 变化 的 实际 时 间 间 隔 (或 称 对 于 空间 
一 给 定点 的 固有 时 ) . 我 们 注意 到 , 从 这 些 公式 可 以 看 出 , 量 goo 是 正 的 , 即 


goo > 0. (84.3) 


必须 强调 指出 下 面 两 个 条 件 的 意义 的 差别 , 第 一 个 条 件 是 (84.3), 第 二 
个 条 件 是 关于 由 张 量 gik 三 个 主 值 的 正 负 号 决定 的 号 差 (882) . 不 满足 第 二 
个 条 件 的 张 量 gi 一 般 不 能 与 任何 真实 的 引力 场 对 应 , 也 就 是 说 它 不 能 是 一 
个 真实 的 时 空 的 度 规 . 不 满足 条 件 (84.3) 只 表明 相应 的 参考 系 不 能 用 真实 的 
物体 来 实现 , 假如 这 时 加 在 主 值 上 的 条 件 得 到 满足 , 那么 一 个 适当 的 坐标 变 
换 就 可 以 使 goo 变 为 正 (旋转 坐标 系 就 是 这 种 参考 系 的 一 个 例子 , 见 889) . 

现在 我 们 来 求 空间 距离 元 dl. 在 狭义 相对 论 中 ,我 们 可 定义 di 为 同时 发 
生 、 相 距 无 限 近 的 两 个 事件 之 间 的 间隔 .在 广义 相对 论 中 , 这 在 通常 的 情况 下 
是 不 可 能 的 , 也 就 是 说 , 简单 地 使 在 ds 中 的 dz" = 0 来 决定 di 是 不 可 能 的 . 
这 是 因为 在 引力 场 中 , 对 于 空间 的 不 同 点 , 固有 时 与 坐标 xz? 有 不 同 的 关系 . 

为 了 求 dl, 现在 我 们 的 做 法 如 下 . 

假设 一 个 光 信 号 从 空间 的 一 给 定点 B (具有 坐标 zz 十 dz) 跑 疝 相距 无 
限 近 的 另 一 点 4 (具有 坐标 z*), 然后 又 沿 原 路 回去 . 显然 (从 空间 点 BB 观 
察 ) 为 此 所 必需 的 时 间 乘 以 c 是 两 点 间 的 距离 的 两 倍 . 

我 们 写 出 间隔 , 并 将 时 间 坐 标 和 空间 坐标 分 开 : 


ds? 一 gagdzcdzp 十 2goadz0dze 十 goo(dz0)”， (84.4) 


不 言 而 喻 , 此 处 任何 重复 两 次 的 希腊 字母 指标 , 我 们 都 从 1 到 3 求 和 . 对 应 信 
号 从 一 点 出 发 和 该 信号 到 达 另 一 点 的 两 个 事件 的 间隔 为 零 . 相对 于 dz? 求解 
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方程 ds? = 0, 我 们 求 得 两 个 根 : 


1 / 
dzxo(1) 一 一 人 ( = goadz" ee (goagoB > gapgoo)dzedzp ) ’ 
B00 
1 
dz0(2) = 一 ( 一 &oadz” 十 V (goago08 一 gapgoo)dzedzp ) ) 
B00 


它们 分 别 对 应 4 和 B 之 间 两 个 方向 上 的 信号 传播 . 如 果 xz? 为 信号 到 达 4 的 
时 刻 , 那么 它 从 吾 点 出 发 和 回 到 已 点 的 时 刻 分 别 为 zo +dz0o0) 和 za 十 dz0(2). 
在 示意 图 18 中 实 线 为 给 定 的 坐标 za 和 z+ 十 dz” 所 对 应 的 世界 线 , 而 虚线 是 
信号 的 世界 线 . 因此 , 信号 从 某 一 点 出 发 而 又 回 到 该 点 的 总 “时 间 ” 间隔 等 


于 
党 


(84.5) 


,ro 十 dz0(2) 


Am 


x0 十 dz0(1) 


按照 (84.1) , 将 上 式 乘 以 Vgoo/c, 就 得 到 相应 的 固有 时 的 间隔 , 再 乘 以 
c/2, 就 得 到 两 点 间 的 距离 dl. 我 们 得 到 的 结果 是 


dl? = (go Sat | dzcdz/ 
B800 


这 就 是 所 要 求 的 用 空间 坐标 元 来 确定 距离 的 式 子 . 我 们 把 它 改 写 如 下 : 


dl? = Yasdr°dz?, (84.6) 
其 中 ， 
jin = gt oe (84.7) 
B00 


@ 在 图 18 上 假设 了 dz? > 0,dz”"Y < 0, 然而 这 不 是 必须 的 : dz” 和 dz?%2) 可 以 具有 同 
一 个 符号 . 事实 在 于 , 在 这 种 条 件 下 , 在 信号 到 达 4 时 刻 z”(4) 的 值 可 以 小 于 信和 号 从 B 出 发 时 
刻 z9(B) 的 值 , 这 不 会 造成 任何 的 自 相 矛盾 , 因为 在 不 同 空间 点 内 的 时 钟 的 进程 并 没有 以 某 种 
方式 设 定 为 同步 的 . 
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是 三 维度 规 张 量 ， 它 决定 空间 的 度 规 ， 亦 即 决定 空间 的 几何 性 质 ， 关 系 式 
(84.7) 联系 现实 的 空间 的 度 规 和 四 维 时 空 的 度 规 @. 

然而 , 我 们 必须 记 着 ，gik 一 般 与 z? 有 关 , 因而 , 空间 度 规 (84.7) 也 随 
着 时 间 变 化 . 根据 这 个 理由 , 将 dl 积分 就 没有 意义 ; 这 个 积分 与 空间 中 给 定 
的 两 点 间 的 世界 线 ( 沿 着 它 积分 ) 有 关 . 因此 , 一 般 来 说 , 在 广义 相对 论 中 ， 
物体 间 的 一 定 距离 的 概念 失掉 了 意义 ， 仅 仅 对 于 无 限 小 的 距离 还 保持 有 效 
只 有 在 gik 与 时 间 无 关 的 参考 系 中 , 才能 在 空间 的 一 个 有 限 区 域内 确定 距离 ， 
这 时 沿 着 一 条 空间 曲线 的 积分 fa 才 有 一 定 的 意义 . 

有 必要 指出 , 张 量 -ys 是 三 维 逆 变 张 量 go8 的 逆 张 量 . 实际 上 , 将 等 式 
g'tgkl 二 01 以 分 量 的 形式 展开 , 我 们 有 : 


gS gBY + ggoy = 0 
ggp0 十 ge0goo = 0， (84.8) 
gr gp0 十 ggoo = 1. 


从 第 二 个 等 式 确定 g*? 然后 代入 第 一 个 等 式 , 得 到 : 
—g*P yp = 0”, 


这 就 是 需要 证 明 的 结果 . 这 个 结果 还 可 以 用 其 他 形式 表述 为 , 量 -g%8 构成 对 
应 度 规 (84.7) 的 三 维 逆 变 度 规 张 量 : 


JR 三 一 go (84.9) 


我 们 同样 指出 , 由 量 gi 和 ?ap 分 别 构 成 的 行列 式 g 和 17 相互 之 间 可 由 
简单 的 关系 式 联 系 起 来 : 
一 5 三 g007-. (84.10) 
，@ 二 次 型 (84.6) 应 该 必须 是 正 的 . 为 此 它 的 系数 应 该 像 已 知 的 那样 , 满足 条 件 


~ 11 二 全 了 的 训 
11 12 
er 0， 


> 0， > 0 








Tt Yo 人 35 
Ty “2 








"31 JT32 “733 
用 gik 表示 jin， 容易 求 得 , 这 些 条 件 具 有 如 下 形式 

go00 Bol Bo2 
glo0 Eil B12 
B20 B21 B822 


在 整个 参考 系 内 , 度 规 张 量 的 分 量 应 该 满足 这 些 条 件 以 及 条 件 (84.3), 这 个 参考 系 可 以 用 实在 
的 物体 来 实现 . 


go0 gol 
gi1i0 gi1l 








< 0, > 
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在 接 下 来 的 一 系列 应 用 中 , 引入 三 维 矢量 g 会 带 来 一 定 的 方便 . 矢量 g 
的 协 变 分 量 由 下 式 确定 : 


ne 84.11 
8 > ( ) 


将 gg 看 做 带 有 度 规 (84.7) 的 空间 中 的 矢量 , 我 们 必须 将 它 的 逆 变 分 量 定义 为 
gc 二 YHgp. 基于 (84.9) 和 (84.8) 的 第 二 个 等 式 容易 看 出 ， 


pg” = gp = —g. (84.12) 
从 (84.8) 的 第 三 个 等 式 同样 可 以 得 到 公式 


go0 = — gag". (84.13) 
B00 
现在 我 们 再 来 讨论 广义 相对 论 中 “同时 ”概念 的 定义 , 换 句 话说 , 我 们 
讨论 处 于 空间 不 同 点 的 钟 能 否 同步 的 问题 , 也 就 是 这 些 钟 的 对 时 间 题 . 
显然 , 这 样 的 同步 应 该 通过 两 点 之 间 光 信号 的 交换 来 实现 . 我 们 再 来 考 
察 两 个 无 限 接近 的 点 4 和 已 之 间 光 信号 的 传播 过 程 ,如 图 18 中 所 示 . 位 于 
B 点 的 时 钟 记 录 了 信号 由 BB 点 出 发 时 刻 的 读数 和 信号 返回 B 点 时 刻 的 读数 ， 
我 们 必须 认为 这 两 个 读数 的 中 间 值 与 信号 到 达 4 点 的 时 刻 z? 是 同时 的 ,该 
时 刻 为 
7 + Az = 2 + (dz0() 十 dz )， 


将 (84.5) 代入 上 式 , 找到 发 生 在 两 个 无 限 接近 的 点 的 两 个 同时 事件 的 “时 
间 ”"z9 值 的 差 , 具有 下 列 形式 ， 
goadz? ao 


A = — gd 
B00 Bn 


这 个 关系 使 我 们 能 够 在 空间 的 任何 无 限 小 的 体积 内 来 校准 钟 从 4 点 继续 作 
类 似 的 校准 , 我 们 可 以 治 任何 〈 非 财 合 的 ) 曲线 校准 不 同 的 钟 , 也 就 是 说 我 
们 能 够 确定 事件 的 同时 性 人 @. 

然而 , 一 般 来 说 , 沿 着 某 条 闭合 路 径 来 校准 时 间 是 无 法 做 到 的 . 事实 上 ， 
沿 着 闭合 路 径 行进 , 又 回 到 原来 出 发 的 那 一 点 , 我 们 会 得 到 一 个 不 等 于 零 的 
Az? 值 . 要 在 整个 空间 中 统一 地 同步 时 间 尤 其 是 不 可 能 的 , 只 有 在 goa 各 量 
都 为 零 的 参考 系 中 才 是 例外 @. 
””@ 给 等 式 (84.14) 乘 以 goo 并 且 将 两 个 项 移 到 等 式 的 一 边 , 可 以 将 同步 条 件 表示 为 dzo = 
goidz! = 0: 两 个 无 限 接近 的 同时 发 生 的 事件 之 间 的 “ 协 变 微分 "dze 应 该 等 于 零 


@ 这 里 还 应 该 补充 一 种 情况 , 就 是 当 goz 可 以 通过 时 间 坐 标的 简单 变换 化 为 零 , 并 且 这 种 
变换 不 能 触及 用 于 确定 空间 坐标 的 物体 系统 的 选取 


(84.14) 
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应 该 强调 , 不 可 能 对 所 有 的 时 钟 同步 是 任意 参考 系 的 特征 , 而 不 是 时 空 
本 身 的 特征 . 在 任意 一 个 引力 场 中 总 是 可 以 选择 (甚至 无 穷 多 的 方法 ) 这 样 
的 参考 系 , 使 得 goa 的 三 个 值 恒 等 于 0, 进而 使 得 时 钟 的 完全 同步 成 为 可 能 
( 见 897) . 

在 狭义 相对 论 中 , 两 个 相对 运动 的 时 钟 的 固有 时 流动 已 经 不 同 . 在 广义 
相对 论 中 , 同一 参考 系 里 的 不 同 空 间 点 的 固有 时 以 不 同 的 方式 流动 . 这 意味 
着 , 发 生 在 某 一 空间 点 的 两 个 事件 之 间 的 固有 时 间隔 , 与 发 生 在 男 一 空间 点 ， 
并 与 前 两 个 事件 同时 发 生 的 男 两 个 事件 之 间 的 时 间 间 隔 , 一 般 说 来 也 是 不 同 
的 . 
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在 伽利略 坐标 系 中 中 , 矢量 4; 的 微分 d4; 仍然 是 矢量 , 而 矢量 的 分 量 
对 坐标 的 导数 94;/6xzkx 构成 一 个 张 量 . 在 曲线 坐标 中 就 不 是 这 样 ; d4; 不 是 
矢量 , 94;/6xzkx 不 是 张 量 . 这 是 由 于 d4; 是 处 在 空间 不 同 点 (相距 无 限 近 ) 上 
的 矢量 之 差 而 在 这 些 空间 不 同 点 上 , 矢量 的 变换 是 不 同 的 , 因为 变换 公 
wi (83.4) 中 的 系数 是 坐标 的 函数 . 
些 都 不 难 直 接 证 明 . 为 此 , 我 们 求 微 分 d4; 在 曲线 坐标 中 的 变换 公式 . 
本 er 





Or* 
Be 
变换 的 ,因而 
Or* Or’* Or* 、 Ox /大 有 
Se BR TA Bp Be et Ba 


因此 , dh; 根本 不 像 矢 量 一 样 变换 ( 北 变 矢量 的 微分 当然 也 是 这 样 ). 仅 
仅 当 二 阶 导 数 82z418riox = 0 时 , 即 当 z* 是 zz* 的 线性 函数 时 , 变换 公式 
有 以 下 的 形式 : 


就 是 说 , d4; 像 天 量 一 样 变换 . 

现在 我 们 研究 张 量 的 定义 , 其 在 曲线 坐标 内 所 起 的 作用 , 正如 94i/8r' 
在 伽利略 坐标 中 所 起 的 作用 一 样 , 换 句 话说 , 我 们 应 当 将 84i;/8z* 从 伽利略 
坐标 改换 到 曲线 坐标 中 去 . 

在 曲线 坐标 中 , 为 了 得 到 矢量 的 微分 , 而 这 个 微分 要 有 矢量 的 特性 , 那 
么 ,两 个 相 减 的 矢量 就 必须 在 空间 的 同一 点 . 换 句 话说 , 我 们 必须 用 某 一 个 
方法 将 彼此 相距 无 限 近 的 两 个 矢量 中 的 一 个 “ 移 ” 到 第 二 个 矢量 所 在 之 点 ， 

@ 更 一 般 地 , 只 要 gikx 各 量 是 常数 . 
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在 此 之 后 , 我 们 求 两 个 矢量 的 差 , 现在 这 两 个 失 量 是 处 在 空间 的 同一 点 . 这 
个 移动 运算 的 本 身 必须 如 此 定义 ,使 这 个 差 在 伽利略 坐标 中 与 普通 微分 d4; 
相合 . 既然 d4; 不 过 是 两 个 相距 无 限 近 的 矢量 的 分 量 之 差 , 这 就 意味 着 ， 当 
我 们 用 伽利略 坐标 时 ,矢量 的 分 量 经 过 移动 的 操作 应 当 不 发 生 改 变 . 而 这 样 
的 移动 正 是 矢量 与 它 自 己 平行 的 移动 . 当 矢 量 作 平 行 移动 时 , 它 在 伽利略 坐 
标 中 的 分 量 不 变 ; 假如 应 用 曲线 坐标 , 那么 , 一 般 来 说 , 在 这 样 移动 时 , 矢量 
的 分 量 要 改变 . 因此 , 在 曲线 坐标 中 , 在 将 一 个 矢量 平行 移动 到 男 一 点 以 后 ， 
两 个 矢量 的 分 量 之 差 与 移动 前 两 者 之 差 ( 即 微分 dhi;) 不 相等 . 

所 以 , 为 了 比较 两 个 相距 无 限 近 的 矢量 , 我 们 应 当 将 其 中 之 一 平行 移动 
到 第 二 个 矢量 所 在 的 点 . 让 我 们 考虑 一 个 任意 的 道 变 失 量 ; 假如 它 在 六 点 的 
值 是 hi, 那么 ,在 邻近 之 点 xz! 十 dx’, 它 的 值 就 是 4' 十 dA'. 我 们 将 矢量 4? 作 
无 限 小 的 平行 移动 , 移 到 x' 十 dx" 点 ,这 时 矢量 的 变化 用 54' 来 表示 . 现在 位 
于 同一 点 的 两 个 矢量 之 差 用 D4: 来 表示 , 则 DA’ 等 于 


DA’ =dA’: — 8A'. (85.1) 


一 个 矢量 在 作 无 限 小 的 平行 移动 时 , 其 分 量 的 变化 54: 与 分 量 本 身 的 值 
有 关 , 且 这 个 关系 显然 应 当 是 线性 的 . 这 点 可 以 直接 从 下 述 事实 来 推断 , 即 两 
个 矢量 之 和 必须 按照 每 个 矢量 的 变换 规则 来 变换 . 因此 , 54 有 下 面 的 形式 : 


A’' = —Ti,A*dz!, (85.2) 


其 中 ,Ti 是 坐标 的 函数 ,其 形式 当然 与 坐标 系 有 关 , 在 伽利略 坐标 系 中 , [i=0. 

由 此 已 可 看 出 ,Ti 各 量 并 不 构成 一 个 张 量 , 因为 假如 在 一 个 坐标 系 中 
一 个 张 量 为 零 , 那么 , 在 任何 其 他 坐标 系 中 它 都 为 零 . 在 曲线 坐标 中 当然 不 
可 能 使 所 有 ri 在 全 空间 中 都 为 零 

但 是 等 效 原理 要 求 通过 适当 的 坐标 系 选取 能 够 在 给 定 的 无 限 小 空间 区 域 
消除 引力 场 , 也 就 是 说 使 ri 各 量 为 零 . 在 下 面 $87 节 我 们 会 看 到 Ti 扮演 了 
场 强 的 角色 .@ 

ri 各 量 称 为 联络 系数 或 者 克 里 斯 托 夫 符号 . 

以 后 我 们 还 要 使 用 Ti 各 量 @, 其 定义 如 下 : 


Tikt = gimTR (85.3) 


@ 当 我 们 谈 及 伽利略 坐标 系 时 , 所 指 的 其 实 是 这 样 的 坐标 系 , 为 了 简便 起 见 才 简单 地 称 之 
为 “伽利略 坐标 系 "”. 进一步 而 言 , 所 有 的 证 明 不 仅 对 平 直 空 间 成 立 , 对 弯曲 的 四 维 空间 同样 成 


@ 有 时 候 用 符号 中 和 四 相应 地 来 代替 Pi 和 fii. 
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反 过 来 ， 
JR = gn. (85.4) 
不 难 建立 协 变 矢 量 的 分 量 在 平行 移动 下 的 变化 与 克 里 斯 托 夫 符号 间 的 关 
系 . 为 此 , 我 们 指出 , 一 个 标量 在 平行 移动 时 是 不 变 的 . 就 特例 而 言 , 两 个 矢 


量 的 标 积 在 平行 移动 时 是 不 变 的 . 
设 4; 和 B* 是 任意 的 协 变 和 逆 变 矢量 , 则 从 5(4;B:) = 0, 我 们 有 


B'5A; = 一 4;5B = Ii,B* A;dz!, 
交换 指标 可 得 
B'8A; = TS A.B'dz!. 
鉴于 B' 的 任意 性 , 由 此 可 得 


5A; = TS Akdzx!, (85.5) 


此 式 决定 协 变 矢量 在 平行 移动 后 的 改变 . 


将 (85.2) 和 dAi 二 de 代 和 人 (85.1) 式 可 得 到 


oA ; 
DA = (全 4 raat ) dzt. (85.6) 
同 理 , 对 于 一 个 协 变 矢量 , 可 求 得 


OA; 
or! 





DA; = ( — riA) dz!. (85.7) 
(85.6) 和 (85.7) 两 式 的 括号 内 的 表达 式 是 张 量 , 因为 乘 以 矢量 dz! 后 ， 

其 结果 是 矢量 . 显然 , 这 些 张 量 就 是 导数 概念 在 曲线 坐标 中 的 推广 . 这 些 张 量 

分 别称 为 矢量 4 和 4; 的 协 变 导数 . 我 们 用 Ai. 和 Aix 来 代表 它们 . 于 是 ， 


DA = A'i.dzx!, DA; = Aiidzx!, (85.8) 
而 协 变 导 数 本 身 是 
i 4 Fr 
六 二 Dr 十 Td (85.9) 
A; 大 
a 一 DEF 到 TiAk. (85.10) 


在 伽利略 坐标 系 中 , Th = 0, 协 变 微分 化 为 普通 微分 . 
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计算 一 个 张 量 的 协 变 导 数 并 不 困难 . 为 此 , 我 们 必须 决定 这 个 张 量 在 无 
限 小 的 平行 移动 下 的 变化 . 例如 , 我 们 来 考虑 任意 一 个 逆 变 张 量 , 这 个 张 量 
是 两 个 逆 变 矢量 之 积 AiB*. 在 平行 移动 下 , 我 们 有 


8(AiB*) = AidB* + B68A' = —AiTk Bldr™ — B*Ti, A'dz™. 
由 于 这 个 变换 是 线性 的 , 对 于 任意 的 张 量 A*, 我 们 也 应 当 有 : 
GAS = 一 (mi 十 Me da (85.11) 


将 此 式 代 入 
DA* =dA* — 8A = A .dz!, 

我 们 求 得 张 量 A* 的 协 变 导 数 如 下 : 

OA 





AV, = 二 Fa fe ed (85.12) 
用 完全 相似 的 方法 , 我 们 得 到 混合 张 量 和 协 变 张 量 的 协 变 导数 如 下 : 
A; 
i 3 _ Tm Amk — Tm Asm. (85.14) 


用 类 似 的 方法 , 可 以 决定 一 个 任意 阶 张 量 的 协 变 导 数 . 这 时 , 我 们 得 到 如 下 的 
法 则 ; 为 了 得 到 张 量 4… 对 z! 的 协 变 导 数 , 我 们 在 写 下 普通 导数 94…/6z! 之 
后 , 对 每 个 协 变 指 标 i(A;) 加 上 一 4; 一 项 , 而 对 于 每 一 道 变 指标 i(A:i:) 
则 加 上 十 TiA* 一 项 . 

很 容易 证 明 , 乘积 的 协 变 导 数 的 求法 与 乘积 的 普通 导数 的 求法 是 一 样 的 . 
为 此 , 我 们 必须 将 标量 y 的 协 变 导数 看 做 为 普通 导数 , 也 就 是 看 做 为 协 变 矢 
量 ok = Bw/9z*, 这 和 以 下 事实 相符 : 对 于 一 个 标量 , 82 =0, 因此 Dy = dy. 
例如 , 乘积 A;Bi 的 协 变 导数 是 


(AiBk): = Ai Br + AiBri:. 


假如 在 协 变 导 数 中 将 表示 微分 的 指标 上 移 , 我 们 就 得 到 所 谓 逆 变 导数 . 
因此 ， 
Mv=e A AL=g A 


现在 我 们 来 写 出 克 里 斯 托 夫 符 号 从 一 个 坐标 系 变换 到 男 一 个 坐标 系 的 变 
换 公 式 . 
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比较 定义 协 变 导 数 的 方程 两 边 的 变换 规律 , 并 且 要 求 这 些 规律 对 于 两 边 
都 是 一 样 的 , 就 可 以 得 到 这 些 公式 . 因此 , 经 简单 的 计算 后 可 得 到 
Pi pm ar Or Or"™ Or 中 en 
KM np drm ark ar OrtOr! Orm™m 
从 这 个 公式 很 明显 地 可 以 看 出 , Th 仅 在 线性 坐标 变换 下 和 张 量 一 样 变换 (这 
时 (85.15) 式 中 的 第 二 项 为 零 ). 
但 我 们 发 现 ,， 上 式 第 二 项 按照 指标 上 ,1 是 对 称 的 , 因此 在 对 差 值 Si, = 
TT 一 Th. 进行 坐标 变换 时 就 消 掉 了 . 因而 该 差 值 按照 张 量 法 则 变换 : 





(85.15) 


m rp 
Si = Snp Bam A RF Rr 
也 就 是 说 它 是 张 量 , 称 做 空间 的 挠 率 张 量 . 
现在 我 们 来 证 明 , 在 基于 等 效 原理 的 理论 中 , 挠 率 张 量 应 该 为 零 . 实际 
上 , 正如 已 经 说 过 的 , 按照 等 效 原理 应 该 存在 “伽利略 ”坐标 系 , 在 其 中 给 定 
的 点 Ti 的 值 为 零 ,相应 的 Si 也 一 样 . 由 于 SU 是 张 量 , 那么 , 在 一 个 坐标 
系 中 为 零 , 它 将 在 所 有 的 坐标 系 中 都 为 零 . 这 意味 着 克 里 斯 托 夫 符 号 按照 下 
指标 应 该 是 对 称 的 : 
T=. (85.16) 
显然 
Ti kl = Tilk: (85.17) 


在 通常 情况 下 总 共有 40 个 不 同 的 Ti 值 一 一 对 应 每 一 个 指标 i, 指标 上 和: 
的 取 值 有 10 对 不 同 的 组 合 (指标 1 和 上 大 互 换 位 置 的 一 对 克 里 斯 托 夫 符 号 视 做 
等 同 ) 而 i 可 以 有 4 种 取 值 . 

在 (85.16) 的 条 件 下 公式 (85.15) 使 得 我 们 可 以 证 明 上 文 所 作 的 关于 坐 
标 系 选择 的 结论 , 就 是 说 针对 任何 一 个 预先 指定 的 点 , 总 是 能 选择 一 个 坐标 
系 , 使 得 所 有 到 的 值 在 该 点 为 零 (这 样 的 坐标 系 称 为 局 部 惯性 系 或 局 部 测 
地 系 , 见 8879 ) . 

实际 上 , 假设 选取 坐标 原点 为 指定 的 点 , 并 且 在 该 点 Ti 具有 (在 坐标 
系 xi 中 ) 初 值 (Ti)o. 在 该 点 的 邻 域 作 变换 


2 一 2 十 2(Th)ortzt. (85.18) 


@ 同时 可 以 指出 ,通过 适当 地 选取 坐标 系 可 以 不 仅 在 给 定 的 点 上 , 而 且 能 够 沿 着 给 定 的 世 
界线 将 所 有 的 Th， 化 为 零 (这 个 论点 的 证 明 可 以 在 这 本 书 中 找到 : P. K. Rashevskii, Riemannian 
Geometry and Tensor Analysis, Nauka (II. K. Pamescxuni# , PumaHoBa reoMeTPMH H TeH30PHHI 首 BaHaITH3， 
Hayra), 1964, 891) . 
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那么 本 
(Br ), -ti en 
按照 (85.15), 所 有 I 为 零 . 
我 们 着 重 强 调 , 在 这 里 条 件 (85.16) 是 非常 重要 的 : 等 式 (85.19) 左边 的 
表达 式 按照 指标 ,l 是 对 称 的 , 因此 等 式 的 右边 部 分 也 应 该 是 对 称 的 . 
我 们 指出 , 对 于 变换 (85.18), 满足 


Or : 
(ss) 一 人 
因此 它 不 会 改变 指定 点 上 的 任何 一 个 张 量 的 值 (也 包括 张 量 gik), 所 以 克 里 
斯 托 夫 符号 的 归 零 和 把 gix 化 为 伽利略 形式 可 以 同时 实现 . 


886 克 里 斯 托 夫 符 号 与 度 规 张 量 的 关系 
我 们 来 证 明度 规 张 量 gi 的 协 变 导 数 等 于 零 . 为 此 , 我们 注意 到 , 关系 式 
DA; = gikDA4k 
对 于 矢量 D4;， 和 对 于 任何 矢量 一 样 , 是 成 立 的 . 另 一 方面 ,4i = girA*, 所 


以 
DA; = D(gir A") = SikD4 2 + A*Degix. 


同 DA; = gixxDA* 比较 , 并 注意 到 矢量 hi 是 任意 的 , 就 可 得 到 
Dgik = 0. 


由 此 直接 推出 , 协 变 导数 
gikil = 0. (86.1) 


因此 , 在 协 变 微分 时 , gix 可 以 当做 常量 . 
要 通过 度 规 张 量 gik 来 表示 克 里 斯 托 夫 符号 ,我 们 可 以 利用 方程 
gik 三 0. 为 此 , 按照 张 量 的 协 变 导 数 的 普遍 定义 (85.14) , 我 们 写 出 


0 i 了 0 人 
Bik:l 一 BT 二 gmkTil — gim{ ki 二 2 Til - Ten = 
由 此 , gix 的 导数 可 用 克 里 斯 托 夫 符 号 表示 出 来 @. 我 们 写 出 gi 的 导数 值 , 并 
将 指标 1, k,l 换 位 9 得 到 6 
Ogik Ogui Ogkl 
Te TEii t+ Tig, DR = {ikl + Tiixk, A 一 六 一 【大生 
@ 因此 , 选择 局 域 测 地 坐标 系 意 味 着 , 在 给 定点 度 规 张 量 分 量 的 所 有 一 阶 导数 均 为 零 . 
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取 这 些 方 程 之 和 的 一 半 , 注意 到 [= Tiwx, 我们 就 可 求 得 


,Og , Osu Ugn 
Tn = 3 ( +): (86.2) 


由 此 我 们 得 到 符号 Ti = g*™ Thnk 的 表达 式 如 下 : 


i, = 5Eim (2 + Te = 2 , (86.3) 
这 些 公式 就 是 我 们 所 要 求 的 用 度 规 张 量 表示 克 里 斯 托 夫 符 号 的 式 子 . 
现在 我 们 来 推导 对 今后 有 用 的 缩 并 克 里 斯 托 夫 符 号 人 i; 的 表达 式 . 为 此 ， 

我 们 计算 由 张 量 gix 的 分 量 所 构成 的 行列 式 g 的 微分 dg; 取 张 量 gik 的 每 个 

分 量 的 微分 , 乘 以 其 在 行列 式 中 的 系数 , 亦 即 乘 以 相应 的 子 行列 式 , 就 可 得 

到 dg. 另 一 方面 , 大 家 知道 , 与 gi 互 逆 的 张 量 g* 的 分 量 , 等 于 gik 的 子 行 

列 式 除 以 其 行列 式 . 因此 行列 式 g 的 子 行列 式 等 于 gg*. 由 此 可 见 ， 





dg = gg "dgik = —ggikdg™ (86.4) 
(既然 gxg* = 二 61 = 二 4, 那么 , gidgik = -girdg*). 
从 (86.3) 式 , 得 到 


和 1 im Ogmk Ogmi Sg Ogki 
ii = 25 ( Or OxK 3 ) 
将 括号 中 第 一 项 和 第 三 项 的 指标 m 和 i 改变 位 置 , 我 们 看 出 , 这 两 项 互相 抵 
消 , 所 以 





或 者 , 按照 (86.4) 





(86.5) 
写 出 gMT% 这 个 量 的 表达 式 是 有 益 的 ; 我 们 有 
Rin _1 mlOgmk Ogim Ogu\ Nal Ogmk _ 1 Ogkt 
Th=58°8 (各 1 Brr -= (各 3 ) 
利用 (86.4), 这 个 式 子 可 以 化 为 





2 1 OO(vV-ge™ 
gtiTi, = -A (86.6) 


为 了 以 后 的 各 种 运算 , 我 们 要 记 住 逆 变 张 量 g* 的 导数 与 gik 的 导数 有 


以 下 的 关系 : 
Bg” _ _ IkOgu 


Bil A 3 


A (86.7) 
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(通过 将 gig* = 6 微分 而 得 到 ) . 最 后 我 们 指出 , g* 的 导数 也 可 以 用 | 各 
量 来 表示 , 从 恒等式 g*, = 0 直接 得 出 
Og™ 
zl 
将 矢量 的 散 度 概 念 推广 到 曲线 坐标 中 , 并 利用 已 经 求 出 的 公式 , 我 们 可 
以 用 便利 的 形式 写 出 散 度 4;; 的 表达 式 . 利用 (86.5) 式 , 我 们 有 ， 


mT (86.8) 


f 0A’ l 0A’ 10 In WA 一 
A.; = Bt +TiA' = Br 十 A 1 
或 者 , 最终 得 到 ， z 
i 1 dV-gA) 
Mi (86.9) 


对 于 反对 称 张 量 A 的 导数 , 我 们 可 以 推出 类 似 的 表达 式 . 从 (85.12)， 


我 们 有 

OA 
Or 鸭 
但 是 既然 4mk = 一 4km , 所 以 


和 二 下 


1 一 0 
将 TK， 用 (86.5) 式 替换 , 结果 我 们 得 到 
法 1 BO(vV-B8A™) 
现在 假设 Ai 是 对 称 张 量 ; 我 们 来 计算 它 的 混合 分 量 Af, 的 表达 式 . 我 
们 有 


At 1 (At/=E 
Aik = Bet ThAi — TikAr = 人 — TkiAr. 


其 中 的 最 后 一 项 等 于 








1 /Ogu , 88 _ Ogik \ kl 
B27* 8% Br 


由 于 张 量 A* 的 对 称 性 , 括号 内 有 两 项 互相 抵消 , 于 是 留 下 


k 1 OV-8Ai) _ 10gn nk 
A (86.11) 


在 笛 卡 儿 坐 标 中 ， 5 和 2 是 一 个 反对 称 张 量 . 在 曲线 坐标 中 , 这 个 
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张 量 是 Ai.k — Api. 但 是 ， 借助 于 Ai.k 的 表达 式 ? 而 且 由 于 Le, -= Ls, 我 们 有 








0A; 04 
Aik — Akii = Fk — = (86.12) 
2 
最 后 , 我 们 将 标量 p 的 二 阶 导 数 的 和 5 如 ; 变换 到 曲线 坐标 中 去 . 显 


而 易 见 , 在 曲线 坐标 中 , 这 个 和 化 为 wii, 但 是 wi = Be/8ri, 因为 一 个 标量 
的 协 变 微 分 就 是 普通 微分 . 将 指标 上 移 , 我 们 有 


注 ik OP 
Pp = Ork’ 
利用 公式 (86.9), 我 们 求 得 
人 
Pi = i ( B88 2) (86.13) 


值得 注意 的 是 , 一 个 矢量 治 一 超 曲面 的 积分 变 为 在 一 个 四 维 体积 上 的 积 
分 的 高 斯 定理 (83.17) , 按照 (86.9) 可 以 写 为 


由 A'V-gdS; = / A',vV—gd?n. (86.14) 
887 引力 场 中 粒子 的 运动 
在 狭义 相对 论 中 ,一 个 自由 粒子 的 运动 由 最 小 作用 量 原理 


068 = -me | ds = 但 (87.1) 


来 决定 , 按照 这 个 原理 , 粒子 是 这 样 运动 的 , 它 的 世界 线 在 两 个 给 定 世 界 点 
之 间 是 一 条 极 值 曲线 ; 在 我 们 的 情形 下 , 这 是 一 条 直线 (在 普通 三 维 空间 , 它 
与 匀速 直线 运动 相应 ) . 

显而易见 , 一 个 粒子 在 引力 场 中 的 运动 为 与 (87.1) 式 同 样 的 最 小 作用 量 
原理 所 决定 , 因为 引力 场 不 是 别 的 ,只 是 四 维 空间 度 规 的 改变 , 而 这 个 改变 
也 只 是 表现 在 ds 用 dr' 表示 的 式 子 内 的 变化 而 已 . 因此 , 在 引力 场 中 , 粒子 
是 这 样 运动 的 , 它 的 世界 点 沿 着 极 值 曲 线 运 动 , 或 者 如 通常 所 说 , 沿 着 四 维 
空间 z0,zlz2,z3 中 的 测 地 线 运动 ; 然而 , 因为 在 存在 引力 场 的 情况 下 , 时 空 
不 是 伽利略 的 , 因而 这 条 线 并 不 “ 直 ”, 粒子 的 真实 空间 运动 就 既 不 匀速 , 也 
不 是 直线 的 了 . 

作为 再 次 从 最 小 作用 量 原理 出 发 ( 见 本 节 习 题 ) 的 蔡 代 方案 , 更 简便 的 
办 法 是 通过 对 狭义 相对 论 中 粒子 的 自由 运动 的 微分 方程 进行 相应 扩展 来 找到 
粒子 在 引力 场 中 的 运动 方程 . 在 伽利略 四 维 坐标 系 中 , 一 个 自由 粒子 的 运动 
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方程 是 duwi/ds=0 或 du =0, 此 处 的 wi = dzi/ds 是 四 维 速 度 . 显然 , 在 曲线 
坐标 中 , 这 个 方程 可 以 推广 为 方程 


Du’ 三 和 (87.2) 
从 矢量 的 协 变 微分 的 表达 式 (85.6) 我 们 可 得 
du' + Thurdz! = 0. 


用 ds 除 这 个 方程 , 我 们 求 得 
d2z: :dr' dz! 
Er 

这 就 是 要 求 的 运动 方程 . 我 们 看 出 , 一 个 粒子 在 引力 场 中 的 运动 取决 于 
[i 各 量 . 导数 d?zi/ds? 是 粒子 的 四 维 加 速度 . 因此 , 我 们 可 以 称 -mTiuru 
这 个 量 为 “四 维 力 ”, 这 个 力作 用 在 位 于 引力 场 内 的 粒子 上 . 这 时 , 张 量 gik 
起 引力 场 的 “ 势 ” 的 作用 一 一 它 的 导数 决定 场 的 “强度 ”Ti%. 

在 885 中 曾经 展示 , 通过 选择 相应 的 坐标 系 , 总 是 可 以 将 任意 指定 的 时 
空 点 上 的 所 有 Ti 归 零 . 现在 我 们 可 以 看 到 ., 选择 这 样 的 局 部 惯性 参考 系 意 
味 着 在 指定 的 无 限 小 的 时 空 单元 内 消除 引力 场 , 而 这 种 可 能 性 就 是 相对 论 引 
力 场 论 中 等 效 原理 的 表达 @. 

引力 场 中 粒子 的 四 维 动量 还 像 以 前 那样 定义 : 


(87.3) 





p' = mcu’, (87.4) 
它 的 平方 是 
pip' = m?e?. (87.5) 
用 一 8S/6z' 代替 pi;, 我 们 便 得 到 粒子 在 引力 场 中 的 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 : 
kAOS O05 
tk i 
Br Bk me 0. (87.6) 
@ 同时 我 们 给 出 通过 四 维 加 速度 的 协 变 分 量 表示 的 运动 方程 的 形式 . 从 条 件 Du = 0 得 出 
du; 蒜 、 浊 
一 Triu 一 0 


将 (86.2) 中 的 mi 代入 上 式 , 两 项 相 消 , 于 是 得 到 
dus 1Bgkt ,kl 
ds 2 Ori 

四 在 $85 最 后 一 个 脚注 中 也 提 到 选取 “ 沿 给 定 的 世界 线 的 惯性 ”参考 系 的 可 能 性 . 特殊 情 

况 下 ,如果 这 条 线 是 时 间 坐 标 线 ( 沿 着 它 zl,z2,za = const ) , 那么 在 给 定 的 空间 体积 元 内 , 引力 

场 在 任何 时 候 都 将 被 消除 . 


= 0. (87.3a) 
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(87.3) 形式 的 测 地 方程 , 对 于 光 信 号 的 传播 是 不 能 应 用 的 , 因为 我 们 知 
道 , 沿 着 光线 传播 的 世界 线 , 间隔 ds = 0, 所 以 方程 (87.3) 内 所 有 的 项 都 变 
为 无 穷 大 . 为 了 得 到 在 这 种 情况 下 所 需要 形式 的 运动 方程 , 我 们 利用 在 几何 
光学 中 , 光线 传播 的 方向 决定 于 与 光线 相 切 的 波 撩 量 这 个 事实 . 因此 , 我 们 
可 以 将 四 维 波 和 写成 太 = dz'/dA 的 形式 , 此 处 的 入 为 某 个 沿 光线 变化 的 参 
数 . 在 狭义 相对 论 中 , 当 光 在 真空 中 传播 时 , 波 矢 量 沿 着 光线 不 改变 , 亦 即 
dk 二 0 ( 见 853) . 在 引力 场 中 , 这 个 方程 显然 化 为 Dk*=0 或 


dj 
mt TE,ktk: = 0 (87.7) 


(参数 入 也 由 这 个 方程 决定 ) ®. 
我 们 知道 ( 见 $48), 四 维 波 矢 的 平方 值 是 零 , 亦 即 


k= (87.8) 


在 此 用 8w/8z: 代替 ki (是 程 明 ), 我 们 求 得 引力 场 中 的 程 图 方程 如 下 : 
二 
Bzi Or 

在 低速 极限 情形 下 , 一 个 粒子 在 引力 场 中 的 相对 论 运动 方 程 , 应 当 过 渡 
到 相应 的 非 相 对 论 的 方程 . 这 时 , 我 们 必须 记 着 ,速度 低 的 假设 就 已 经 要 求 
引力 场 的 本 身 是 弱 的 , 假如 不 是 如 此 , 其 中 的 粒子 就 会 有 高 的 速度 . 

我 们 来 研究 在 这 个 极限 情形 下 决定 场 的 度 规 张 量 gikx 与 引力 场 中 的 非 相 
对 论 的 势 o 的 关系 如 何 . 

在 非 相 对 论 力学 中 , 粒子 在 引力 场 中 的 运动 , 由 拉 格 朗 日 量 (81.1) 所 决 
定 . 加 上 一 个 常数 一 mc? 多, 我 们 现在 将 它 写成 


2 
L=—me+ — — mp, (87.10) 


要 使 得 在 场 不 存在 时 , 相对 论 的 拉 格 朗 日 量 工 = -mc V1 一 v2/c2 在 w/c 一 0 
的 极限 情形 下 过 渡 到 非 相 对 论 的 拉 格 朗 日 量 工 = 一 me 十 mv?/2, 故而 必须 加 
上 一 me? 项 . 

因此 ,一 个 粒子 在 引力 场 中 的 非 相 对 论 作 用 量 S 有 下 面 的 形式 : 


2 
s= [rat=-me f (ce- 守 + 二 
DE 


@ 如 果 沿 着 测 地 线 ds = 0, 那么 这 些 测 地 线 称 为 类 光 测 地 线 或 者 各 向 同性 测 地 线 . 
@ 当然 , 对 势 p 的 定义 可 以 相差 一 任意 常数 . 我 们 在 任何 地 方 都 以 自然 的 方式 选取 这 个 常 
数 , 即使 得 远离 场 源 物体 之 处 的 势 变 为 零 . 


(87.9) 
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将 它 与 相对 论 的 作用 量 9 = -me | ds 相 比较 , 我 们 看 出 , 在 所 考虑 的 极限 情 
形 下 ， 
ds = (cE+e) a 
2c c 


取 平 方 , 略 去 c 一 co 时 趋 于 0 的 项 , 我 们 求 得 
ds? = (cz 十 2p)dt 一 dr2， (87.11) 


其 中 已 经 用 了 关系 vdt = dr. 
因此 , 在 极限 情形 下 , 度 规 张 量 的 分 量 goo 等 于 


goo 二 1 十 ~Y. (87.12) 

关于 其 他 分 量 , 从 (87.11) 推出 gaa = bap,goa = 0. 然而 , 实际 上 , 一般 

来 说 , 对 它们 的 修正 与 对 goo 的 修正 同 数量 级 (关于 这 一 点 的 详情 , 请 参看 

8106) . 之 所 以 不 能 用 上 面 的 方法 来 决定 这 些 修 正 是 与 这 个 事实 有 关 的 , 即 对 

于 gas 的 修正 虽然 与 对 goo 的 修正 同 数量 级 , 然而 这 个 修正 在 拉 格 朗 日 量 内 

产生 更 高 级 小 量 的 一 些 项 (因为 在 ds? 的 式 子 中 , 分 量 gag 不 乘 以 己 , 而 goo 
却 要 乘 以 c2) . 


习 题 


从 最 小 作用 量 原 理 (87.1) 出 发 推导 运动 方程 (87.3) . 
解 : 我 们 有 


8ds? = 2ds8ds = 6(girdr'dzr*) = dridzk Ek Bz + 2gikdr'iddr". 


因此 














1 dx! dz* Opgik ., dzi dazk 
0 -me / {3 ds ds Oz! 0 + ak ds Os je SS 


1dzidzk pgik 1 d dx’ k 
=- -mej/ 芝 宇和 玖 mw - 言 (sx 竺 ) Oz ja 
(在 进行 分 部 积分 的 时 候 考 虑 到 积分 范围 两 端 8zk 二 0) . 在 第 二 个 被 积分 项 


中 用 指标 1 替换 指标 上 . 那么 , 在 对 8z! 进行 任意 变 分 时 令 系 数 等 于 零 , 我 们 
得 到 


一 





1 i k OBik d i 1 ; kOBgik du’ i kOBil _ 
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这 里 指出 , 第 三 项 可 以 写成 如 下 形式 


1 i k/Og8u | Ogk 
“i (党 a ) 





引入 克 里 斯 托 夫 符号 及 让 ,按照 (86.2) 我 们 得 到 


dw’ 
Bi + Tiruiu® = 0. 


通过 上 移 指标 1 即 可 得 到 方程 (87.3) . 
888 恒定 引力 场 


如 果 能 够 选择 参考 系 , 使 其 中 度 规 张 量 的 所 有 分 量 均 不 依赖 于 时 间 坐 标 
z0, 能 满足 这 样 条 件 的 引力 场 称 为 恒定 引力 场 ; 时 间 坐 标 z? 称 做 世界 时 间 . 

世界 时 间 的 选择 不 是 唯一 的 , 如果 给 xz? 加 上 空间 坐标 的 一 个 任意 函数 ， 
所 有 的 gix 仍旧 没有 包含 z9; 这 个 变换 相应 于 在 空间 每 一 点 选择 时 间 原 点 的 
任意 性 @. 此 外 , 世界 时 间 还 可 以 乘 以 一 个 任意 常数 , 即 世 界 时 间 测 量 单位 的 
选择 是 任意 的 . 

严格 地 说 , 只 有 一 个 物体 产生 的 引力 场 才能 是 恒定 的 . 在 多 个 物体 构成 
的 系统 中 , 它们 互相 之 间 的 吸引 会 导致 运动 , 其 结果 是 它们 产生 的 引力 场 不 
可 能 恒定 . 

如 果 产 生 引 力 场 的 物体 是 静止 的 (在 一 个 gik 与 xz? 无 关 的 参考 系 内 )， 
这 时 , 两 个 时 间 方 向 是 等 价 的 . 在 空间 所 有 点 适当 选择 时 间 原 点 ,间隔 ds 在 
改变 z9 的 符号 时 应 当 不 变 . 从 此 可 以 断定 , 在 这 种 情形 下 , 度 规 张 量 goa 的 
所 有 分 量 都 为 零 . 这 类 恒定 引力 场 称 为 静态 引力 场 . 

但 是 物体 的 静止 状态 并 不 是 产生 恒定 引力 场 的 必要 条 件 . 围绕 自己 的 对 
称 轴 作 匀 速 旋转 的 轴 对 称 物体 产生 的 引力 场 同样 是 恒定 的 . 但 在 这 种 情形 下 ， 
两 个 时 间 方 向 绝 不 是 等 价 的 ; 假如 时 间 的 符号 改变 , 那么 , 例如 , 旋转 的 角 
速度 的 符号 也 将 会 改变 . 显而易见 , 在 这 种 类 型 的 恒定 引力 场 中 , 度 规 张 量 的 
分 量 goa 一 般 来 说 并 不 为 零 . 我 们 称 这 一 类 恒定 场 为 稳 态 引力 场 . 

”，@ 容 易 看 到 , 在 这 个 变换 下 , 空间 度 规 应 该 是 不 变 的 . 实际 上 , 利用 任意 的 函数 /zl,z2,zs) 
作 如 下 替换 


Y 浊 | 注 
z0 一 了 0 + f(r zc)， 


分 量 gik 按照 下 列 各 式 替 换 
Bag — ga + goof .af.a — gouf.8 — goBf,as 
Boa — goa — goof.a, goo 一 500， 


其 中 f。= 8f/8z". 在 此 条 件 下 , 显然 , 三 维 张 量 (84.7) 保持 不 变 . 
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在 恒定 引力 场 中 世界 时 间 的 意义 在 于 : 在 空间 某 一 点 发 生 的 两 个 事件 的 
世界 时 间 间 隔 , 同 发 生 在 空间 另 一 点 的 任何 另外 两 个 事件 之 间 的 世界 时 间 间 
隔 相 等 , 如 果 这 些 事件 分 别 与 第 一 对 事件 (在 884 解释 的 意义 上 ) 是 同时 的 . 
但 相同 的 世界 时 间 z 的 间 隅 在 空间 的 不 同 点 上 对 应 着 不 同 的 固有 时 r 的 间 
隔 . 世界 时 间 与 固有 时 的 关系 , 即 公 式 (84.1) 现在 可 以 写成 


Fe ~ Vgooz, (88.1) 
这 个 关系 式 可 以 应 用 于 任何 有 限时 间 间 隔 . 
假如 引力 场 是 弱 的 , 那么 , 我 们 可 以 用 近似 式 (87.12) 和 (88.1) 得 到 


7 = : (1+ 专 ); (88.2) 


因此 , 固有 时 流逝 得 愈 慢 , 空间 一 给 定点 的 引力 势 就 愈 小 , 也 就 是 说 引力 势 
的 绝对 值 愈 大 (以 后 在 896 中 , 可 以 证 明 y 是 负 的 ) . 假如 将 两 个 完全 一 样 的 
钟 之 一 置 于 引力 场 内 , 那么 , 在 引力 场 内 的 钟 要 走 得 慢 些 . 

上 面 已 经 指出 , 在 静态 引力 场 中 , 度 规 张 量 的 分 量 gou 是 零 . 按照 884 的 
结果 , 这 就 意味 着 , 在 这 样 一 个 场 中 , 钟 的 同步 在 整个 空间 都 是 可 能 的 . 我 们 
也 应 注意 , 在 静态 场 中 , 空间 距离 元 不 过 是 


dl? = 一 gaugsdzedz2 (88.3) 


在 稳 态 场 中 , goa 不 等 于 零 , 在 整个 空间 中 时 钟 的 同步 是 不 可 能 的 . 既然 
gik 与 z0 无 关 , 那么 在 空间 不 同 点 发 生 的 两 个 同时 事件 的 世界 时 间 之 差 的 公 
式 (84.14) 可 以 写成 如 下 形式 : 


“Jy goadz™ 

当 沿 着 一 条 线 同步 钟 时 , 式 (88.4) 对 于 这 条 线 上 的 任意 两 点 都 适用 . 当 沿 着 

一 条 闭合 回路 同步 钟 时 , 世界 时 间 之 差 ( 它 在 回 到 出 发 点 时 应 该 被 记录 下 来 ) 
等 于 沿 着 闭合 回路 所 取 的 积分 乌 

0 《goadz” 

A 二 ¢ i (88.5) 

让 我 们 来 考虑 一 条 光线 在 一 恒定 引力 场 内 的 传播 . 在 853 中 , 我们 已 经 知 

道 , 光 的 频率 是 程 函 少 的 时 间 导 数 (符号 相反 ). 因此 , 用 世界 时 间 2?/c 表示 

@ 如 果 和 式 gaodz”/goo 是 空间 坐标 的 某 一 函数 的 全 微分 , 则 积分 (88.5) 恒 等 于 零 . 然而 


这 种 情形 只 意味 着 , 我 们 实际 上 处 理 的 是 静态 场 , 通过 形 如 z? 一 zx? 十 f(z”) 的 变换 总 是 可 以 使 
所 有 Bad 变 为 零 . 
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的 频率 是 wo = -cpw/6z0. 既然 恒定 场 中 的 程 消 方程 (87.9) 不 显 含 z0 , 那么 ， 
在 光线 传播 时 , 频率 wo 保持 不 变 . 用 固有 时 来 测量 的 频率 是 w = 一 8w/87; 这 
个 频率 在 空间 的 不 同 点 是 不 同 的 . 








由 于 关系 式 
OW bar Wc 
Or bz0 Or Or Vgoo’ 
我 们 就 有 : 
= Wo 
WW= J (88.6) 


在 弱 引 力 场 中 , 由 此 可 近似 地 得 到 
WW (1 i 与) : (88.7) 


我 们 看 出 , 光 的 频率 随 着 引力 场 的 势 的 绝对 值 的 增加 而 增 大 , 也 就 是 说 , 当 
光 射 向 产生 场 的 物体 时 ,频率 就 随 之 而 增加 ; 反之 , 当 光 离开 物体 时 ,频率 
随 之 而 减 小 . 假如 一 条 光线 从 一 点 射出 , 而 这 一 点 的 引力 势 为 p1, 光线 (在 
这 一 点 ) 的 频率 为 w, 那么 , 当 到 达 引 力 势 为 pa 的 另外 一 点 时 , 光线 的 频率 
(以 在 那 一 点 的 固有 时 来 测量 ) 就 等 于 


w Pp2N pl — Pp2 
一 (党 ) ~ (1+ 生 3 全) 
学 
二 


例如 , 在 太阳 上 观察 到 的 由 太阳 上 的 原子 所 发 出 的 光谱 线 , 与 在 地 球 上 
观察 到 的 由 地 球 上 的 同样 原子 所 发 出 的 光谱 线 是 一 样 的 , 假如 我 们 在 地 球 上 
观察 太阳 上 的 原子 所 发 出 的 光谱 , 那么 , 根据 上 面 所 说 的 , 光谱 线 对 于 地 球 
上 的 同样 原子 所 发 射出 的 光谱 线 而 言 就 会 有 些 移 动 . 每 条 以 w 为 频率 的 光线 
将 移动 一 间隔 Aw, 而 Aw 由 公式 


pe. se 2 (88.8) 


所 决定 , 其 中 的 pl 和 yo 分 别 是 光谱 发 射 点 和 观察 点 的 引力 场 的 势 . 假如 我 
们 在 地 球 上 观察 由 太阳 或 恒星 所 发 出 的 光谱 , 那么 ,|yi| > |wpz|, 从 (88.8) 可 
以 断定 Aw < 0, 就 是 说 , 移 向 频率 减 小 的 方向 . 上 述 的 现象 称 为 红 移 . 

根据 前 面 关于 世界 时 间 的 讲述 , 可 以 直接 解释 发 生 这 个 现象 的 原因 . 因 
为 场 是 恒定 的 , 光波 从 空间 中 一 给 定点 传播 到 男 一 点 的 过 程 中 , 某 振 动 所 需 
的 世界 时 间 间 隔 与 时 间 z? 无关. 因此 很 明显 , 在 单位 世界 时 间 间 隔 内 所 发 生 
的 振动 数 在 光线 上 所 有 的 点 都 是 一 样 的 . 但 是 , 对 于 同一 个 世界 时 间 间 阳 ,我 
们 离开 产生 场 的 物体 愈 远 , 与 之 相对 应 的 固有 时 间隔 就 愈 大 . 所 以 , 当 光 从 这 
些 物质 离开 时 , 频率 将 要 降低 , 就 是 说 , 每 单位 固有 时 内 的 振动 数 将 要 减少 . 
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当 粒 子 在 恒定 场 中 运动 时 ， 它 的 能 量 是 守恒 的 , 这 个 能 量 是 用 作用 量 对 
于 世界 时 间 的 导数 (~ ) 来 定义 的 ; 从 zo 并 不 明显 地 出 现在 哈密 顿 _ 雅 


可 比方 程 中 这 一 事实 就 可 推出 该 结论 . 这 样 定 义 的 能 量 是 协 变 四 维 动量 矢量 
Pk 一 ?nc 一 ?ncgkiut 的 时 间 分 量 . 在 静态 场 中 , ds? = goo(dz0) 一 qd, 因而 对 
于 能 量 (我 们 用 锅 表示 ), 我 们 有 


0 0 
60 = me 


2 A 
0 
我 们 引入 用 固有 时 来 测量 的 , 亦 即 由 在 给 定点 的 观察 者 来 测量 的 粒子 速 





度 ， 
= 
"Tar Vaddro 
则 我 们 得 到 能 量 a 
病 去 三 2 (88.9) 
c 
这 是 在 粒子 运动 时 守恒 的 量 . 


容易 证 明 , 能 量 的 表达 式 (88.9) 在 恒定 场 中 也 成 立 , 只 要 速度 v 以 固有 
时 测量 , 固有 时 由 沿 粒 子 轨 道 同 步 的 时 钟 确定 . 如 果 粒 子 在 世界 时 间 的 z9 时 
刻 从 4 点 出 发 , 并 且 在 z? + dz 时 刻 到 达 无 限 接近 的 B 点 , 那么 现在 为 了 
确定 速度 就 不 应 该 取 时 间 段 (z0 +dz0) 一 720 = dz0, 而 应 该 取 z0 + dz0 和 时 刻 
z0 一 dz 的 差 值 , 后 者 在 B 点 与 4 点 的 z0 时 刻 是 同时 的 : 
(7° 二 dz0) 一 (za 一 Ee qe ) = dzo + Se dr. 
B00 B00 
给 上 式 乘 以 Vgoo/c, 我 们 得 到 相应 的 固有 时 间隔 , 则 速度 是 
cdz® 
» Vj(dzo — gadz®) 
其 中 我 们 引入 了 表示 符号 : 


ga = = h = goo (88.11) 
B00 


来 描述 三 维 矢量 g (已 经 在 884 中 提 到 过 ) 和 三 维 标量 goo. 速度 wv 的 协 变 分 
量 就 像 具 有 度 规 yag 的 空间 中 三 维 矢量 的 协 变 分 量 , 而 这 个 矢量 的 平方 应 该 
相应 地 是 中 : 


(88.10) 


Wy yapve, v2 = Vav®. (88.12) 


@ 接 下 来 我 们 将 不 止 一 次 地 在 讨论 中 与 四 维 矢量 和 四 维 张 量 一 起 引入 三 维和 撩 量 和 张 量 , 后 
者 定义 在 具有 度 规 Yas 的 空间 中 ; 已 经 引入 的 矢量 g 和 w 就 是 这 种 类 型 的 特例 . 四 维 张 量 运算 
(包括 指标 的 上 移 和 下 移 ) 利用 度 规 张 量 gi 进行 , 而 三 维 张 量 运算 则 利用 张 量 Yas. 为 了 避免 
由 此 可 能 产生 的 误解 , 凡是 用 于 表示 三 维 量 的 符号 , 我 们 将 不 用 其 表示 四 维 量 . 
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我 们 指出 , 在 这 样 的 定义 下 , 间隔 ds 可 以 通过 速度 用 平常 的 形式 表示 出 来 : 
ds2 = goo(dz0)2 十 2goadzodza + gapdzadzp = 


2 
=h(dr° — gadzc)2 — dl? = h(dz? 一 gadzc)2 (4 一 号 . (88.13) 


四 维 速度 的 分 量 w: = dx’/ds 等 于 


or 1 站 
We = (88.14) 


/ v2 v2 v2 
人 We Vh hg [6 1 一 二 


@ = mgowu = mcsh(u 一 gatc) 


而 能 量 


代入 (88.14) 后 得 到 (88.9) 式 . 
在 弱 引 力 场 和 低速 运动 的 极限 条 件 下 , 将 goo =1+2ep/c 代入 (88.9) ， 
近似 得 到 
山王 mc2 十 -本 + mw, (88.15) 
其 中 mg 为 粒子 在 引力 场 中 的 势能 , 与 拉 格 朗 日 量 (87.10) 对 应 . 
习 题 


1. 求 恒定 引力 场 中 作用 在 粒子 上 的 力 . 
解 : 针对 我 们 需要 的 分 量 Ti 找到 下 列表 达 式 


Dee. J 

(8 光一 88 ) 一 788j (1) 
oh 一 信和 ;a + 1 hio 

$= 和 ,+alee(er — Bm) +g7(88 — B13)] + 588grh’. 


在 这 些 表达 式 中 所 有 的 张 量 运算 ( 协 变 微分 , 指标 的 上 移 和 下 移 ) 都 在 
带 有 度 规 yag 的 三 维 空间 里 针对 三 维 矢量 g* 和 三 维 标量 有 (88.11) 进行 ;和 3, 
是 三 维 克 里 斯 托 夫 符号 ,由 张 量 yag 的 分 量 构成 , 如同 gik 的 分 量 构 成 | 那 
样 ; 在 计算 时 使 用 公式 (84.9) 一 (84.12) . 

将 (1) 代入 运动 方程 

du® 


| —I%(u)? 一 2T93u uf 一 Te uw, 


8$88 恒定 引力 场 , 281 ， 


对 四 维 速度 的 分 量 应 用 公式 (88.14) , 经 过 简单 的 变换 得 到 


d v2 hia Vh(g® 二 gy )UA AS Oon 


pe 

J (9 

作用 在 粒子 上 的 力 了 是 它 的 动量 pp 对 (校准 的 ) 固有 时 的 导数 ,可 利用 
三 维 协 变 微 分 来 确定 : 


A wD vd mvue 
c2 党 c2 ds 让 a be 


因此 从 (2) 我 们 得 到 (为 了 便利 将 指标 a 下 移 ) 
8 
f= 了 人 -Vi+Vi (名 -83) 二 | 
1 2) Or Cc 


Or® Ozx3 


ce 
或 者 采用 一 般 的 三 维 的 矢量 表示 方法 中 


f= Es {-ead InVh+ Vh= x (rot g)}. (3) 
i 
V 3 


@ 在 三 维 曲线 坐 标 中 单位 反对 称 张 量 如 下 和 定义 


1 
NaB”y 一 VYeaBy; We 二 一 -ec 


VY 
其 中 elz3 = el23 = 1, 而 当 两 个 指标 互 换 位 置 时 会 改变 符号 (对 比 (83.13),(83.14) ) . 与 此 相应 
与 反对 称 张 量 cp+ = asby — ayba 对 偶 的 矢量 c==axb 具有 分 量 


1 1 1 ap 
Ca 三 二 VTesavc VTeapya bm， c” = 2 cpr <- “agpb”y. 





反 过 来 
cag = Vieagye, cP 一 二 
特别 地 , rot a 在 这 个 意义 上 应 应 该 理解 为 和 张 量 agsa -aaip = 22& - 22S 对 偶 的 矢量 ， 于 是 
它 的 逆 变 分 量 








(rot a)” = 


1 , Gy a 
ee 
与 之 相关 我 们 还 应 提 到 , 矢量 的 三 维 散 度 
diva = 万 Bas (Va) 

(对 比 (86.9) ) . 

和 正 交 曲 线 坐 标 中 三 维 矢 量 运算 经 常 使 用 的 公式 (例如 , 见 本 教程 第 八 卷 附录 ) 进行 比较 时 ， 
为 了 避免 误解 我 们 指出 , 在 这 些 公式 中 矢量 的 分 量 指 的 是 VBiTAL(= VA14!), VE22A?, VE33A” 
各 量 . 
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我 们 指出 , 如果 物 体 静 止 , 那么 作用 在 它 上 面 的 力 ( (3) 式 中 的 第 一 项 ) 
具有 势 . 在 运动 速度 很 小 的 时 候 (3) 式 中 的 第 二 项 具有 类 似 于 科 里 奥 利 力 的 
形式 mcVhv x (rotg), 后 者 产生 于 以 如 下 角速度 旋转 的 坐标 系 (没有 场 ) 中 : 


R= 3Vhrotg. 


2. 导出 光线 在 恒定 引力 场 中 传播 的 费 马 原理 . 
解 : 党 马 原理 ( 见 853) 的 内 容 是 


6 jf Nd 一 人 


其 中 的 积分 是 沿 着 光线 而 取 的 ， 而 被 积 函数 必须 以 频率 wo (wo 沿 光线 是 党 
数 ) 和 坐标 的 微分 来 表示 . 注意 到 ko = -BuwW/Bz9 = wo/c, 我 们 可 写 出 


Ww 
= ko = goik'i = gook?® + goak® = h(k° — gak®). 
将 此 式 代 入 kik' = girkik* 二 0, 并 写成 


h(k? 一 gak™)? — yopk°ke =0, 


我 们 便 得 到 Ee 
RE) -epk°ke =0. 
又 根据 矢量 ka 应 当 与 拓 量 dza 同方 向 的 事实 ,我 们 便 求 得 
oo da 
cvVh dl 


其 中 ,dl (84.6) 是 沿 着 光线 的 空间 距离 元 . 为 了 求 ko 的 表达 式 ,我们 写 出 
k° = giki 一 gc0ko + gf kg = -8° — Ykg, 


由 此 


B 
en Ba, wo 6 _wo (Yop dr 


最 后 , 乘 之 以 dza, 我 们 得 到 下 面 形式 的 费 马 原理 ( 略 去 常数 因子 wo/c): 


sf (和 +endze】 -= 0. 
在 静态 场 中 , 我们 简单 地 得 到 
di 
;| 元 =0 
请 注意 这 个 事实 ,在 引力 场 中 ， 光 线 并 非 沿 着 空间 最 短 的 线 传播 , 因为 沿 着 
空间 的 最 短 的 线 应 该 由 方程 8 | di 一 0 确定 
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889 旋转 


作为 稳 态 引力 场 的 一 个 特例 , 我 们 来 考虑 匀速 旋转 参考 系 . 
为 了 求 间隔 ds, 我 们 来 做 一 个 从 静止 (惯性 ) 系 到 匀速 旋转 系 的 变换 . 在 
静止 的 坐标 系 7', yp',z',t (我 们 使 用 柱 坐 标 7', yp',z') 中 , 间隔 有 如 下 形式 : 


ds2 = edt2 —dr? —r2dp? — dz®. (89.1) 


设 在 旋转 系 中 的 柱 坐 标 为 7, yw,z. 假如 旋转 轴 与 > 轴 和 z’ 轴 重 合 , 那么 , 我 
们 有 7 =7,z' = z,y' = 二 wp 十 2t, 此 处 的 8 为 旋转 的 角速度 . 将 这 些 式 子 代入 
(89.1), 我 们 得 到 所 求 的 在 旋转 参考 系 中 间隔 的 表达 式 : 


ds = (ce — 127r2)dt? 一 202r2dpdt 一 dz2 一 rdp2 一 dr2. (89.2) 


必须 注意 , 旋转 参考 系 仅仅 可 以 应 用 到 距离 转动 中 心 c/2 的 范围 之 内 . 事实 
上 ,从 (89.2) 可 以 看 到 , 当 7 > c/8 时 , goo 变 为 负 值 , 而 这 是 不 允许 的 . 旋转 
系 对 于 大 的 距离 之 所 以 不 能 应 用 是 因为 在 大 的 距离 处 , 速度 将 大 于 光速 ， 因 
此 , 这 样 的 参考 系 不 可 能 用 真实 的 物体 来 实现 . 

同 在 一 切 稳定 场 中 一 样 , 在 旋转 物体 上 的 钟 不 可 能 在 所 有 点 上 都 被 单 值 
地 校准 . 当 沿 着 任何 封闭 曲线 进行 钟 的 校准 并 回 到 出 发 点 时 , 我 们 得 到 一 个 
时 间 , 这 个 时 间 与 原来 的 时 间 的 差 值 是 ( 见 (88.5) ) 


= 1 Boa la 1 ¢ fr dp 
和 = 由 sedr ~ i 12272， 


C2 


假设 2r/e 和 1( 即 旋转 速度 比 光速 小 得 多 ), 则 差 值 是 





人 2 
At= 互 凡 dp 二 十 5 S, (89.3) 


其 中 , 5 是 回路 包围 的 面 在 垂直 于 旋转 轴 的 一 个 平面 上 的 投影 面积 (符号 用 
十 或 一 , 依 我 们 顺 旋转 方向 或 道 旋 转 方向 行走 而 定 ) . 

假定 有 一 条 光线 沿 着 某 一 条 闭合 回路 传播 . 让 我 们 来 计算 光线 从 出 发 到 
回 到 原点 所 经 过 的 时 间 t+ (准确 到 与 v/c 同 数 量 级 的 项 ) . 假如 沿 着 这 一 条 闭 
合 曲线 时 间 是 校准 了 的 , 又 假设 在 每 一 点 上 我 们 都 用 固有 时 , 那么 , 根据 定 
义 , 光 的 速度 将 永 等 于 c. 既然 固有 时 与 世界 时 间 之 差 与 w/c 同 数量 级 , 那 
么 ,在 计算 所 要 求 的 时 间 间 隔 t 时, 者 只 要 求 准确 到 与 v/c 同 量 级 的 量 , 这 
个 差 就 可 以 略 去 不 计 了 . 因此 , 我 们 有 
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其 中 , 工 是 回路 的 长 度 . 与 此 相应 , 用 比值 L/t 来 测量 的 光速 等 于 
c+2037. (89.4) 


这 个 公式 , 如 多 普 勒 效应 的 一 级 近似 公式 一 样 , 也 可 以 很 容易 地 用 纯 经 典 的 
方法 求 得 . 
习 题 
求 旋转 坐标 系统 中 的 空间 距离 元 . 
解 : 利用 (86.4) , (86.7) 我 们 求 得 
r2dw? 
2r2" 
c2 
此 式 决 定 旋 转 参 者 系 中 的 空间 几何 . 我们 注意 ,在 平面 z= 二 const 内 的 贺 ( 圆 
心 在 转轴 上 ) 的 周 长 与 其 半径 7 之 比 等 于 
27 
1227 
~ 
890 引力 场 存 在 时 的 电动 力学 方程 


狭义 相对 论 中 的 电磁 场 方 程 很 容易 推广 , 使 其 在 一 个 任意 的 四 维 曲线 坐 
标 系 中 也 能 应 用 , 就 是 说 , 在 引力 场 存 在 时 , 也 能 应 用 . 


在 狭义 相对 论 中 , 电磁 场 张 量 的 定义 是 : Fi = 从 - 5 拓 ， 显 而 易 见 ， 
电磁 场 张 量 现在 必须 相应 地 定义 为 PF = A hig. 但 是 由 于 (86.12) ， 

D4 ， 04i; 
一 Ori eT Ork’ 
因此 , Fis 和 势 A 的 关系 不 改变 . 由 于 这 个 原因 ,第 一 对 麦克 斯 韦 方程 (26.5) 
也 不 改变 它们 的 形式 @ : 


dl? = dr2 十 dz2 十 








> 








Fixr = Apii— A 





(90.1) 


OF OF OF 

px Qe ori 

为 了 写 出 第 二 对 麦克 斯 韦 方程 , 首先 我 们 必须 决定 在 曲线 坐标 中 的 四 维 

电流 矢量 . 这 可 以 用 完全 与 828 相同 的 办 法 完成 . 由 空间 坐标 元 dzl,dz2,dz3 
””@ 容易 发 现 , 这 个 方程 同时 还 可 以 写 为 形式 : 


Figit + Fux +t Fit = 0, 








= 和 (90.2) 


由 此 它 的 协 变性 是 显而易见 的 . 


890 引力 场 存 在 时 的 电动 力学 方程 . 285 . 


构成 的 体积 元 为 VYdV， 其 中 是 空间 度 规 张 量 (84.7) 的 行列 式 , 而 dy = 
dzidz2dzs ( 见 883 最 后 一 个 脚注 ) . 通过 定义 de = pV7dV 引入 电荷 密度 p， 
其 中 de 是 体积 元 VTdy 内 的 电荷 . 人 dz', 我 们 有 : 
dedzi = pdzivVTdzldz2dz3 = -VV 1 Tn 
(这 里 我 们 使 用 了 公式 -g = ygoo (84.10) ) . 乘积 V=gd0 是 不 变 的 四 维 体 
积 元 , 因此 四 维 电 流 矢量 等 于 
2 dz 
= - 硕 王 
(其 中 , dz*/dz9 是 坐标 随 “ 时 间 ”z? 变化 的 速度 , 其 本 身 并 不 是 一 个 四 维 矢 
) . 四 维 电流 矢量 的 分 量 j? 乘 以 Vg6o/c 是 电荷 的 空间 密度 . 
对 于 点 电荷 而 言 , 电荷 密度 p 表示 为 8 函数 的 和 , 类 似 于 公式 (28.1). 然 
而 , 在 这 种 情况 下 , 应 该 修正 这 些 函 数 在 曲线 坐标 条 件 下 的 定义 .我 们 将 仍 按 
照 以 前 那样 把 5(7) 理解 为 乘积 8(zl)8(z2)5(z3)， 而 不 考虑 坐标 zl,z2,z3 的 几 
何 意义 ; 那么 在 dV (而 不 是 V7dV) 上 的 积分 等 于 1 farav =1. 按照 8 
函数 同样 的 定义 , 电荷 密度 是 





(90.3) 


而 四 维 电 流 矢量 是 本 

. eaC 

J -2 J ro) (90.4) 
电荷 守恒 由 连续 性 方程 来 表达 , 与 (29.4) 的 不 同 之 处 仅 在 于 将 通常 的 微分 替 
换 为 协 变 微分 : 

ji = 8 si(V-Ei) =0 (90.5) 
(使 用 了 公式 (86.9) ) . 

采用 类 似 的 方法 可 以 对 麦克 斯 韦 方程 组 (30.2) 的 第 二 对 进行 推广 ; 将 其 

NE Ps es 


Phy (Ve) = — (90.6) 


(使 用 了 公式 (86.10) ) . 
最 后 , 引力 场 和 电磁 场 中 的 带电 粒子 的 运动 方程 可 通过 将 (23.4) 中 的 四 
维 加 速度 du'/ds 替换 为 Du'/ds 来 获得 : 


70C 一 一 = mc (全 十 rh ) = 一 Fekuwk (90.7) 
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习 题 
按照 如 下 定义 引入 三 维 矢量 妃 ,D 和 反对 称 三 维 张 量 Bos 和 Hoag: 
Eo 2 Fou, Bag Fap, 


1 
De = 一 VE00F0e， HP = VgooF™®. 9 


写 出 给 定 引 力 场 中 的 三 维 形式 的 麦克 斯 书 方程 组 (在 带 有 度 规 yap 的 三 维 空 
间 中 ) . 
解 : 上 面 引 入 的 各 量 是 不 独立 的 . 写 出 方程 式 


Foa = 一 Woigom Pn, FoF a 


并 引入 三 维度 规 张 量 和 Yag = 二 一 ga8 十 hgagB8 (g 和 h 凡 来 自 (88.11) ), 并 应 用 公 
式 (84.9) 和 (84.12) , 我 们 得 到 : 
Eb H°B 
和 二 一 全 Hs EB” — Er. 2 
二 8 te g (2) 
引入 矢量 互 ,五 , 它们 分 别 与 张 量 Boas 和 Haa 对 偶 , 按照 定义 
1 1 
和 = Ha = -5VieapyH™ (3) 
(对 比 888 习题 1 的 脚注 ); 引 入 负 号 的 目的 是 为 了 使 得 伽利略 坐标 系 中 的 夭 
量 及 和 电 等 同 于 通常 的 磁场 强度 ) . 那么 (2) 式 可 以 写成 下 面 的 形式 
E H 
万 = 一 十 再 xg， 卫 = 一 五 . 4 
X 区 5 (4) 
将 定义 (1) 引入 (90.2) 式 , 我 们 得 到 方程 
BBsg 0Bya 8Bg, 

















Be 
BBop BE。 OEs _| 
OT? O73 Dra 
或 者 ,过渡 到 (3) 式 中 的 对 偶 量 
divB=0, rotE= -5 (5) 


(z0 二 ct; 算 符 rot 和 div 的 定义 见 888 习题 1 的 脚注 ) 类似 地 ,我 们 从 
(90.6) 中 得 到 方程 
1 0 dzx° 


J Ba Wb 方 丙 (VD = -hrmp 
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或 者 用 三 维 的 矢量 表示 : 


divD = 4np, rotH = pe ee (6) 
其 中 s 是 分 量 为 sa = pdze/dt 的 入 量 . 
我 们 同样 将 连续 性 方程 (90.5) 写成 三 维 形式 


(VD) + dve =0 (7) 

读者 应 注意 到 方程 (5),(6) 与 物质 介质 中 电磁 场 的 麦克 斯 书 方程 组 的 
相似 性 (当然, 纯粹 是 形式 上 的 ) .特别 地 , 在 静态 引力 场 中 ,包含 对 时 间 的 
导数 的 各 项 中 的 V7 会 消失 ,而 关系 式 (4) 化 简 为 D = E/Vh,B = H/Vh. 
可 以 说 , 在 对 电磁 场 的 影响 这 一 方面 ,静态 引力 场 起 着 介 电 常数 和 磁 导 率 为 
Ee 二 几 = 二 1/Vh 的 介质 的 作用 . 


第 十 一 章 
引力 场 方程 


891 曲率 张 量 


让 我 们 再 来 讨论 矢量 的 平行 移动 的 概念 . 如 885 所 述 , 在 四 维 弯 曲 空间 
的 普遍 情形 下 , 一 个 矢量 的 无 限 小 平行 移动 被 定义 为 这 样 的 移动 , 在 这 个 移 
动 中 , 矢量 的 分 量 在 一 个 坐标 系 中 不 改变 , 这 个 坐标 系 在 指定 的 无 限 小 的 体 
积 元 内 是 伽利略 坐标 系 . 

假如 zx* = z'(s) 是 某 一 曲线 的 参数 方程 (s 是 从 菜 一 点 起 量 得 的 弧 长 )， 
那么 , 矢量 w= dz*/ds 就 是 与 该 曲线 相 切 的 单位 矢量 . 假如 我 们 所 考虑 的 曲 
线 是 测 地 线 , 那么 , 沿 着 测 地 线 Du’' = 0. 这 就 是 说 , 假如 将 失 量 w 从 测 地 线 
上 的 一 点 zx 平行 移动 到 同一 曲线 上 的 男 一 点 x! 十 dz', 那么 , 这 个 矢量 将 与 
在 zi 十 dz’ 点 与 测 地 线 相 切 的 和 失 量 w' 十 du 重合. 因此, 当 测 地 线 的 切线 沿 测 
地 线 本 身 移动 时 , 切线 将 自 平 行 地 移动 . 

男 一 方面 ， 当 两 个 矢量 平行 移动 时 , 它们 之 间 的 “ 夹 ” 角 显然 保持 不 变 . 
因此 我 们 可 以 说 , 任意 的 矢量 沿 着 任何 一 条 测 地 线 平行 移动 时 , 矢量 同 测 地 
线 的 切线 所 夹 之 角 保 持 不 变 . 换 句 话说 , 当 一 个 矢量 平行 移动 时 , 它 沿 测 地 线 
方向 的 分 量 在 路 程 的 所 有 点 上 应 当 是 不 变 的 . 

在 弯曲 空间 中 , 有 一 个 非常 重要 的 情况 ,一 个 矢量 从 一 给 定点 到 为 一 给 
定点 的 平行 移动 , 假如 沿 着 不 同 的 路 径 进行 , 会 得 到 不 同 的 结果 . 特别 地 , 由 
此 可 以 推断 , 假如 我 们 将 一 个 矢量 沿 着 某 一 条 闭合 回路 自 平行 地 移动 , 那么 ， 
在 回 到 出 发 点 时 , 这 个 矢量 将 不 与 原来 的 和 拓 量 重合 . 

为 了 了 解 这 一 点 , 让 我 们 考虑 一 个 二 维 弯曲 空间 , 即 任意 的 弯曲 面 . 图 
19 表示 被 三 条 测 地 线 所 包围 的 这 样 的 曲面 的 一 部 分 . 我 们 来 将 失 量 工 没 着 这 
三 条 曲线 所 构成 的 回路 平行 移动 . 在 沿 着 曲线 4B 移动 时 , 矢量 1 与 曲线 所 
成 之 角 保 持 不 变 , 而 当 到 达 B 点 时 则 变 为 矢量 2. 与 此 相似 , 在 沿 着 BC 移 
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动 时 , 矢量 2 变 为 矢量 3. 最 后 , 当 矢 量 沿 曲线 CA 从 C 点 移 到 4 点 时 , 它 
与 这 条 曲线 所 成 之 角 保 持 不 变 , 在 到 达 4 点 时 , 该 和 撩 量变 为 矢量 1', 而 矢量 
1 与 矢量 1 并 不 重合 . 





图 19 


现在 我 们 来 求 一 个 矢量 围绕 任何 无 限 小 的 闭合 回路 平行 移动 时 所 生变 化 
的 普遍 公式 . 这 个 变化 AAk 显然 可 以 写成 #84 的 形式 , 此 处 的 积分 是 沿 着 
一 给 定 回 路 而 取 的 . 用 表达 式 (85.5) 代替 54, 我 们 就 有 


A4= ¢ Ti,Aidz!: (91.1) 


被 积 函 数 中 的 矢量 4; 在 沿 回路 移动 时 是 变化 的 . 

为 了 对 这 个 积分 作 进 一 步 的 变换 ,有 必要 指出 以 下 内 容 . 在 回路 内 的 各 
个 点 上 矢量 4; 的 值 并 不 是 唯一 的 , 它们 依赖 于 我 们 到 达 该 点 所 经 过 的 路 径 . 
但 是 根据 后 面 得 到 的 结果 , 我 们 将 看 到 这 个 非 唯 一 性 与 二 阶 小 量 有 关 . 因此 
准确 到 该 变换 足够 的 一 阶 精 度 , 可 以 将 无 限 小 回路 内 的 点 上 的 矢量 4; 的 分 
量 看 做 是 由 回路 上 的 矢量 值 自身 所 唯一 决定 的 , 其 关系 式 是 54; = TnAndz!， 
也 就 是 说 , 由 以 下 导数 关系 决定 : 

04; 
Oz ! 

现在 对 积分 (91.1) 使 用 斯 托 克 斯 定理 (6.19), 并 考虑 到 所 研究 的 回路 包 

围 的 表面 的 面积 是 无 限 小 量 Af'", 我 们 得 到 





Tnh,. (91.2) 





Re 0(Tim Ai ) (ThAi) lm 

A 2 | Or! Orm Ss 
-1.2 oAi; Im 
-让 | 下 hi — Bem it Tem Bor 一 nh 各 | Af 


将 从 (91.2) 式 求 出 的 导数 代入 上 式 , 最 终 求 得 : 


太吉 区 过 = mn, (91.3) 
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式 中 ,Rikm 是 一 个 四 阶 张 量 ; 

Sr BT 总 
Or! Or™ 
(91.3) 式 的 左边 的 A4 是 在 同一 点 的 矢量 值 之 差 ， 是 一 个 矢量 ,由 此 可 
见 ,Ri km 是 一 个 张 量 . 张 量 Ri pm 称 为 曲率 张 量 , 或 称 为 黎 曼 张 量 . 

逆 变 矢量 A* 的 类 似 公 式 是 容易 求 得 的 . 为 此 , 我 们 注意 到 ,既然 在 平 

行 移动 时 标量 不 改变 , 因此 A(A*B) =0, 此 处 的 Bi 是 某 一 协 变 矢量 . 利用 
(91.3) , 我 们 有 


A AN 一 





FT (91.4) 


A(A*B.) = AXAB + BkAA* = 3A*BiR: kmAf™ + BAA = 
= B. (Au 5 im 人 | = 0， 
因为 矢量 Bi 是 任意 的 , 所 以 
AA* = -3 uA (91.5) 


假如 我 们 将 矢量 Ai; 对 z* 和 z! 进行 两 次 协 变 微分 , 那么 , 一般 来 说 , 与 
普通 微分 的 情况 不 同 , 所 得 结果 会 与 微分 的 次 序 有 关 . 结果 证 明 , hi,k; 一 Aiii;k 
这 个 差 将 为 我 们 上 面 所 介绍 的 同一 张 量 所 决定 . 就 是 说 , 我 们 有 公式 


Aski — Aatg = AmR™ in, (91.6) 
在 局 域 测 地 坐标 系 里 直接 计算 就 可 以 验证 这 个 公式 . 同 理 , 对 于 道 变 矢量 中 ， 
Me A pg = ATR an (91.7) 

最 后 , 也 很 容易 得 到 张 量 的 二 阶 导数 的 类 似 公式 (最 简便 的 方法 是 考虑 ， 


比方 说 , 一 个 形 如 4;Bx 张 量 的 特例 , 并 利用 公式 (91.6) 和 (91.7); 这 样 所 得 
到 的 公式 , 由 于 是 线性 的 , 所 以 对 于 任意 的 张 量 4ik 也 有 效 ) . 因此 ， 


Aiplim 本 Magsmil = AmR” kim 十 AnkR” im* (91.8) 


显然 , 在 四 维 平 直 空间 中 , 曲率 张 量 为 零 . 事实 上 , 在 平 直 空 间 中 , 我 们 
可 以 通过 选择 坐标 系 , 使 得 在 整个 空间 中 都 有 Ti = 0, 于 是 就 有 R’ km = 0. 
由 于 Rixm 的 张 量 特性 , 天 Am 在 任何 其 他 坐标 系 中 也 等 于 零 . 这 与 下 述 事 
实 有 关 , 即 在 平 直 空间 中 , 一 个 矢量 从 一 点 到 另 一 点 的 平行 移动 是 一 个 单 值 
的 运算 , 在 沿 着 一 条 闭合 回路 绕 行 时 , 该 矢量 不 改变 . 
”人 @ 公式 (91.7) 可 以 从 (91.6) 通过 升 高 指标 i 和 使 用 张 量 Rixtw 的 对 称 性 (892) 直接 得 到 . 
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逆 定 理 也 是 成 立 的 : 假如 户 km = 0, 那么 , 空间 就 是 平 直 的 . 事实 上 ， 
在 任何 空间 中 , 我 们 可 以 选择 一 个 坐标 系 , 这 个 坐标 系 在 一 个 指定 的 无 穷 小 
的 区 域内 是 伽利略 坐标 系 . 假如 R' km = 0, 那么 , 平行 移动 就 是 一 个 单 值 的 
运算 . 因此 , 借助 于 平行 移动 , 可 以 将 伽利略 坐标 系 从 这 个 已 知 的 无 限 小 区 域 
移 到 空间 的 所 有 其 余 的 区 域 , 这 样 就 对 于 整个 空间 建立 了 伽利略 坐标 系 , 也 
就 是 说 , 空间 是 欧 氏 的 . 

因此 , 曲率 张 量 为 零 与 否 是 判别 四 维 空间 是 平 直 还 是 弯曲 空间 的 准则 . 

我 们 指出 , 虽然 在 弯曲 空间 中 在 一 指定 点 也 能 选择 局 域 测 地 坐标 系 , 但 
同时 , 在 这 同一 点 上 的 曲率 张 量 并 未 化 为 零 (因为 Th 的 导数 并 不 随同 Ti 一 
齐 化 为 零 ) . 


习 题 


1. 求 洛 着 两 条 无 限 靠 近 的 测 地 世界 线 运动 的 两 个 粒子 的 四 维 相对 加 速 
度 . 
解 : 考察 一 簇 测 地 线 , 用 某 一 参数 vv 区 分 它们 ; 换 句 话说 ,世界 点 的 坐 
标 表示 为 函数 zi = zi(s,v) 的 形式 .对 于 每 一 个 v= const , 该 函数 就 是 测 地 
方程 (其 中 s 是 沿 着 世界 线 测 量 的 间隔 长 度 , 以 该 世界 线 与 一 个 给 定 超 曲 面 
的 交点 为 起 点 ) . 引入 四 维 矢量 
,oe 
1 
该 矢量 在 与 参数 值 v 和 w+ 十 6v 对 应 的 两 条 无 限 接近 的 测 地 线 上 连接 s 值 相同 
的 点 ， 
从 协 变 导数 的 定义 和 等 式 Dui/bu = 8ui/8s (其 中 w: = br/09s) 可 以 得 


bu = v6v, 


出 
WRU = AL (1) 
考虑 二 阶 导 数 : 
D2vwi , : 
ds2 = (vk) = (ui JR ): = pv + kV" it 





在 第 二 项 里 再 次 使 用 (1), 而 在 第 一 项 里 借助 于 (91.7) 改变 协 变 微分 的 次 序 ， 
就 得 到 
D2?vw: 
ds2 
第 一 项 等 于 零 , 这 是 因为 沿 着 测 地 线 ui.iut = 二 0. 引入 恒定 的 乘 数 60, 最终 得 
到 方程 


一 (wi uu RU + UT Rimpu tv. 





R’ imu un™ (2) 
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(此 方程 被 称 做 测 地 偏离 方程 ) . 
2. 写 出 不 存在 电荷 情形 下 四 维 势 的 麦克 斯 韦 方程 组 (使 用 洛 伦 兹 规范 ) . 
解 : 条 件 (46.9) 的 协 变 推广 具有 如 下 形式 : 


Ai,;=0. (1) 
使 用 公式 (91.7), 麦克 斯 书 方程 组 可 以 写成 
Fi to Ape *— A = Ap' s+ ATRim — Ain™* = 0, 
其 中 包含 的 Rik 来 自 (92.6) . 于 是 按照 (1) 式 : 
Mi — RnA* = 0. (2) 
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曲率 张 量具 有 对 称 性 , 为 了 完全 揭示 这 个 性 质 需 要 从 混合 分 量 谍 jm 变 
到 协 变 分 量 : 
Rigim = ginR” kim: 


经 过 简单 变换 , 很 容易 得 到 Rixwm 的 表达 式 如 下 : 





R; EX 和 Ogim Ogkl Sn O? gi 汉 giim 由 
km 9 \Brrtor Oridr™m OrtOrm Oridr! 
+gnp(TRTE, wh Tem Ti (92.1) 


从 这 个 式 子 立刻 可 以 看 出 下 面 的 对 称 性 质 : 


Rikim -= — Rkitm — Rikm!l, (92.2) 

Rikim = Rimik, (92.3) 
也 就 是 说 , 就 指标 i 认 和 lm 中 的 每 一 对 而 言 , 张 量 都 是 反对 称 的 ,而 如 果 将 
指标 对 i 认 和 lm 相互 交换 位 置 , 则 张 量 是 对 称 的 . 特别 地 ,Rikim 的 所 有 i= 上 
或 者 1 = m 的 分 量 都 为 零 . 


接 下 来 容易 验证 , 假如 我 们 轮换 Ririm 的 任意 三 个 指标 , 并 将 这 样 所 得 
到 三 个 分 量 相 加 , 那么 , 结果 将 为 零 . 


Tikim 十 Rimki 十 Fnk 一 0 (92.4) 


(其 余 的 此 类 关系 式 可 以 按照 (92.2) 和 (92.3) 的 性 质 从 (92.4) 自动 获得 ) . 
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最 后 , 我 们 还 要 证 明 下 面 的 比 安 基 恒等式 : 
RR" ihl;rm 本 imbk:l 人 RR ilm:k 二 0. (92.5) 


使 用 局 域 测 地 坐标 系 , 可 以 很 方便 地 检验 上 面 的 恒等式 . 由 于 它 的 张 量 
特性 , 关系 式 (92.5) 在 任何 坐标 系 中 都 是 有 效 的 . 将 (91.4) 式微 分 , 然后 将 
7 = 一 0 代入 ,在 考虑 的 点 上 ,我们 便 得 到 
BR 六 攻 人 

Or™ Drzmaxk Orzmor! 
利用 上 面 的 式 子 , 很 容易 证 明 (92.5) 的 确 是 成 立 的 . 

用 缩 并 的 方法 可 以 从 曲率 张 量 构造 出 一 个 二 阶 张 量 . 我 们 只 能 用 一 种 方 
式 进 行 这 种 缩 并 : 按照 指标 i 和 或 者 1 和 m 对 张 量 Rirwim 进行 缩 并 ,由 于 
其 反对 称 性 , 给 出 的 结果 是 零 , 而 按照 其 他 任何 指标 对 进行 的 缩 并 会 得 到 相 
同 的 结果 , 只 是 符号 可 能 相反 . 我 们 按照 下 面 的 方式 定义 张 量 Ri ( 它 被 称 为 
里 奇 张 量 ) 呈 : 











RB" thkl:vn — 


Ra = ink = BR ik. (92.6) 
按照 (91.4), 我 们 有 : 
l l 

大 一 二 让 2 FI IT (92.7) 

这 个 张 量 显 然 是 对 称 的 : 
Ri = Rui. . (92.8) 

最 后 缩 并 Ri , 我 们 将 得 到 不 变量 

下 :去 gi* Rix i gpm Rm (92.9) 

它 叫 做 空间 的 曲率 标量 . 


张 量 Ri 的 分 量 满足 微分 恒等式 , 它 由 比 安 基 恒等式 (92.5) 按照 指标 对 
i 和 ln 进行 缩 并 而 得 到 : 
(92.10) 


因为 有 (92.2) 一 (92.4) 的 各 关系 存在 , 并 非 所 有 的 曲率 张 量 的 分 量 都 是 
独立 的 . 我 们 现在 就 来 确定 曲率 张 量 的 独立 分 量 的 数目 . 

由 上 面 写 出 的 公式 给 出 的 曲率 张 量 的 定义 对 任意 维度 空间 都 适用 . 首先 
我 们 考虑 一 个 二 维 空间 的 情形 , 亦 即 考虑 一 个 普通 曲面 ; 在 这 种 情况 下 (区 
别 于 四 维 数值 ) 我 们 用 已 sea 表示 曲率 张 量 ,而 度 规 张 量 用 Yap 表示 ,指标 


@ 文献 中 也 使 用 其 他 的 方式 对 张 量 Rix 进行 定义 : 按照 第 一 个 和 最 后 一 个 指标 对 Riktm 进 
行 缩 并 . 这 样 的 定义 和 我 们 采用 的 定义 的 不 同 之 处 在 于 符号 . 
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a,b,… 可 以 取 1,2 两 个 值 . 由 于 ab 和 ed 当中 的 每 一 对 的 两 个 指标 都 应 该 有 
不 同 的 值 , 那么 显然 , 所 有 非 零 的 曲率 张 量 的 分 量 要 么 相同 , 要 么 仅 相 差 正 
负 号 . 这 样 一 来 , 在 这 种 情况 下 只 有 一 个 独立 的 分 量 , 例如 Plz12. 容易 发 现 ， 
在 这 种 情况 下 曲率 标量 等 于 


a 人 2， 三 [Yasl| i (7y12)*. (92.11) 
量 P/2 正 是 曲面 的 高 斯 曲率 K. 
和 1 
全 三 玉 一 Pp (92.12) 


其 中 mpa 是 曲面 上 给 定点 的 主 曲 率 半 径 (注意 , pt 和 pa 认为 具有 相同 的 符 
号 ,如果 它们 对 应 的 曲率 中 心 位 于 曲面 的 同一 侧 . 如 果 它 们 的 曲率 中 心 位 于 
曲面 的 不 同 侧 , 那么 它们 具有 相反 的 符号 ; 第 一 种 情况 下 K > 0, 而 第 二 种 情 
况 K <0)®. 
现在 我 们 过 渡 到 三 维 空 间 的 曲率 张 量 , 我 们 将 其 表示 为 Pays，, 而 度 规 张 

量 用 ?7as 表示 ，, 其 中 指标 a,B,… 可 以 取 1,2,3. 指标 对 8 和 ”6 总 共 可 以 取 
三 个 实质 上 不 同 的 数值 组 合 : 23, 31,12 (一 对 指标 内 的 置换 仅 改 变 张 量 分 量 的 
符号 ). 由 于 张 量 已 ss 在 这 些 指标 对 置换 时 是 对 称 的 ,所 以 总 共有 3.2/2 = 3 
个 带 有 不 同 的 指标 对 的 独立 的 分 量 , 同时 也 有 3 个 带 有 相同 指标 对 的 分 量 . 
恒等式 (92.4) 不 会 增加 新 的 限制 . 因此 , 在 三 维 空间 里 曲率 张 量 有 6 个 独立 
分 量 . 对 称 张 量 Ps 也 有 同样 多 的 分 量 . 因此 , 根据 线性 关系 Ps = gr74P。5p， 
张 量 Pays 的 所 有 分 量 可 以 用 已 es 和 度 规 张 量 7as 来 表示 (参见 习题 1) . 假 
如 我 们 选择 一 个 坐标 系 , 它 在 给 定点 是 笛 卡 儿 坐 标 系 , 那么 对 其 进行 适当 旋 
转 就 能 够 将 张 量 Ps 变 到 主轴 上 @. 因此 , 在 每 一 点 上 , 三 维 空间 的 曲率 由 
三 个 量 来 决定 @. 

@ 在 指定 点 (z = y= 0) 附近 以 下 列 形式 写 出 曲面 方程 > = z?/(2pi1) 十 总 /(2p2), 可 以 容易 
得 出 公式 (92.12) . 那么 曲面 上 线 元 的 平方 是 

dl? = ( 丰 写 ) dz2 十 ( 十 二 ) dy2 十 2 drdy. 


按照 公式 (92.1) (其 中 只 需要 带 有 ya 的 二 阶 导 数 的 项 ) 在 点 上 =z=0 上 计算 Piz1z 的 值 就 可 
以 得 到 (92.12) . 

@ 实际 计算 张 量 Pas 的 主 值 的 时 候 没 有 必要 在 给 定 的 点 转换 到 笛 卡 儿 坐 标 系 . 这 些 值 可 以 
确定 为 方程 |Pss -MX7asl=0 的 根 入 

四 了 Pup75 的 知识 使 得 我 们 能 够 确定 空间 里 任何 一 个 曲面 的 高 斯 曲率 K. 这 里 仅 指 
出 ,如果 zx1,z?,z3 是 正 交 的 坐标 系 , 那么 

ed Pl212 
i1722 一 (712)? 


就 是 垂直 于 xz? 轴 的 “平面 ”的 高 斯 曲率 . 这 里 的 “平面 " 理解 为 由 测 地 线 构成 的 曲面 . 
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最 后 , 我 们 来 讨论 四 维 空间 . 指标 对 认 和 lm 在 这 种 情况 下 可 以 取 6 个 不 
同 的 数值 组 合 : 01,02,03,23,31,12. 因此 Rixnm 具有 6 个 带 有 相同 指标 对 的 分 
量 和 6.5/2=15 个 带 有 不 同 指标 对 的 分 量 . 然而 , 后 者 的 所 有 的 分 量 并 不 都 
是 相互 独立 的 : 其 中 有 三 个 分 量 的 四 个 指标 都 不 相同 , 它们 可 以 按照 (92.4) 
用 一 个 恒等式 联系 起 来 : 


Roi2z3 十 Ros12 十 Roz31 = 0. (92.13) 


这 样 一 来 , 在 四 维 空间 里 曲率 张 量 一 共有 20 个 独立 的 分 量 . 

选择 一 个 坐标 系 , 它 在 给 定点 为 伽利略 坐标 系 , 考虑 这 个 坐标 系 的 旋转 
变换 (因而 gi 的 值 在 我 们 所 考虑 之 点 并 不 改变 ), 我 们 可 以 做 到 使 曲率 张 量 
的 6 个 分 量 为 零 (四 维 坐标 系 有 6 种 独立 的 旋转 方式 ). 因此 , 四 维 空间 每 一 
点 的 曲率 将 由 14 个 量 所 决定 . 

如 果 Ri = 0 , 那么 在 任意 的 坐标 系 中 曲率 张 量 总 共有 10 个 独立 分 量 . 
适当 的 坐标 变换 可 以 将 张 量 Rirwm〈 在 四 维 空间 的 给 定 的 点 上 ) 化 为 “正则 ” 
形式 , 此 时 它 的 分 量 通 常 可 用 4 个 独立 的 值 来 表示 ; 在 特殊 情况 下 这 个 数目 
还 可 以 更 小 . 

如 果 Ri 去 0, 那么 在 从 曲率 张 量 中 分 离 掉 用 分 量 Rix 表示 的 特定 部 分 
之 后 , 可 以 用 (和 Rik=0 时 ) 相同 的 方法 对 它 进行 分 类 . 就 是 说 , 构造 张 量 2 


1 1 
Giktm = Rigtm 一 3 Fugkm 十 3 img 十 
1 | 1 
+5 Rrigim 一 3 RrmBil 十 BR(SiSkm — BimBRkL): (92.14) 


容易 看 出 , 这 个 张 量具 备 张 量 Rirwm 的 所 有 对 称 性 , 但 是 按 指标 对 ( 记 或 km) 
进行 缩 并 后 得 到 和 零 . 
下 面 说 明 在 Ri =0 的 情况 下 如 何 对 曲率 张 量 的 正则 形式 的 可 能 种 类 进 
行 分 类 (4. 2Z. Petrov, 1950) . 
假设 四 维 空间 给 定点 上 的 度 规 已 化 为 伽利略 形式 . 我 们 把 张 量 Rirwm 的 
20 个 独立 分 量 的 集合 表示 为 以 下 面 的 方式 确定 的 3 个 三 维 张 量 的 总 和 : 
Aag = ERoaos， Cap = Teansepa Rysap Bag = Sears Ropns (92.15) 
下 面 (895) 我 们 将 看 到 , 真空 中 引力 场 的 曲率 张 量具 备 这 些 性 质 . 
@ 这 个 复杂 的 表达 式 可 以 写成 更 加 紧 资 的 形式 ， 
Ciktim = Rigtm — Ritigkjm 十 已 mg 各 ! 十 了 Reitignm， 
其 中 方 括号 的 涵义 是 沿 着 其 中 的 指标 进行 反对 称 运算 : 
Arik] 三 了 (4 — Axki)- 
张 量 (92.14) 称 做 外 尔 张 量 . 
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(eagy 是 单位 反对 称 张 量 ; 由 于 三 维度 规 是 笛 卡 儿 的 , 在 求 和 的 时 候 没 有 必 
要 对 上 下 指标 进行 区 分 ) . 张 量 4。s 和 Cas 按照 定义 是 对 称 的 ; 张 量 Bg 一 
般 来 讲 是 不 对 称 的 ， 而 按照 (92.13) 它 的 迹 为 零 . 按照 定义 (92.15) 我 们 有 ， 
例如 : 


Bii = Ro123, Bol = Roi31, B31 = Pollz， C11 = 已 2323,… 


容易 看 出 ,条件 Ri = giiRixm = 0 等 价 于 张 量 (92.15) 分 量 之 间 下 列 
的 关系 式 : 


Aaa EE 0, Bag ee Baa 4ap = (92.16) 
接 下 来 引入 对 称 的 复 张 量 
Dag = 7 (Aap + 2iBog8 — Cop) = Aog + iBog. (92.17) 


这 样 将 两 个 实 三 维 张 量 Aws 与 Bas 合并 为 一 个 复 张 量 正好 对 应 于 将 两 个 矢 
量 巨 和 五 合并 为 复 和 失 量 下 ( 见 825), 而 结果 中 产生 的 Dog 与 四 维 张 量 Rixim 
之 间 的 联系 对 应 于 五 与 四 维 张 量 i 之 间 的 联系 . 由 此 可 得 , 张 量 已 km 的 
四 维 变换 等 价 于 对 张 量 Da 进行 三 维 复 转动 . 

关于 这 些 转动 , 可 以 将 本 征 值 入 = X +i: 和 本 征 矢量 n。 (一 般 说 来 是 
复数 ) 定义 为 下 列 方程 组 的 解 


Dagng = Ma. (92.18) 


和 的 值 是 曲率 张 量 的 不 变量 . 由 于 迹 Du。 = 0, 方程 (92.18) 的 根 的 和 同样 为 
零 . 
AGO AD 十 XI3) =0. 


根据 独立 的 本 征 矢量 na 的 数目 , 我 们 接 下 来 对 曲率 张 量 进行 分 类 , 即 
将 它 归 为 彼得 罗 夫 正则 型 I 一 亚 几 种 可 能 的 情况 . 

I 型 . 具有 三 个 独立 的 本 征 矢 量 . 在 这 种 情况 下 它们 的 平方 nan? 不 为 零 ， 
并 且 通 过 适当 的 转动 可 把 张 量 Das, 从 而 随 之 把 4 和 Bas 转化 为 对 角形 
式 : 


XI) 0 0 
0 V = A 
(92.19) 
AD” 0 0 
Bog = 0 和 (2)” 0 


0 0 = = 
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在 这 种 情况 下 曲率 张 量 有 4 个 独立 不 变量 @. 
复数 不 变量 YD, A 可 以 用 复数 标量 以 代数 形式 表示 : 


1 3 村 
五 一 (RimR ee™ — Ri my 


E (92.20) 
12 6 Rikim Re _ 下 iRiim RPr Rpr -yy 
其 中 字母 上 方 的 星 号 代表 对 偶 张 量 : 
本 1 
Rikim = el lm* 


2 
借助 于 (92.19) 计算 了 ,a，, 我 们 得 到 : 


Es 了 (AGO)2 十 入 (2)2 十 和 (3)2)， Pe 3A XO AY 0 (92.21) 


这 些 公式 使 我 们 能 够 在 任何 参考 系 中 由 Rirwm 的 值 出 发 计算 和 ,A232. 

I 型 . 具有 两 个 独立 的 本 征 矢 量 . 其 中 一 个 的 平方 等 于 零 , 由 于 这 个 原 
因 它 不 能 够 当做 坐标 轴 的 方向 .但 是 , 可 以 认为 它 位 于 平面 zliz2 之 内 ; 那么 
nz 二 ini,n3 一 0. 相应 的 方程 (92.18) 给 出 : 


Diit+iDi2s=A, D2 — iD12=A, 
由 此 
Di 三 入 一 这， Dx»=A+ip, Diz=h. 


复数 值 入 = 和 +i 是 标量 并 且 不 能 改变 . 数值 六 经 由 适当 的 复 转动 可 以 被 赋 
予 任意 (不 为 零 ) 的 数值 ; 因此 可 以 不 失 一 般 性 地 认为 它 是 实数 的 . 结果 我 们 
得 到 以 下 实 张 量 A。g, Bag 的 正则 型 : 


0 A 0 0 
Aap=|4x NX 0 |， Bagp = 0 Witw 0 : (92.22) 
0 0 一 2X 0 0 一 2 
在 这 种 情况 下 总 共有 两 个 不 变量 X 和". 并 且 按 照 (92.21) 五 = 入 ,五 = 入 ， 
于 是 三 也. 


亚 型. 只 有 一 个 本 征 矢 量 , 且 其 平方 为 零 . 于 是 所 有 的 本 征 值 入 相同 , 并 
上 且 为 零 . 求解 方程 (92.18) 能 够 导出 Dil = D22 = Diz = 0, Di3 三 几 ,， D23 = iy, 


Vp 0 0 0 
4ase=10 0 01，Bae=|10 0 yp|. (92.23) 
A 0 0 0 4 0 


Q@ 对 于 存在 简 并 的 情形 , 即 当 XD = AX2) ,AD0”= X2)” 时 , 称 做 D 型 . 


. 298 . 第 十 一 章 引力 场 方程 


在 这 种 情况 下 曲率 张 量 完全 没有 不 变量 , 我 们 遇 到 了 独特 的 情况 : 四 维 空间 
是 弯曲 的 , 但 不 存在 可 以 作为 它 的 曲率 度量 的 不 变量 ®. 


习 题 


1. 用 二 阶 张 量 Pse 表示 三 维 空间 的 曲率 张 量 Pgys 
解 : 在 下 面 的 形式 中 求解 Pgys 


PupBys = Amy’Y85 一 4a57687 + ApsYary — Apy Yas, 


该 形式 满足 对 称 性 条 件 ; 这 里 Aag 是 某 一 个 对 称 张 量 , 它 和 Pog 之 间 的 联系 
通过 对 上 式 沿 指标 a 和 进行 缩 并 来 确定 . 这 样 得 到 


1 
Fap 一 47Tap 次 Aap, Aap 二 Pop > 4a? Yap 
最 终 ， 
Pp 
已 .675 = Payy88 — PasYBy + PasYay 一 PeyYas 十 3 (Vader — YayY85). 


2. 在 张 量 gi 是 对 角 张 量 的 度 规 中 ,计算 张 量 Rikim 和 Ri 的 分 量 . 
解 : 将 度 规 张 量 的 非 零 分 量 表 示 为 下 列 形式 


gi = eiesr, eo=1, ea=—l. 
按照 公式 (92.1) 的 计算 会 导出 下 列 非 零 的 曲率 张 量 分 量 的 表达 式 : 
Riik = eres ti (PpFrst PigrFi— FuPik— Fik), i#zk#!, 
Ru = ee (Fah — Pi; — Fii)+ ee (FF — Fe — Fi)— 


一 
mi,l 
(不 对 重复 指标 求 和 !) . 过 号 后 面 的 指标 表示 按 相 应 的 坐标 进行 普通 微分 . 
缩 并 曲率 张 量 的 两 个 指标 ,得 到 : 


Rig= >_ (FrFes+ FogPis— PiaFip— Fg), i#bk, 


1 天 让 大 
Rii = 和 [FisBis =— Fi — Bsit+ 
[天 
+ eieres tPF Fi Fa- Fn— Fr > 下] 


mi,l 
@ 同样 的 情况 也 出 现 于 存在 入 = 和 ”=0 简 并 的 I 型 中 ( 它 被 称 做 N 型 ). 
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893 引力 场 的 作用 量 


为 了 得 到 决定 引力 场 的 方程 , 必须 首先 决定 这 个 场 的 作用 量 $s. 对 场 的 
作用 量 与 粒子 的 作用 量 之 和 做 变 分 , 我 们 就 能 得 到 所 要 求 的 方程 . 


正如 电磁 场 的 作用 量 一 样 , 作用 量 5S。 应 当 用 积分 1 cv=aan 来 表示 ， 


积分 范围 遍及 全 部 空间 和 两 个 已 定 值 之 间 的 时 间 坐 标 z0. 这 时 我 们 的 出 发 点 
将 是 ,引力 场 方程 应 当 包 含 “ 势 " 的 不 高 于 二 阶 的 导数 (正如 电磁 场 方程 一 
样 ) . 既然 场 方程 是 通过 对 作用 量 做 变 分 而 得 , 那么 ,被 积分 式 G 就 应 当 包 
含 gix 的 不 高 于 一 阶 导 数 ; 因此 , G 仅仅 包含 张 量 gi 和 Ti 各 量 . 

然而 , 单 从 gi 和 Ti 各 量 不 可 能 构造 出 一 个 不 变量 . 这 一 点 可 以 直接 从 
如 下 事实 看 出 ， 即 只 要 坐标 系 选 择 适 当 , 我 们 总 能 使 所 有 的 ri 在 一 个 给 定 
点 为 零 . 然而 , 存在 有 标量 R (四 维 空间 的 曲率 ), 尽管 它 除了 包含 张 量 gin 
及 其 一 阶 导数 外 , 还 包含 gis 的 二 阶 导数 , 但 RR 是 gix 的 二 阶 导 数 的 线性 函 
数 . 因为 这 个 线性 关系 , 不 变 积分 式 ] Rv=san 可 以 利用 高 斯 定理 化 为 一 个 


不 包含 二 阶 导数 的 式 子 的 积分 . 就 是 说 ， | Rv=san 可 以 写成 下 面 的 形式 : 


上 RV-gdn = | GV-gdn + / EW dn, 


式 中 , G 仅仅 包含 张 量 gi 和 它 的 一 阶 导 数 , 而 在 第 二 个 积分 内 的 被 积分 函 
数 中 有 某 一 个 量 w' 的 散 度 的 形式 (详细 计算 见 本 节 之 未 ) . 按照 高 斯 定理 ， 
第 二 个 积分 可 以 变换 为 在 超 曲面 上 的 积分 , 这 个 超 曲 面包 围 着 另外 两 个 积分 
在 其 上 进行 的 四 维 体积 . 当 我 们 变 分 作用 量 时 , 右边 第 二 项 的 变 分 等 于 零 , 因 
为 在 最 小 作用 量 原理 中 , 场 在 积分 区 域 边 界 上 的 变 分 等 于 零 . 因此 , 我 们 可 
以 写 出 

8 ¥ RV-gdn =6 ¥ GvV=gdn. 


左边 是 一 个 标量 ; 因此 右边 的 式 子 也 是 一 个 标量 (G 本 身 当 然 不 是 一 个 标量 ) . 
G 这 个 量 满 足 上 面 所 提出 的 条 件 ,因为 它 只 包含 gi 和 它 的 一 阶 导 数 . 
于 是 我 们 可 以 写 出 


| 


3 
Og 一 -1x /ov 一 Ed12 一 -Gx /Rv 一 5df2， (93.1) 


式 中 大 是 一 个 新 的 普 适 常数 . 与 在 827 中 对 于 电磁 场 的 作用 量 所 做 的 相似 ， 
我 们 能 够 看 出 , 常数 大 应 当 是 正 的 (参见 本 节 末 ) . 

这 个 常数 大 称 为 引力 常数 .上 的 量 纲 可 以 从 (93.1) 式 直接 推出 . 作用 量 
的 量 纲 是 g .cm-2 .s-!. 所 有 坐标 的 量 纲 是 cm, 而 gix 则 没有 量 纲 , 所 以 RR 


. 300 . 第 十 一 章 引力 场 方 程 
的 量 纲 为 ecm. 结果 我 们 得 到 的 量 纲 为 cm3 .g 1.s- 2. 大 的 数值 是 
k=6.67x10 scm.g !.s 2. (93.2) 


应 当 指 出 , 我 们 可 以 令 上 等 于 1( 或 任何 其 他 没有 量 纲 的 数 ). 然而 , 质 
量 的 单位 在 这 种 情况 下 也 就 确定 了 9 . 
最 终 , 让 我 们 来 计算 (93.1) 式 中 的 G. 从 Rixk 的 表达 式 (92.7) , 我 们 得 到 
VER = V-ge*Rik = 
Si ar! ; 
= VB {se +e — esr rk}. 
对 于 右边 的 前 两 项 , 我 们 有 
t or % 
WV = Ort kg RT ) 一 [ha -CO (V/-Ee™) 


ik OD 1 
VB = (VE gg™ 1i)— 全 元 i ge™"). 


略 去 全 导数 , 我 们 便 求 得 
V—gG = Ti (Ve 大 Dr (VE 二 
—(Ti Tm a Ti IT)e" Veg. 
利用 (86.5) 一 (86.8) 各 公式 , 我 们 求 得 右边 的 前 两 项 等 于 Vg 乘 以 


2 Tg™* — Tm Tie — Th Tg™ = 


g*(2Tr rT — Ti TS — Ti Tn) = 
2g™ (TI Tm — Th Tn). 


最 后 , 得 到 
G= ge (TPIT, — ThT). (93.3) 


度 规 张 量 的 分 量 是 决定 引力 场 的 量 . 因此 , 在 对 于 引力 场 的 最 小 作用 量 
原理 中 , gix 各 量 正 是 变 分 的 对 象 . 然而 , 在 此 必须 作 下 面 的 基本 保留 . 明言 
之 , 我 们 现在 不 能 确定 在 一 个 实际 上 可 能 实现 的 场 中 , 作用 量 积分 对 于 gix 


@ 如 果 设 上 = cz?; 那么 ,质量 就 用 cm 来 度量 , 此 处 1cm = 1.35 x 102sg. 有 时 会 使 用 下 面 的 
量 取代 大 : 


Bt 大 二 人 
*= 5 一 186x10 2 nm 


它 被 称 为 爱 因 斯 坦 引力 常数 . 
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的 所 有 可 能 的 变 分 有 极 小 值 (而 不 只 是 极 值 ) . 这 与 下 面 的 事实 有 关 ， 即 不 
是 gix 的 每 一 个 变化 都 联系 着 时 空 度 规 的 变化 , 即 引 力 场 的 实际 变化 . 在 同 
一 个 时 空中 仅仅 从 一 个 坐标 系 变换 到 另外 一 个 坐标 系 , 分 量 gik 也 要 改变 .一 
般 来 说 , 每 个 这 样 的 坐标 变换 是 四 个 ( 依 坐 标的 数目 ) 独立 变换 的 集合 . 为 了 
除去 gi 那些 不 与 度 规 变 化 有 关联 的 变化 , 我 们 可 以 加 上 四 个 辅助 条 件 , 并 
且 要 求 在 变 分 时 必须 满足 这 些 条 件 . 因此 , 当 最 小 作用 量 原 理应 用 到 引力 场 
时 , 我 们 只 能 断言 , 我 们 能 够 加 四 个 辅助 条 件 在 gik 上 , 当 这 些 条 件 被 满足 
时 , 作用 量 对 于 gix 的 变 分 有 极 小 值 S. 

记 住 这 些 要 点 , 现在 我 们 来 证 明 引 力 常 数 应 当 是 正 的 . 作为 上 面 所 提 的 
四 个 辅助 条 件 , 我 们 令 三 个 分 量 goa 等 于 零 , 并 令 由 gae 的 分 量 所 构成 的 行 
列 式 |gas| 为 常数 : 


goa =0, |gag| = const; 
由 于 最 后 一 个 条 件 , 我 们 有 


Oga 8 
本 人 55|gap| 一 入 
在 作用 量 表达 式 的 被 积 函 数 中 , 我 们 有 兴趣 的 是 那些 包含 有 gik 对 于 xz0 的 导 
数 的 项 (比较 893 第 3 段 ). 利用 (93.3) 的 简单 计算 表明 , 在 G 内 的 这 些 项 是 
_1,00,08 75 Og8ay O885 
48 gg Bro OT0 
很 容易 看 出 , 这 个 量 在 本 质 上 是 负 的 . 事实 上 , 选择 一 个 空间 坐标 系 , 这 个 坐 
标 系 在 一 给 定时 刻 在 一 给 定点 是 笛 卡 儿 坐 标 系 (因此 gag = ge8 = -ap) , 我 


们 便 得 到 
法 确 Ogap ) 
48 Or y 


并 且 由 于 g”=1/goo > 0, 这 个 量 的 符号 是 显而易见 的 . 

因此 ， 只 要 gas 随 着 时 间 xz? 的 变化 足够 快 (在 沿 dx? 的 积分 限 间 的 时 
间 间 隔 内 ), 我 们 可 以 使 G 有 任意 大 的 值 . 假如 大 是 负数 , 那么 , 作用 量 就 应 
该 无 限制 地 下 降 (其 值 为 负 而 其 绝对 值 则 可 任意 地 大 ), 即 不 可 能 有 极 小 值 . 
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在 832 中 , 我 们 已 经 求 出 一 个 普遍 法 则 来 计算 任何 物理 体系 的 能 量 动量 
张 量 , 这 个 物理 体系 的 作用 量 为 四 维 空间 内 的 积分 (32.1) 所 决定 . 在 曲线 坐 

@ 但 是 , 必须 着 重 指出 ,我 们 说 过 的 一 切 , 并 不 影响 从 最 小 作用 量 原理 求 场 方程 的 过 程 
(895) . 这 些 方程 可 以 从 下 面 的 要 求 来 得 到 ,， 即 作用 量 必须 是 一 个 极 值 (就 是 它 的 一 阶 变 分 为 
零 ), 而 不 一 定 是 极 小 值 . 因此 , 在 求 场 方程 时 , 我 们 能 够 使 gi 全 部 分 量 的 变 分 都 是 独立 的 . 
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标 中 , 这 个 积分 应 当 写 成 : 
时 - 4V=Edp (94.1) 


(在 伽利略 坐标 中 g = -1, 则 5 回 到 = < /4avab . 积分 应 该 在 整个 三 维 空 


间 和 在 两 个 给 定时 刻 内 进行 , 就 是 说 积分 应 该 在 两 个 超 曲面 之 间 的 四 维 空间 
的 无 限 区 域内 进行 . 

如 在 832 中 已 经 指出 的 , 从 公式 (32.5) 计算 出 来 的 能 量 动量 张 量 一 般 来 
说 不 是 对 称 的 ,而 它 应 该 是 对 称 的 . 为 了 使 之 对 称 化 ,必须 将 有 -iwin 形式 
的 适当 项 加 到 表达 式 (32.5) 上 , 并 且 wirt = 一 wix. 

现在 我 们 要 提出 另 一 个 计算 能 量 动量 张 量 的 方法 ,这 个 新 方法 有 个 优 
点 ,就 是 它 立即 导出 对 称 的 表达 式 . 

在 (94.1) 中 , 我们 进行 了 从 坐标 zi 到 坐标 z= zi 十 &i 的 变换 ,此 处 &i 
是 一 些小 量 . 在 这 个 变换 下 , g* 是 按照 下 面 的 公式 变换 的 : 

pe 区) (中 + 二) 


Or™ 
之 gr (zx! ) gm PE a 
张 量 g* 在 这 里 是 z 的 函数 , 而 张 量 g* 则 是 原来 坐标 zx! 的 函数 . 为 了 将 所 
有 的 项 化 为 同样 一 些 变量 的 函数 , 我 们 将 g*(z! 十 €!) 展开 为 8! 的 寡 级 数 . 此 
外 , 略 去 &! 的 高 次 项 , 在 所 有 含 &! 的 项 中 用 g 代替 g 仅 . 于 是 , 我 们 求 得 
i i 0 BE Be: 
a/ (2!) = 2 gik(z! 去 él 2 Pe Ss 
a ee 
因此 , 我 们 最 后 得 到 g* 的 变换 式 如 下 : 


zi (94.2) 
对 于 协 变 分 量 我 们 有 : 
Bik = Bik+ Ogik, Ogik = —éik — Ek:i (94.3) 


(由 此 可 知 , 条 件 gg = 处 在 一 阶 小 量 的 精度 上 是 得 到 满足 的 ) . 
@ 我 们 指出 , 方程 
6 十 有 = 
确定 了 那些 不 改变 度 规 的 无 穷 小 坐标 变换 . 在 文献 中 它们 经 常 被 称 做 基 灵 方程 . 
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既然 作用 量 S 是 一 个 标量 , 那么 , 在 坐标 变换 时 它 不 改变 . 另 一 方面 , 作 
用 量 在 坐标 变换 时 的 变化 855 可 以 写成 下 面 的 形式 . 和 在 832 中 一 样 , 设 4 为 
决定 一 个 物理 体系 的 量 , 该 物理 体系 的 作用 量 为 $. 在 坐标 变换 下 , 这 些 量 4 
改变 6g. 但 是 , 在 计算 8S 时 , 我 们 不 必 写 出 与 9 的 变化 有 关 的 项 . 根据 这 个 
物理 体系 的 “运动 方程 ”, 所 有 这 些 项 全 相等 并 互相 抵消 , 这 是 因为 运动 方程 
正 是 根据 3 对 4 的 变 分 等 于 零 得 到 的 . 因此 , 只 须 写 出 与 gik 的 变化 相关 联 
的 项 就 足够 了 . 利用 高 斯 定理 , 并 且 在 积分 限 上 令 5g* = 0, 我 们 便 求 得 下 面 
形式 的 85: 








_1 /J av-s4 un , OV-8As Og 
55 = / 一 
0 一 -一 

Or! 


i OvV-—g4 9 0v 一 54 i 
/ dB 0 

















Oxr! 
现在 , 我 们 引入 下 面 的 符号 : 
人 
V8T i Oe ; (94.4) 


Or! 
这 时 , 55 将 取 如 下 的 形式 @@: 


1 . 
55 = 元 了 TSgik 二 5d72 = 他 上 Ti 大 5gikV 二 5d2 (94.5) 


(注意 g*6gix = 一 gk6g*, 因此 T*6gix = 一 Tin8g*). 将 56g* 的 表达 式 (94.2) 
代入, 利用 张 量 Ti 的 对 称 性 , 则 我 们 有 


1 。 1 
55 一 元 [ Tn(é* + EK) V8dn = - Tuéik VEdn. 
再 将 此 式 作 如 下 变换 : 
1 i ee 
55 = 了 /rseD)xv=5a0- | st V san. (94.6) 


@ 必须 着 重 指出 , 我们 在 此 所 介绍 的 对 称 张 量 g* 的 分 量 的 导数 的 表示 法 ,在 某 种 意义 上 有 
符号 的 特性 . 就 是 说 , 导数 9F/agi (F 是 g* 的 某 一 个 函数 ) 实质 上 只 有 在 dF = (8F/8g*)dg'* 
式 中 才 有 意义 , 但 是 在 求 和 式 (8F/8g*)dg'* 中 ,微分 dg* 的 i 关卡 的 项 出 现 两 次 . 因此 ,对 于 
i 关上 的 任 一 确定 的 分 有 量 g*， 在 求 F 的 具体 表达 式 对 它 的 微分 时 ,所 得 到 的 量 应 该 两 倍 于 用 
aF/agik 所 表示 的 量 . 当 我 们 遇 到 有 对 gx 求 导 的 公式 , 且 指 标 i, kk 有 一 定 的 值 时 , 必须 注意 到 
这 个 注释 . 

Q@ 要 注意 , 在 我 们 所 考虑 的 情形 中 , 十 个 量 5gi 并 不 是 独立 的 , 因为 它们 是 坐标 变换 的 结 
果 , 而 坐标 只 有 四 个 . 因此 从 5S = 0, 不 能 推断 人 kx = 0! 
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利用 (86.9) , 第 一 个 积分 可 以 写成 
9 ; 
:| Br VE) 


并 可 变换 为 在 一 个 超 曲 面 上 的 积分 . 既然 在 积分 的 两 个 限 上 , &i 为 零 , 那么 ， 
这 个 积分 就 应 当 为 0. 因此 , 令 55 等 于 零 , 我 们 就 有 


1 ; 
一 / THE V-gdn = 0. 
根据 &* 的 任意 性 , 可 以 得 出 结论 : 


Te = (94.7) 


将 此 式 与 在 伽 俐 略 坐 标 系 中 的 有 效 的 方程 (32.4) 8Ti:/9z* = 0 相 比 较 , 我 们 
看 出 ,用 (94.4) 式 定 义 的 张 量 Ti 应 当 与 能 量 动量 张 量 是 一 个 东西 一 一 至 少 
也 是 准确 到 一 个 常数 因子 . 不 难 验证 这 个 因子 等 于 1, 例如 , 按照 公式 (94.4) 
对 电磁 场 情 形 g 
A= 一 人 一 庆 丽 mg 

进行 计算 . 

因此 , 根据 (94.4) 式 , 将 函数 4 对 度 规 张 量 的 分 量 (和 它们 的 导数 ) 微 
分 , 我 们 就 能 够 计算 出 能 量 动量 张 量 . 这 时 , 获得 的 张 量 Ti 显然 是 对 称 的 . 
用 公式 (94.4) 计算 能 量 动量 张 量 , 不 仅 在 引力 场 存 在 时 是 便利 的 , 而 且 在 引 
力 场 不 存在 时 也 是 如 此 . 对 于 后 一 种 情形 , 度 规 张 量 没 有 独立 的 意义 , 形式 
地 过 渡 到 曲线 坐标 是 作为 计算 Ti 的 一 个 中 间 步 又 来 进行 的 . 

电磁 场 的 能 量 动量 张 量 的 表达 式 (33.1) 在 曲线 坐标 中 应 当 写 成 下 面 的 
形式 : 


Ti = 亡 (mum + i Fim Pmgu ) | (94.8) 
对 于 宏观 物体 , 能 量 动 量 张 量 等 于 (对比 (35.2) ): 
Tik = (p+ Euiuk — PEik. (94.9) 
我 们 指出 , Tbo 这 个 量 永 为 正人 @: 


Ti 0 (94.10) 


(混合 分 量 78 一 般 说 来 没有 确定 的 正 负 号 ). 
@ 事实 上 , 我 们 有 Too = eu3 + p(u3 -- goo). 第 一 项 永 为 正 , 在 第 二 项 中 ,我们 写 出 


0 cr 
oodz + goadz 
v0 三 gooud 十 goat” = i 


ds 
经 过 简单 变换 以 后 , 得 到 goop(dl/ds)2 的 di 是 空间 距离 元 (84.6) ; 由 此 可 以 清楚 地 看 出 Too 的 
第 二 项 也 为 正 . 对 于 张 量 (94.8) 也 可 以 同样 确认 . 


894 能 量 动量 张 量 . 305 . 
习 题 
考察 将 二 阶 对 称 张 量化 为 正则 形式 的 可 能 的 种 类 . 
解 : 将 对 称 张 量 4ik 化 到 主轴 上 意味 着 找到 那些 “本 征 矢量 "nmi, 对 它们 
有 
Airn® = Mn;. (1) 
对 应 的 主 值 (或 本 征 值 ) 入 为 下 面 四 次 方程 的 根 
[Aix — Mgik| = 0, (2) 


并 且 是 该 张 量 的 不 变量 . 数值 入 和 对 应 于 它们 的 本 征 矢量 可 以 是 复 的 . ( 张 量 
Aik 本 身 的 分 量 自然 可 以 假定 是 实 的 .) 

由 方程 (1) 出 发 采用 通常 的 方法 可 以 容易 地 证 明 , 对 应 于 两 个 不 同 主 值 
和 0) 和 和 (23) 的 两 个 矢量 nt 和 mt2) 相互 正 交 : 


nV nl2)s 一 十， (3) 


特别 地 ， 如果 方程 (2) 具有 复 共 斩 的 根 入 和 入 ,它们 对 应 于 复 共 瑟 的 入 量 mu 
和 n+, 那么 必须 有 





nin™ = 0. (4) 
张 量 Aik 通过 下 面 的 公式 由 自己 的 主 值 和 相应 的 本 征 矢 量 来 表示 . 
nik 
Aik 2, 入 7 (5) 


(只 要 任何 一 个 nunt 不 等 于 零 一 一 参见 下 文 ) . 

根据 方程 (2) 的 根 的 特征 , 能 够 出 现下 面 三 种 不 同 的 情况 . 

I. 入 全 部 的 四 个 主 值 都 是 实数 . 在 这 种 情况 下 和 拓 量 个 同样 是 实 的 ,而 由 
于 它们 都 是 相互 正 交 的 ,那么 它们 之 中 的 三 个 应 该 具有 类 空 方向 , 而 剩余 的 
一 个 具有 类 时 方向 (它们 可 以 按照 条 件 nint = 一 1 和 nint = 二 1 进行 归 一 化 ). 
沿 着 这 些 失 量 选 取 坐 标 轴 的 方向 , 我 们 把 张 量 化 为 如 下 形式 


入 (0) 0 0 0 
0 ”一 入 (I) 0 0 

太 压 二 6 0 _ (2) (6) 
0 0 0 = 和 9 


I. 方程 (2) 具有 两 个 实 根 (A(23), 和 (3)) 和 两 个 复 共 瑟 根 (和 ' 土 i 和 ”). 我 们 把 
对 应 于 最 后 两 个 根 的 复 共 斩 秋 量 721 ns 写成 ai + ib; 的 形式 ; 由 于 它们 仅 精 
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确 到 任意 的 复数 因子 , 那么 就 可 以 按照 条 件 mi = nin* = 1 对 其 进行 归 一 
化 . 同样 考虑 到 (4), 我 们 求 得 针对 实 舌 量 a;, b; 的 条 件 : 


aia’ 十 bib’ S30 aib’ 一 aia’ 一 bib: EF 


由 此 uiai = 二 1/2, bibi = 一 1/2, 就 是 说 这 些 矢 量 的 其 中 之 一 具有 类 时 方向 ,而 
另 一 个 具有 类 空 方向 局 . 沿 拓 量 在 ,下 ,mi mt 选取 坐标 轴 ，, 我 们 将 张 量 化 
为 (按照 (5) ) 如 下 形式 


六 2 时 和 
WW- 
Wy 0 


0 0 0 一 9 


于 .如果 矢量 ni 的 其 中 之 一 的 平方 为 零 (nint = 0), 那么 这 个 矢量 不 能 
选 做 坐标 轴 的 方向 . 然而 可 以 从 平面 zo0za 中 选取 其 中 之 一 , 使 得 矢量 ni 平 
放 在 其 中 . 设 这 个 平面 为 zorl. 那么 从 mi = 0 可 以 得 出 n0 = mn, 并且 从 方 
程 (1) 我 们 有 

4oo 十 4oi 三 和 Aio 十 Ali = 一 入 
由 此 
4oo =A+ph, Al1l=—A+p, 4ol = —h, 

其 中 必 并 非 不 变量 , 在 平面 zozl 中 旋转 时 会 发 生 改 变 ; 它 的 值 通 过 适当 的 旋 


转 总 是 可 以 化 为 实数 . 按照 其 他 两 个 失 量 ml2ii ,msii 选取 坐标 轴 I? ,7T3, 将 张 
量化 为 : 


入 二 + 上 —}# 0 0 
= 0 
A , 8 
0 0 -NM2) 0 (8) 
0 0 0 一 A(3) 


这 种 情形 相应 于 方程 (2) 的 两 个 根 (和 (0), 和)) 相等 . 

我 们 指出 ， 对 于 低 于 光速 运动 的 物质 ,物理 的 能 量 动量 张 量 Tik 只 有 第 
一 种 情况 能 够 成 立 ; 这 是 由 于 永远 应 该 存在 这 样 的 参考 系 , 在 其 中 物质 的 能 
流 , 即 分 量 Tao 等 于 零 . 对 于 电磁 波 的 能 量 动量 张 量 , 则 带 有 和 = 和 2) = 和 3) = 
0 (参考 833 的 脚注 ) 的 第 三 种 情况 成 立 ; 可 以 证 明 , 假如 不 是 这 样 , 会 存在 
这 样 的 参 者 系 , 其 中 能 流 会 超过 能 量 密度 与 光速 c 的 乘积 , 
”“@ 由 于 矢量 中 仅 有 一 个 应 该 具有 类 时 方向 , 方程 (2) 不 能 具有 两 对 复 共 罗 根 . 
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895 爱 因 斯 坦 方 程 


现在 我 们 可 以 来 推导 引力 场 方程 . 这 些 方程 可 以 从 最 小 作用 量 原 理 
5(Su 十 Sg) = 0 求 得 , 此 处 的 5S。 和 Sm 分 别 是 引力 场 的 作用 量 与 物质 的 作 
用 量 巴 . 现在 我 们 来 对 引力 场 , 即 gi 诸 量 , 进行 变 分 . 

先 来 计算 变 分 5S。. 我 们 有 


5 二 三品 站 = / sR/ -Bn = 
= / (RnV -gdg + Rng*8V -E+ e*V -ESR)dn. 
从 公式 (86.4), 我 们 得 到 


3 ; 
SEE = —ggik dg'™, 


ee 
2 
将 它 代入 前 一 个 方程 , 我 们 求 得 
5 | Rv=sa0= | re ik /二 ikS Ri /= 
B 一 Rix 38ikR og V 一 gd 人 2 十 8 5RikV 一 5d12. (95.1) 


为 了 计算 5Rik, 我 们 指出 , 虽然 Ti 并 不 构成 一 个 张 量 , 但 是 它们 的 变 
分 5Ti 却 构成 一 个 张 量 , 这 是 因为 TAkdz! 是 一 个 矢量 从 某 一 点 书 平 行 移 
动 到 一 个 与 之 相距 无 限 近 的 一 点 P' 的 变化 ( 见 (85.5) 式 ) . 因此 ,5744kdzt 
是 两 个 矢量 之 差 , 这 两 个 失 量 是 从 P 到 P' 的 两 次 平行 移动 的 结果 (一 次 平 
行 移动 有 不 变 的 于 ; , 另 一 次 有 变化 的 TT ) . 在 同一 点 的 两 个 矢量 之 差 是 一 
个 矢量 , 所 以 67i, 是 一 个 张 量 . 

我 们 应 用 局 域 测 地 坐标 系 . 这 时 , 在 给 定 的 点 , 所 有 的 Ti =0. 利用 Rix 
的 表达 式 (92.7) , 我 们 有 ( 记 着 , g* 的 一 阶 导数 现在 为 零 ) 
Bw l 
Or!’ 


0 


大 
5 直 oik = 


: 0 0 k0 
gw = g* {Borerh — Bardrh} 一 可 让 可 


式 中 
wi — git8Th — gi8Tk. 


既然 w! 是 一 个 矢量 , 我 们 可 以 把 所 得 的 关系 在 任意 坐标 系 中 写成 如 下 形式 


1 
g"6Rik = aa 


@ 引力 场 的 变 分 原理 由 希 尔 伯 特 指出 (D. Hilbert, 1915) . 
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(用 wi 代替 Bu!/6z' , 并 利用 (86.9) 式 ) . 因此 ,(95.1) 式 右 边 的 第 二 个 积分 
等 于 
esaRavV=5a0 = dy 


利用 高 斯 定理 , 可 以 变 为 w! 在 包围 整个 四 维 体积 的 超 曲面 上 的 积分 . 既然 场 
的 变 分 在 积分 边界 上 为 零 , 那么 这 一 项 应 该 为 零 . 因此 , 变 分 55g 等 于 @ 





和 1 ik 
bog = -x / (Rn = ewR) dg V—gd?. (95.2) 
我 们 指出 , 假如 从 场 的 作用 量 的 表达 式 
SS 
Se =3 -Gx /cv=aan 


出 发 , 那么 , 我 们 就 会 得 到 





本 a(GVvV—g) 0 a(GVvV—ge) a 

ose = 16x / WW Bm 
0 

Oz! 





将 此 式 与 (95.2) 比较 , 我 们 得 到 下 面 的 关系 式 : 





lm A © Oy # 
Rik 58ikR = VE Opik Br! Ogik (95.3) 
0 
or! 
对 于 物质 的 作用 量 的 变 分 , 根据 (94.5) 式 立 即 可 以 写 出 
1 3 
85m = 元 / Tdpit Vgdn, (95.4) 


式 中 , Ti 是 物质 (包括 电磁 场 在 内 ) 的 能 量 动量 张 量 . 由 于 引力 常数 太 小 ， 
只 有 对 于 质量 足够 大 的 物体 , 引力 相互 作用 才 起 作用 . 因此 , 在 研究 引力 场 
时 , 我 们 通常 应 该 讨论 宏观 物体 . 与 此 相应 , 对 于 Ts, 我 们 通常 应 当 用 表达 
式 (94.9). 

因此 , 从 最 小 作用 量 原 理 55% + 55。 = 0, 我 们 求 得 : 


1 87xtk 法 
一 (mm a8ikR Ti 5g”，V 一 8d1 = 0， 
@ 在 此 , 我 们 指出 一 个 有 趣 的 情况 . 假如 我 们 将 ri, 作为 独立 变量 , gi 作为 常数 , 然后 用 
ri 的 表达 式 (86.3) 来 计算 变 分 5 | RV=sap (用 (92.7) 式 的 Rin), 则 容易 验证 ,其 结果 恒 为 
零 . 反之 , 如 果 要 求 上 述 变 分 等 于 零 , 则 也 可 以 确定 Ti, 和 度 规 张 量 间 的 关系 . 
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由 于 5g* 的 任意 性 , 从 此 得 到 : 


Bk 
Rik 一 wgikR = 


5 A Tik, (95.5) 
或 者 , 写成 混合 分 量 的 形式 ， 
Re — 588R 二 7 (95.6) 


这 就 是 所 求 的 引力 场 方程 一 一 广义 相对 论 的 基本 方程 . 它们 被 称 做 爱 因 斯 
坦 方程 . 
将 (95.6) 对 于 指标 i 和 天 缩 并 , 我 们 求 得 


8X 太 
( 工 = 了 ) .因此 场 方程 也 可 以 写成 
Sk 1 
Rix = 一 (mm = suT) (95.8) 


爱 因 斯 坦 方程 是 非 线 性 方程 . 因此 , 对 于 引力 场 , 至 加 原理 是 不 适用 的 ， 
这 个 原理 只 在 弱 场 近似 时 才 成 立 , 这 种 条 件 下 人 允许 对 爱 因 斯 坦 方程 进行 线性 
化 (尤其 适用 于 经 典 的 牛顿 极限 下 的 引力 场 , 参见 899) . 

在 真空 中 , Tix = 0, 引力 场 的 方程 化 为 方程 


Rik = 0. (95.9) 


我 们 提醒 , 这 绝 不 意味 着 , 在 真空 中 时 空 是 平 直 的 ; 要 为 平 直 的 , 就 必须 满 
足 更 为 严格 的 条 件 Rixim = 0. 

电磁 场 的 能 量 动量 张 量 有 T? = 0 的 特性 ( 见 (33.2) 式 ) . 从 (95.7) 可 
知 , 在 仅 有 电磁 场 出 现 而 没有 任何 质量 的 情形 下 , 时 空 的 曲率 标量 为 零 . 

如 我 们 所 知道 的 , 能 量 动量 张 量 的 散 度 为 零 : 


7 二 0， (95.10) 


因此 方程 (95.6) 的 左边 的 散 度 应 当 为 零 . 按照 恒等式 (92.13) 实际 上 正 是 如 
此 . 

因此 ,方程 (95.10) 实质 上 已 经 包含 在 场 方程 (95.6) 之 内 . 另 一 方面 , 方 
程 (95.10) 表示 能 量 守恒 定律 和 动量 守恒 定律 , 还 包含 我 们 所 研究 的 能 量 动 
量 张 量 所 属 的 物理 体系 的 运动 方程 ( 即 物 质粒 子 的 运动 方程 或 第 二 对 麦克 斯 
韦 方 程 ) . 
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于 是 , 引力 场 方程 也 包含 产生 这 个 场 的 物质 本 身 的 方程 . 因此 产生 引力 
场 的 物质 的 分 布 和 运动 状态 是 绝对 不 能 随意 给 定 的 . 相反 , 它们 应 该 (通过 
求解 给 定 初 始 条 件 的 场 方程 ) 与 自身 产生 的 场 同 时 确定 . 

我 们 注意 到 这 种 情况 和 电磁 场 情况 的 原则 性 区 别 . 电磁 场 的 方程 (麦克 
斯 韦 方 程 ) 仅仅 包含 总 电荷 守恒 的 方程 (连续 性 方程 ), 但 是 不 包含 建立 场 的 
电荷 的 运动 方程 . 因此 电荷 的 分 布 和 电荷 的 运动 可 以 任意 规定 ,只 假设 总 电 
荷 不 变 就 行 了 , 给 定 电荷 分 布 , 借助 于 麦克 斯 韦 方 程 , 就 决定 了 电荷 所 产生 
的 场 . 

然而 必须 指出 , 在 爱 因 斯 坦 引 力 场 方程 的 情形 , 为 了 完全 决定 物质 的 分 
布 和 运动 , 还 必须 引入 物 态 方程 (当然 并 不 包含 在 场 方程 中 ), 即 联系 物质 压 
强 与 密度 的 方程 , 该 方程 应 该 与 场 方 程 同时 给 出 鱼 . 

四 个 坐标 zi 可 以 接受 任意 的 变换 . 用 这 些 变换 ,我们 可 以 给 张 量 gik 的 十 
个 分 量 中 任意 四 个 赋值 .因此 gix 的 各 分 量 中 未 知 的 独立 郴 数 只 有 六 个 .此 外 ， 
在 物质 的 能 量 动量 张 量 中 出 现 的 四 维 速度 wi 的 分 量 , 彼此 之 间 有 wiw* = 1 的 
关系 存在 , 因而 , 它们 之 中 只 有 三 个 是 独立 的 . 因此 , 我 们 相应 地 有 十 个 场 
方程 (95.5), 它们 确定 十 个 未 知 数 : 六 个 gix 的 分 量 , 三 个 wi 的 分 量 和 物质 
密度 s/c2 (或 它 的 压强 p) . 真空 中 的 引力 场 一 共存 在 六 个 未 知 量 (gi; 的 分 
量 ), 并 且 相 应 地 , 独立 场 方程 的 数量 也 会 减少 : 十 个 方程 Ri =0 由 四 个 恒 
等 式 (92.10) 联系 起 来 . 我 们 指出 爱 因 斯 坦 方程 的 结构 的 几 个 特殊 性 . 他 们 是 
二 阶 偏 微分 方程 组 . 但 并 非 十 个 分 量 gi 对 时 间 的 二 阶 导数 全 部 都 包含 在 方 
程 中 . 实际 上 , 从 (92.1) 可 以 看 出 , 对 时 间 的 二 阶 导 数 只 包含 在 曲率 张 量 的 
分 量 Rouos 中 , 它们 表现 为 -Ba/2 的 形式 ( 圆 点 表示 对 zx? 微分 ); 度 规 张 量 
的 分 量 go 和 goo 的 二 阶 导数 一 般 不 出 现 . 因此 可 以 明白 , 通过 对 曲率 张 量 
进行 缩 并 而 得 到 的 张 量 Ri, 以 及 方程 (95.5) 同样 只 包含 六 个 空间 分 量 gap 
对 时 间 的 二 阶 导 数 . 

同样 容易 看 到 , 这 些 导数 只 包含 在 8 方程 (95.6) 中 , 就 是 说 , 在 下 列 方 
程 中 


Re 一 368R = 18, (95.11) 
方程 86 和 5, 即 方程 
He 3R = -ag, R? = gn, (95.12) 


@ 实际 上 物 态 方 程 联系 着 不 是 两 个 , 而 是 三 个 热力 学 量 , 例如 物质 的 压强 、 密度 和 温度 . 但 
是 在 引力 理论 的 应 用 中 , 这 点 并 不 重要 , 因为 这 里 使 用 的 近似 的 物 态 方程 事实 上 与 温度 无 关 ( 例 
如 ,针对 稀薄 物质 的 方程 p = 0, 针对 强烈 压缩 物质 的 极端 相对 论 方程 p = sy/3 以 及 其 他 类 似 情 
形 ) ， 
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仅 包含 对 时 间 的 一 阶 导数 . 在 这 种 情况 下 经 检验 可 以 确认 , 通过 对 Ri 进 
行 缩 并 来 构造 量 Fo 和 R9 - 5 及 a (RN _ Fa) 时 ,Rusos 形式 的 分 量 的 确 消 
掉 了 . 从 恒等式 (92.10) 可 以 更 容易 地 看 出 这 一 点 , 将 其 写成 如 下 形式 : 


(B38) =- (R38 ) (95.13) 
2 ;0 2 ;or 
(i = 二 0,1,2,3). 包含 在 这 个 等 式 右边 的 对 时 间 的 高 阶 导 数 是 二 阶 导 数 ( 正 是 
出 现在 量 Re , R 里 的 ). 由 于 (95.13) 是 恒等式 , 那么 它 的 左边 应 该 相应 地 包 
含 不 高 于 二 阶 的 对 时 间 的 导数 . 但 对 时 间 的 一 阶 求 导 已 经 在 其 中 以 显 式 的 形 
式 出 现 ; 因此 表达 式 R9 一 (59R)/2 本 身 能 够 包含 不 高 于 一 阶 的 对 时 间 的 导数 . 

不 仅 如 此 , 方程 (95.12) 的 左边 也 不 包含 一 阶 导数 go 和 go (而 仅 包含 
导数 gup) . 实际 上 , 在 所 有 的 五 里 ,只 有 Tao0o 和 To.0o 包含 这 些 导 数 , 而 
这 些 量 照样 也 只 包含 在 Romos 形式 的 曲率 张 量 的 分 量 里 面 , 这 些 分 量 , 正如 
我 们 知道 的 那样 , 在 对 方程 (95.12) 的 左边 进行 构造 的 时 候 被 消 掉 了 . 

如 果 有 兴趣 求解 给 定 初 始 (按时 间 ) 条 件 下 的 爱 因 斯 坦 方程 , 那么 就 会 
出 现 这 样 一 个 问题 , 能 够 任意 给 定 多 少 个 量 的 初始 空间 分 布 . 

二 阶 方程 的 初始 条 件 应 该 包括 被 微分 量 本 身 , 以 及 它们 对 时 间 的 一 阶 导 
数 的 初始 分 布 . 但 是 由 于 在 当前 条 件 下 方程 只 包含 六 个 gagp 的 二 阶 导 数 , 因 
此 在 初始 条 件 里 不 能 任意 给 定 所 有 的 gi 和 gi. 于 是 ,可 以 给 出 (除了 物质 
的 速度 和 密度 外 ) 函数 gas 和 gs 的 初 值 , 在 这 之 后 从 4 个 方程 (95.12) 确 
定 go 和 goo 允许 的 初 值 ; 在 方程 (95.11) 里 名。 和 goo 的 初 值 仍然 是 任意 的 . 

在 以 这 种 方式 给 定 的 初始 条 件 中 包含 一 些 函 数 , 其 任意 性 只 和 四 维 坐 标 
系 选 取 的 任意 性 有 关 . 然而 只 有 那些 不 能 通过 任何 的 参考 系 选 取 而 减少 其 数 
量 的 “物理 上 不 同 ” 的 任意 函数 才 具 有 现实 的 物理 涵义 . 从 物理 上 的 理解 容 
易 看 到 , 这 个 数目 等 于 8: 初始 条 件 应 该 给 出 物质 密度 及 其 速度 的 三 个 分 量 
的 分 布 , 以 及 表征 (不 存在 物质 情形 下 ) 自由 引力 场 的 四 个 量 (参见 后 面 的 
§107) ; 对 于 真空 中 的 自由 引力 场 , 初始 条 件 只 应 给 出 最 后 四 个 量 . 


习 题 


写 出 恒定 引力 场 的 方程 , 将 对 空间 坐标 的 全 部 微分 运算 表示 为 在 带 有 度 
规 yag (84.7) 的 空间 中 求 协 变 导 数 的 形式 . 

解 : 引入 表达 式 goo = 二 hh,goa = 一 hga (88.11) 和 三 维 速 度 ua (88.10) .下 
文中 涉及 三 维 矢 量 gw, ya 和 三 维 标 量 hh 指标 的 升 高 和 降低 以 及 协 变 微分 的 
全 部 运算 都 在 带 有 度 规 Yag 的 三 维 空间 里 进行 . 
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要 寻找 的 方程 相对 于 下 面 的 变换 应 该 保持 不 变 : 
74 2 20 一 20 十 (zc)， (1) 


该 变换 不 会 改变 场 的 稳 态 性 质 . 但 在 这 种 转换 之 下 , 容易 示 明 (参见 888 第 一 
个 脚注 ) , ga 一 ga 一 0f/07°*，, 而 标量 h 凡 和 张 量 Yap = 一 ga8 十 hgag8 不 变 . 因 
此 可 以 明白 ,要 寻找 的 通过 ag,h 和 ga 表达 的 方程 仅 能 够 以 导数 组 合 的 形 
式 包 含 ga。， 这 些 叶 数组 成 三 维 反对 称 的 张 量 : 
i te 
fap = gB;a ga = Bra O78’ (2) 
该 张 量 相 对 于 上 面 指出 的 变换 是 不 变 的 . 考虑 到 这 种 状况 ， 可 以 显著 简化 计 


算 , 只 要 (在 计算 出 全 部 出 现 于 Ri 里 的 导数 之 后 ) 令 ga 王 0 和 guie 十 gpia = 
0 


克 里 斯 托 夫 符号 是 : 
1 
To ee 38 hia, 
i 
Too 一 7 ， 


1 
Teo = rhsa t+ 58 Jap 十 …， 


h 1 

i WM ;or 

08 po 586h ; 

1 /0g Ogp 1 

2 = 一 二 ”0 ee 4 | Y 站 
“op 一 一 全 本 < Dh (Bohsp + Bphsa) + By Nop + »., 

oa a h or or 
Ty = Apr — a (Bpfn +gyfa")+... 


这 里 省 略 挤 的 项 (用 省 略 号 代替 ) 是 矢量 ga 的 分 量 的 二 次 形式 ;在 Ri (92.7) 

中 进行 微分 后 我 们 令 ga = 0, 此 时 这 些 项 分 明 会 消失 . 在 计算 中 使 用 了 公式 

(84.9) , (84.12) ,(84.13) ; 3 是 按照 度 规 yap 构建 的 三 维 克 里 斯 托 夫 符 号 . 张 

量 Ti 按照 公式 (94.9) 计算 ,其 中 来 自 (88.14) (此 处 我 们 同样 令 go = 0). 
从 (95.8) 的 计算 结果 得 到 下 列 方 程 : 








v 


C2 


@ 为 避免 误解 我 们 强调 , 这 种 给 出 了 正确 场 方程 的 简化 计算 方法 , 会 不 适用 于 计算 Ri 自 
己 的 任何 分 量 , 因为 它们 相对 于 变换 (1) 不 是 不 变 的 . 方程 (3) 一 (5) 左边 指出 了 里 奇 张 量 的 那 
些 分 量 , 它们 实际 上 等 于 写 出 的 表达 式 . 这 些 分 量 相 对 于 变换 (1) 是 不 变 的 ， 


1 ee . i ap _ 3xk | e+p EE-p 
ho = FVMiS + fo ET c4 | 2 9 ) (3) 
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Ls Vh Sr p+e v? 
1 B(Vh);a = 一 二 (4) 
1— 


h 

可 月 .4 7 0 

i - 元 ( 同 

8xk | (p+e)v ev ep ap| : (5) 
“| 
2 (1- 扎 ) 
C 

这 里 P98 是 由 Yap 构建 的 三 维 张 量 , 正如 由 gik 构建 Rik 一 样 @ 
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在 没有 引力 场 存在 时 , 物质 (连同 电磁 场 ) 的 能 量 守 人 恒定 律 和 动量 守恒 
定律 是 以 方程 
oT ee 


Or | 


来 表示 的 , 这 个 方程 推广 到 有 引力 场 的 情形 是 方程 (94.7) : 


Tk -1 a(TfV-g) 10gk Tk! 
sh /EE Ot 一 


然而 在 这 种 形式 中 ,这 个 方程 一 般 说 来 并 不 表示 任何 守恒 定律 @. 这 种 
情况 与 下 述 事 实 有 关 , 即 在 引力 场 中 , 应 该 守恒 的 不 是 单独 物质 的 四 维 动量 
而 是 物质 和 引力 场 的 四 维 总 动量 ; 后 者 并 未 包含 在 TK 的 式 子 之 内 . 

为 了 决定 守恒 的 引力 场 和 其 中 物质 的 四 维 总 动量 , 我 们 以 如 下 方式 进行 
(L. D. Landau, E. M. Lifshitz, 1947) @. 我 们 这 样 来 选择 坐标 系 , 使 在 时 空 的 
某 一 给 定点 上 , 所 有 gik 的 一 阶 导数 都 为 零 (这 时 , gik 自身 不 一 定 具 有 伽 利 
略 值 ). 那么 , 这 样 , 在 该 点 , 方程 (96.1) 中 的 第 二 项 消失 , 而 在 第 一 项 中 ， 


@ 在 度 规 依 赖 于 时 间 的 一 般 情况 下 , 爱 因 斯 坦 方 程 也 可 以 用 类 似 的 方式 写 出 . 方程 中 除 空 
间 导 数 外 也 会 包含 量 yas;ga,h 的 时 间 导 数 . 参见 A. I. 3envmanoB//HAH CCCP. 1956, TT. 107. 
C. 815. (A. L. Zel'manov, Doklady Acad. Sci., U.S.S.R. 107, 815(1956)). 

@ 事实 上 , 积分 Tt Vgas 要 守恒 , 就 必须 满足 条 件 一 = 0, 而 不 是 满足 (96.1) . 
在 曲线 坐标 中 进行 829 里 在 伽利略 坐标 中 所 作 的 一 切 计 算 就 很 容易 证 明 这 一 点 . 除 此 以 外 , 只 须 
注意 下 面 的 事实 就 够 了 , 这 些 运 算是 纯 形 式 的 , 与 相应 的 基 的 张 量 特性 无 关 , 这 像 高 斯 定理 的 
证 明 一 样 , 后 者 在 曲线 坐标 中 的 形式 (83.17) 和 在 笛 卡 儿 坐 标的 形式 是 一 样 的 . 

图 我 们 可 能 有 这 个 想法 , 即将 公式 (94.4) 应 用 到 引力 场 , 将 4= -csG/(l6rk) 代 人 . 但 是 ， 
必须 着 重 指出 , 这 个 公式 只 能 应 用 到 以 不 同 于 g; 的 量 g 来 描写 的 物理 体系 ; 因此 ,这 个 公式 不 
能 应 用 到 为 g; 本 身 所 决定 的 引力 场 . 注意 , 在 (94.4) 式 中 以 G 代替 4 时 , 我 们 得 到 的 不 过 是 
零 而 已 , 这 一 点 从 关系 式 (95.3) 和 真空 中 的 场 方程 可 以 直接 看 出 . 


= 0. (96.1) 
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可 以 将 V=g 从 微分 符号 内 提出 , 因而 留 下 的 是 


0 
pr = 0. 
或 者 , 以 逆 变 分 量 表示 ， 
Tik 
i = 0. 
恒 满 足 这 个 方程 的 量 Ti 可 以 写成 下 面 的 形式 : 
i 0 ， 
Tik 一 PS Kt 
式 中 ,mm*t 是 对 于 指标 大,! 为 反对 称 的 量 : 


实际 上 , 不 难 将 T* ep 为 此 我 们 从 下 面 的 场 方 程 出 发 : 


2 t 大 i 
A = x (R -38 R)， 
对 于 Rex , 按照 (92.1), 我 们 有 
-Pe 1 im kp in Og gn O?gin Ogm 
本 2 攻 OriOr? drmAr? rt. 
(值得 提醒 一 下 , 在 我 们 所 考虑 之 点 ,所 有 Ti = 0). 经 过 简单 的 变换 , 张 量 
Tk 可 以 化 为 下 面 的 形式 : 
:Wy 0 人 1 ik lm i km 
T+ ol g)(e"g™"—g"g 中 
花 括 弧 内 的 式 子 对 于 大 和/! 是 反对 称 的 , 这 就 是 我 们 在 上 面 用 mr 来 代表 
的 量 . 既然 gix 的 一 阶 导 数 在 所 考虑 之 点 为 零 , 因子 1/(--g) 可 以 从 微分 符号 
9/9z! 下 提出 . 我 们 引入 符号 








hikt 一 站 Niktm (96.2) 
Wm (ee ete) (96.3) 
hiKt 的 各 量 对 于 上 和 1 是 反对 称 的 : 
hikt = hitk. (96.4) 
这 时 , 我 们 可 以 写 出 
pil 
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这 个 关系 是 在 9gik/6rzr' = 0 的 假设 下 导出 的 , 在 过 渡 到 任意 的 坐标 系 时 
不 再 有 效 . 在 一 般 情 形 下 , 差 Ohik/Bz! 一 (-g)T* 不 等 于 零 ; 我 们 用 (-8) 坛 
来 代表 这 个 差 . 于 是 , 根据 定义 , 我 们 有 
Ohi*! 


(oT) 





(96.5) 
tw 对 于 i 和 上 是 对 称 的 : 
tk Es tt. (96.6) 
这 可 以 直接 从 它们 的 定义 看 出 , 因为 像 张 量 T* 一 样 , 导数 Oh*/B8z! 也 是 对 
称 的 量 . 用 R* 表示 T*, 按照 爱 因 斯 坦 方程 , 可 得 关系 式 : 
4 3 1 局 PR 
(9 {二 (A* ~ Bsa) + 以) Ts (96.7) 


经 过 相当 元 长 的 运算 , 从 上 式 中 可 以 得 到 下 面 的 针对 t* 的 表达 式 : 


4 
C n 和 I 】 7 
16RR (2 TimT np 人 Tp mi ee yt lg™ gg ) 十 


TS En ITD. I pe Fe Ea TE TP,)+ 


ti = 
(96.8) 

TB) 

tg ™e"™n(Ti Th, = Te 
或 者 ,直接 用 度 规 张 量 的 分 量 的 导数 表示 : 

(一 gt = 内 做 i 5 gg i 十 Ls go gr™ 
16nk . 1771 ? MA 9 mm Dp 1 
一 (ELgmngken ,pg™? ,1+ ggmng'™ pgmP,I) 十 gmgn"pg ngem p+ (96.9) 
1 
+a(28"8"™ — gg8"™)(2gnpgar — Bpagnr)g™” ,92 ， 


其 中 g* = V 二 Egg 大 ， 而 指标 “, 表示 对 zx 的 普通 微分 . 

tw 有 一 个 本 质 上 的 特性 ， 就 是 它们 不 构成 一 个 张 量 ; 如 果 注 意 到 在 
Djhikl1/azl 内 出 现 的 是 普通 导数 而 不 是 协 变 导数 , 就 已 经 可 以 看 到 这 一 点 . 然 
而 tt 是 用 量 代表 示 的 ,而 后 者 在 坐标 的 线性 变换 下 与 张 量 的 表现 一 样 ( 见 
885) ,所 以 ,同样 的 情况 对 于 t* 也 能 应 用 . 

从 定义 (96.5) 可 知 ,T 区 十 t 夏 恒 满 足 方程 


0 , 
nt +t) = 0. (96.10) 
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这 表明 , 对 下 面 的 量 , 守恒 定律 是 成 立 的 . 
Pi= : | (—g)(T 41)dS,; (96.11) 


在 没有 引力 场 时 ， 在 伽利略 坐标 中 ，t*=0， 而 上 面 的 积分 化 为 
< /Tas 即 化 为 物质 的 四 维 动量 . 因此， 量 (96.11) 应 当 是 物质 和 引 


力 场 的 四 维 总 动量 . t* 诸 量 的 集合 称 为 引力 场 的 能 动 硒 张 量 . 
(96.11) 中 的 积分 可 以 在 包括 整个 三 维 空间 的 任何 无 穷 大 的 超 曲 面 上 进 
行 . 假如 我 们 选择 超 曲面 xz? = const 作为 这 个 面 , 那么 , P: 可 以 写 为 三 维 空 
间 积 分 的 形式 : 1 
Pi=- (gj(Tio + 10)dV. (96.12) 


物质 和 场 的 四 维 总 动量 表示 为 (-g)(T*+ 专 ) 的 积分 形式 , (一 g)(T** 十 ti) 
对 于 指标 i, 上 是 对 称 的 , 这 个 事实 非常 重要 . 它 表 明 由 下 式 定 义 的 四 维 角 动 
量 ( 见 832) 满足 守恒 律 @: 


蚜 ” = / (zidP — z*dP’) = 
= = | [ET 十 如 ) — (T+)](=g)dS. (96.13) 


这 样 一 来 , 在 广义 相对 论 中 , 引力 物体 组 成 的 封闭 系统 中 总 角 动 量 也 是 守恒 
的 , 并 且 除 此 之 外 , 像 原 先 一 样 可 以 给 出 作 匀 速 运动 的 惯性 中 心 的 定义 .能 
够 作 这 样 的 定义 和 分 量 M?° 的 守恒 有 关 (对 比 814), 该 守恒 用 下 面 的 方程 表 
达 : 

zo Ja +t°0)(—g)dV 一 /ee +t°°)(—g)dV = const, 


所 以 惯性 中 心 的 坐标 由 下 式 给 出 : 
下 rT +1°)(-g)dV 
. (T™ +10)(—g)daV 


选择 这 样 的 一 个 坐标 系 , 使 其 在 指定 的 体积 元 内 为 惯性 系 , 这 时 我 们 就 
能 够 使 所 有 的 tt 在 时 空 的 任意 一 点 为 零 (因为 这 时 所 有 的 Ti 为 零 ) . 另 一 


@ 必须 指出 , 我 们 所 求 得 的 物质 和 场 的 四 维 动量 的 表达 式 绝 不 是 唯一 可 能 的 . 恰恰 相反 ， 
我 们 有 无 穷 多 的 方法 (可 以 参看 , 例如 , 本 节 的 习题 ) 来 构造 出 这 些 表 达 式 , 这 些 表达 式 在 没有 
场 存在 时 化 为 Te , 而 当 沿 着 dS 积分 时 则 得 到 一 些 守 人 恒 量 . 然而 , 我 们 所 做 的 选择 是 唯一 能 同 
时 满足 以 下 两 个 条 件 的 选择 : 它 让 场 的 能 动 厦 张 量 仅 包含 对 gi 的 一 阶 (没有 更 高 阶 的 ) 导数 
(从 物理 学 的 观点 来 看 , 这 条 件 是 完全 自然 的 ), 且 又 保证 能 动 厢 张 量 的 对 称 性 (因而 可 以 得 出 
角 动 量 守恒 定律 ) 


Xe = (96.14) 
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方面 , 在 平 直 空 间 中 , 即 在 没有 引力 场 时 ， 只 要 我 们 用 曲线 坐标 代替 笛 卡 儿 
坐标 , 我 们 就 能 得 到 不 等 于 零 的 t 丰 . 因此 , 在 任何 情形 下 , 谈论 引力 场 能 量 
在 空间 的 定 域 化 是 没有 意义 的 . 假如 张 量 Ti 在 某 一 世界 点 为 零 , 那么 , 在任 
何其 他 参考 系 中 也 是 这 样 , 因而 我 们 可 以 说 在 这 一 点 没有 物质 或 电磁 场 . 相 
反 地 ， 从 一 个 恬 张 量 在 一 个 参考 系 的 某 一 点 为 零 的 事实 , 根本 就 不 能 断定 ， 
在 另外 一 个 参考 系 中 也 是 如 此 , 因此 , 谈 在 某 个 地 方 到 底 有 没有 引力 能 是 无 
意义 的 . 它 完 全 与 下 面 的 事实 相应 , 即 只 要 坐标 选择 得 适当 , 我 们 能 够 “ 消 
除 ”在 一 给 定 体积 元 内 的 引力 场 , 同时 , 根据 我 们 在 上 面 所 说 的 , 夸张 量 让 
在 这 个 体积 元 内 也 将 消失 . 

但 是 量 Pi (物质 和 场 的 四 维 动 量 ) 却 有 完全 确定 的 意义 , 刚好 在 基于 物 
理 考虑 所 需要 的 程度 上 与 参考 系 的 选择 无 关 . 

让 我 们 划分 出 一 个 包含 着 所 研究 全 部 质量 的 一 个 空间 区 域 . 随 着 时 间 的 
流逝 , 这 个 区 域 在 四 维 时 空 内 割 出 一 条 “通道 ”. 在 这 个 “通道 ”以 外 , 场 是 
减 小 的 , 因而 四 维 空间 逐渐 趋向 平 直 . 由 于 这 个 原因 , 在 计算 场 的 能 量 与 动量 
时 , 显然 我 们 必须 选择 这 样 的 四 维 参考 系 , 使 得 离 “通道 ”足够 远 处 , 坐标 系 
转变 为 伽利略 系 , 而 所 有 的 在 都 为 零 . 

根据 这 个 要 求 , 参考 系 当 然 绝 不 是 唯一 确定 的 , 它 在 “通道 ”以 内 还 可 
以 任意 地 选择 . 然而 , 就 量 Pi 的 物理 意义 而 言 , 它们 与 “通道 ”内 坐标 系 的 
选择 完全 无 关 . 实际 上 , 我 们 来 考察 两 个 坐标 系 , 在 “通道 ”内 是 不 同 的 ,但 
在 远离 “通道 ”的 地 方 , 这 两 个 坐标 系 转变 为 同一 个 伽利略 坐标 系 , 我 们 来 
比较 在 这 两 个 参考 系 内 的 四 维 动量 Pi 和 P" 在 确定 的 “时 刻 ”z? 和 xz? 的 值 . 
我 们 引入 第 三 个 坐标 系 , 这 个 坐标 系 在 时 刻 x? 在 “通道 ”内 与 第 一 个 参考 系 
统 重合 , 在 时 刻 z” 与 第 二 个 参考 系 重 合 , 而 在 “通道 ”以 外 , 则 是 伽利略 坐 
标 系 . 根据 能 量 守 恒 和 动量 守恒 定律 , 量 Pi 是 不 变 的 (dPi/dzx? = 0). 这 对 于 
第 三 个 坐标 系 是 如 此 ,对 于 前 两 个 也 是 如 此 ,从 此 可 以 断定 P' = P*, 这 即 
是 要 证 明 的 . 

前 面 已 经 提 过 , 量 t 夫 在 坐标 的 线性 变换 下 与 张 量 的 表现 一 样 . 因此 ,Pi 
对 于 这 样 的 变换 构成 一 个 四 维 矢 量 , 就 特例 言 之 , 它 对 于 在 无 穷 远 处 将 一 个 
伽利略 参考 系 转换 成 男 一 个 伽利略 参考 系 的 洛 伦 兹 变换 也 是 这 样 ®@. 

四 维 动量 Pr 同时 可 以 表示 为 沿 着 远 处 的 三 维 曲面 的 积分 形式 , 该 曲面 
囊括 “整个 空间 ”. 将 (96.5) 代入 (96.11), 我 们 得 到 
1 Ohit! 
sj Ba ™ 
”” @ 严格 地 说 , 在 定义 式 (96.11) 中 , Pi 仅 对 于 行列 式 等 于 1 的 线性 变换 是 四 维 矢量 ; 而 这 


里 有 关 的 是 那些 具有 物理 意义 的 洛 伦 兹 变换 . 如 果 允 许 带 行列 式 不 等 于 1 的 变换 , 那么 在 定义 
忆 时 应 该 引入 无 穷 远 处 的 数值 g, 即 在 (96.11) 的 左边 用 V=gwP' 取代 Pi. 


PP’ 
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利用 (6.17) 式 , 这 个 积分 可 以 化 为 在 普通 曲面 上 的 积分 : 
1 : 
P= 由 人 (96.15) 


假如 我 们 选择 超 曲 面 zu = const 作为 (96.11) 中 的 积分 面 , 那么 , (96.15) 中 
的 积分 面 就 变 为 纯粹 的 空间 曲面 @: 


1 , 
Pi= ¢ 已 ed (96.16) 


我 们 发 现 , 如 同 在 $105 里 将 要 指出 的 那样 , 在 定 态 情况 下 数值 ho 在 
离 物体 较 远 距离 处 按照 1/7? 的 规律 减 小 , 因此 积分 (96.16) 在 积分 曲面 处 于 
无 穷 远 处 是 有 限 的 . 

为 了 推导 角 动 量 的 类 似 公 式 , 将 (96.5) 代入 (96.13), 并 且 将 hi 表示 
为 (96.2) 的 形式 . 然后 进行 “分 部 ”积分 , 求 得 : 


1 i 入 KITT 02 Milmn 
i te 2 一 
到 :| (= DrmBz ”Br 5 


1 A Rb Vi a OMimn DXzpnn 
7 (z 3 ) dfim — i / (dS = 


2 i Rlm kilim 5 Rlin _ Vilkn 
0 fe h oh" df -| a (入 入 “)dq5:. 


从 数值 入 Ym 的 定义 容易 看 到 


Mitkn 六 MKlin a Mitnk 
所 以 剩 下 的 沿 dS 的 积分 等 于 


ONMink 1 
= ¢ Nmape., 


c Or™ 


最 后 , 再 次 选择 纯粹 的 空间 曲面 做 积分 , 最 终 得 到 : 





-yc ihKOa eA hioo i nt (96.17) 


@ df 这 个 量 是 “垂直 ”于 面 元 的 , 它 与 "切面 "元 df* 的 关系 是 (6.11) : :dj 和 = 了 etktmidjtm。 


在 垂直 于 xz" 轴 的 超 曲 面 的 边界 面 上 , 对 于 . ,只 有 4,m = 1,2,3 的 那些 分 量 不 为 零 , 因此 对 
于 df 人 ,只 有 当头 和 大 之 中 有 一 个 为 零 时 , df 相应 的 分 量 才 不 为 零 . 分 量 dfi。 不 是 别 的 ,就 是 
普通 曲面 的 三 维 元 的 分 量 , 我 们 简 以 dfe 表 之 . 


§97 同步 参考 系 “和 人 
习 题 
利用 公式 (32.5) , 求 物 质 和 引力 场 的 四 维 总 动量 的 表达 式 ， 
解 : 在 曲线 坐标 中 , 代替 (32.1) , 我 们 有 
$= | AV-8gavat, 


因此 , 为 了 得 到 一 个 守恒 的 量 , 我 们 必须 在 (32.5) 中 以 AV=g 代替 4, 因此 ， 
四 维 动量 有 下 面 的 形式 : 


pa | k 64 BO(V-84) 
n=s/ [vast + or sosoer | as 


在 将 这 个 公式 应 用 于 物质 时 ,对 于 该 物质 ,gl 与 gi 不 同 , 我 们 可 以 将 V=8 

从 微分 符号 下 提出 ,被 积 函数 就 可 以 化 为 VETK, 此 处 的 TK 是 物质 的 能 量 
4 

动量 张 量 . 当 我 们 将 同一 公式 应 用 于 引力 场 时 ， 必须 使 A 二 一 J6-EG， 而 4 

是 度 规 张 量 gik 的 分 量 . 场 和 物质 的 四 维 总 动量 因此 等 于 





了 了 ce k Og™ A(GV-&) 
B=} /Ttv-sas. + Ex / [ovast - - | ds. 
利用 G 的 表达 式 (93.3) ， 可 以 将 上 式 变 为 
把 :一 ee 
ek = 


在 花 括 号 内 的 第 二 项 是 在 没有 物质 时 引力 场 的 四 维 动量 . 被 积 函 数 对 于 指标 
i ,大 是 不 对 称 的 , 因此 我 们 不 能 得 到 角 动 量 守恒 定律 . 


897 同步 参考 系 


就 像 我 们 从 §84 节 所 知 的 那样 , 能 够 在 空间 的 不 同 点 同步 时 钟 的 条 件 可 
归结 为 度 规 张 量 的 分 量 goa 等 于 零 . 除 此 之 外 , 如 果 goo = 1, 那么 时 间 坐 标 
zo 二 t 表示 空间 内 每 点 处 的 固有 时 @. 我 们 把 满足 条 件 


goo 王 1， goa=0 (97.1) 
的 参考 系 称 做 同步 参考 系 . 在 这 样 的 参考 系 内 间隔 元 由 下 式 给 出 : 


ds? = df? — yagdr°dz?®, (97.2) 
@ 在 本 节 中 我 们 令 c= 1， 
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并 且 空 间 度 规 张 量 的 分 量 与 ga 的 分 量 相 等 (不 计 正 负 号 ): 


Nap = —Bap. (97.3) 


在 同步 参考 系 中 时 间 线 就 是 四 维 空 间 里 的 测 地 线 . 实际 上 ， 与 世界 线 
zl,z2,z3 二 const 相 切 的 四 维 矢 量 wi = dz'/ds 具有 分 量 va = 0,u®=1, 并 且 
自动 满足 测 地 方程 : 

+ Th = eG= 0, 
因为 由 条 件 (97.1) , 克 里 斯 托 夫 符号 1%, 7% 恒 等 于 零 . 

同样 容易 看 到 , 这 些 线 垂直 于 超 曲 面 t=const. 实际 上 , 垂直 于 这 样 的 超 
曲面 的 四 维 矢 量 w = 3t/9z' 具有 协 变 分 量 na = 0,no = 1. 由 条 件 (97.1) , 相 
应 的 道 变 分 量 也 是 ne® = 0,n9 = 1, 就 是 说 , 等 同 于 时 间 线 的 切线 的 四 维 矢 量 
好 的 分 量 . 

反 过 来 , 这 些 性 质 可 用 于 任意 时 空 内 同步 参考 系 的 几何 构建 . 为 此 我 们 
选择 某 一 类 空间 超 曲 面 作 为 起 点 , 就 是 说 , 在 该 超 曲 面 每 一 点 上 的 法 线 具 有 
类 时 方向 (位 于 以 该 点 为 顶点 的 光 锥 内 部 ); 在 这 样 的 超 曲 面 上 的 所 有 间隔 
元 都 是 类 空 的 . 然后 建立 垂直 于 这 个 超 曲 面 的 一 簇 测 地 线 . 如 果 现 在 选择 这 些 
测 地 线 作 为 时 间 坐 标 线 , 并 且 把 时 间 坐 标 圭 定义 为 从 起 始 超 曲 面 算 起 的 测 地 
线 的 长 度 s, 我 们 就 得 到 同步 参考 系 . 

显然 , 这 样 的 构建 , 以 及 同步 参考 系 的 选择 原则 上 总 是 可 能 的 . 此 外 ,这 
个 选择 还 不 是 唯一 的 . 形 如 (97.2) 的 度 规 人 允许 进行 不 影响 时 间 的 任何 空间 坐 
标 变 换 , 除 此 之 外 , 还 允许 在 几何 构建 时 , 有 一 个 和 选择 起 始 超 曲 面 的 任意 
性 相对 应 的 变换 . 

解析 地 变换 到 同步 参考 系 原 则 上 可 以 借助 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 进 行 . 这 
个 方法 的 原理 在 于 引力 场 中 粒子 的 轨迹 恰好 是 测 地 线 . 

在 引力 场 中 粒子 (其 质量 定 为 1) 的 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 为 

天 dr dr 
8 dzidzk 
(这 里 我 们 将 作用 量 表 示 为 r) . 它 的 全 积分 具有 如 下 形式 : 


=1 (97.4) 


r= (6 70) + A(E®), (97.5) 


其 中 f 是 四 个 坐标 z* 和 三 个 参数 &° 的 函数 ; 第 四 个 常数 4 看 做 三 个 和 的 
任意 函数 . 根据 7 的 这 种 表示 , 令 导 数 9r/66? 等 于 零 , 就 可 以 获得 粒子 的 轨 


迹 方 程 ， 即 
af 84 


5eca 一 Ba， (97.6) 
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对 于 参数 6e 的 每 组 给 定 值 , 方程 (97.6) 的 右边 具有 确定 的 固定 值 , 并 且 由 
这 些 方程 确定 的 世界 线 是 粒子 可 能 的 轨迹 之 一 . 选择 沿 着 轨迹 具有 恒定 值 的 
量 £° 作为 新 的 空间 坐标 , 而 的 值 作为 新 的 时 间 坐 标 , 我 们 就 得 到 同步 参 
考 系 , 并 且 所 求 的 从 旧 坐 标 到 新 坐标 的 变换 由 方程 (97.5) 、(97.6) 确定 . 实 
际 上 , 在 这 种 变换 中 时 间 线 的 测 地 性 自动 得 到 保证 , 并 且 这 些 线 将 垂直 于 超 
曲面 7=const. 最 后 一 点 显然 来 自 于 力学 类 比 : 垂直 于 超 曲 面 -0r/aex: 的 四 
维 矢 量 等 同 于 力学 中 粒子 的 四 维 动量 , 因此 其 方向 与 四 维 速度 w' 重合 , 也 
就 是 说 与 轨迹 切线 的 四 维和 拓 量 重合 . 最 后 , 方程 goo = 1 显然 得 到 满足 , 这 是 
由 于 作用 量 沿 轨迹 的 导数 -dr/ds 就 是 粒子 的 质量 , 我 们 将 其 取 做 1; 因此 
|dr/ds| = 1. 

我 们 在 同步 参考 系 中 写 出 爱 因 斯 坦 方 程 , 在 其 中 分 离 空 间 和 时 间 的 微分 

引入 符号 





jap = oe (97.7) 
以 表示 三 维度 规 张 量 的 时 间 导 数 . 这 些 值 自己 构成 三 维 张 量 . 对 三 维 张 量 xop 
移动 指标 和 进行 协 变 微分 的 所 有 运算 都 将 在 带 有 度 规 Yag 的 三 维 空间 里 进 
行 @. 我 们 指出 , 总 和 x& 是 行列 式 y= |yas| = 一 g 的 对 数 的 导数 : 
wyapONap _ 0 
Ne 二 村 SS FY: (97.8) 
针对 克 里 斯 托 夫 符号 求 得 表达 式 : 


1 1 & 
Iw=T%= T=0, Tag= axop, Ts=5*x8, Th=X, (97.9) 


其 中 XS, 是 由 张 量 Yas 构成 的 三 维 克 里 斯 托 夫 符号 . 按照 公式 (92.7) 的 计算 
导出 下 列 张 量 Rx 的 分 量 表达 式 : 


1 
Roo 一 一 5 克 准 一 4 从 礁 ， 
1 
Roa = = 了 (xip 一 5 。)， (97.10) 
10 1 
Rag = Pag 十 ob 十 可 (zap7z9 一 24xp7) 


这 里 Ps 是 由 yap 构造 的 三 维 里 奇 张 量 , 如 同 由 gi 构造 Rik; 下 文中 升 高 指 
标 和 协 变 微分 也 是 用 三 维度 规 Yas 进行 . 
@ 但 是 这 当然 不 适用 于 在 四 维 张 量 Ri , Ti (参见 (88.12) 前 的 脚注 ) 的 空间 分 量 上 移动 指 


标的 运算 . 就 是 说 ,T8 应 该 像 过 去 那样 理解 为 gs7rTYo +geoTba ,在 当前 情况 下 可 简化 为 8 7Tya， 
与 YYTya 差 个 正 负 号 . 
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我 们 把 爱 因 斯 坦 方程 用 混合 分 量 写 出 : 
玖 = 一 5 去 起 - x -地 区 = 8xk (2 -37), (97.11) 
Ro = (2 一 人 = 8rkKT0， (97.12) 
RB = 一 P8 一 总 (VT) = = 8nk (到 = 3687 ). (97.13) 


同步 参考 系 的 特征 是 它们 的 非 稳 态 性 : 在 这 样 的 参考 系 中 引力 场 不 可 能 
是 恒定 的 . 实际 上 , 在 恒定 引力 场 中 应 该 有 xapg = 0. 然而 在 存在 物质 的 条 件 
下 , 全 部 xas 变 为 零 在 任何 情况 下 都 会 与 方程 (97.11) 相 矛 盾 ( (97.11) 右边 
不 为 零 ) . 我 们 可 以 从 (97.13) 得 出 , 在 真空 中 全 部 Pa ,进而 三 维 曲 率 张 量 
Po 的 全 部 分 量变 为 零 , 也 就 是 说 , 完全 不 存在 场 (在 有 欧 几 里 得 空间 度 规 
的 同步 参考 系 里 , 时 空 是 平 直 的 ) . 

同时 , 填 满 空间 的 物质 一 般 说 来 相对 于 同步 参考 系 不 能 静止 . 从 下 面 的 
原因 来 看 这 是 显而易见 的 , 即 内 部 有 压强 作用 的 物质 的 粒子 一 般 说 来 不 沿 着 
测 地 世界 线 运动 ; 静止 粒子 的 世界 线 是 时 间 线 , 因而 是 同步 参考 系 中 的 测 地 
线 .“ 人 尘埃 状 ” 物质 (p = 0) 是 个 例外 情况 . 它 的 粒子 在 无 相互 作用 的 情况 下 
沿 测 地 志 界 线 运 动 ; 在 这 种 情况 下 , 相应 地 , 参考 系 同 步 性 的 条 件 与 它 同 物 
质 共 动 的 条 件 并 不 矛盾 中 ,对 于 其 他 的 物 态 方 程 ， 类 似 的 情形 只 有 在 个 别 条 
件 下 才 成 立 , 即 在 任何 方向 或 某 些 方向 上 不 存在 压强 梯度 的 时 候 . 

方程 (97.11) 可 以 表明 , 在 同步 参考 系 中 度 规 张 量 的 行列 式 -g=7? 必定 
得 在 有 限 的 时 间 内 变 为 零 . 

为 此 我 们 指出 ,这 个 方程 右边 的 表达 式 对 于 任意 的 物质 分 布 都 为 正 值 . 
实际 上 , 在 同步 参考 系 中 对 于 能 量 动量 张 量 (94.9), 我 们 有 : 

ee 

( 四维 速度 的 分 量 由 (88.14) 给 出 ); 这 个 值 显然 是 正 的 . 对 于 电磁 场 的 能 量 
动量 张 量 同样 也 成 立 (T= 0,79 是 场 的 正 能 量 密度 ) . 这 样 , 从 (97.11) 我 们 
有 : 


se o_10 从 

一 7 BB 0 (97.14) 

@ 但 是 在 这 种 情况 下 , 选择 “同步 共 动 ” 参考 系 的 可 能 性 还 必须 满足 一 个 条 件 , 就 是 物质 

的 运动 “不 带 有 旋转 ”. 在 共 动 参 考 系 中 四 维 速度 的 逆 变 分 量 uo = 1,u* = 0. 如 果 参 考 系 还 是 同 
步 的 , 那么 协 变 分 量 wo = 1,w =0, 因此 它 的 四 维 旋 度 必须 为 零 ; 


Uk 
wisk — wt = FE =0. 


但 是 这 个 张 量 等 式 应 该 在 任何 其 他 参考 系 中 都 成 立 . 半 是 ， 在 同步 的 , 但 不 共 动 的 参考 系 中 我 们 
从 中 得 到 三 维 速度 vw 的 条 件 roto = 0. 
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(等 号 在 真空 中 成 立 ) . 
按照 代数 不 等 式 包 
2 
mB hk 之 3 (Xa) 
可 以 将 (97.14) 写成 g 
1 oa\2 
Bt” 十 6 (*e) <0 
可 0 1 1 
i (97.15) 


假设 , 例如 某 个 时 刻 xe > 0, 那么 当 t 减 小 时 1/xe 的 值 也 减 小 , 并 且 它 的 导 
数 总 是 有 限 的 (不 为 零 ), 因此 1/xa 必定 在 有 限 的 时 间 内 (从 正 值 ) 变 为 零 . 
换 名 话说, x8 变 为 +co, 而 由 于 xa =9in7/60, 那么 这 意味 着 行列 式 7 变 为 
零 (并 且 按 照 不 等 式 (97.15) , 不 快 于 妈 ) . 如 果 在 初始 时 刻 xe < 0, 对 于 增 
长 的 时 间 将 得 到 同样 的 结果 . 

然而 这 个 结果 完全 不 能 证 明度 规 中 必定 存在 真实 的 物理 奇 点 . 物理 奇 点 
是 时 空 本 身 的 特性 , 与 所 选择 参考 系 的 特点 无 关 (这 样 的 奇 点 应 该 以 物质 密 
度 , 或 曲率 张 量 的 不 变量 等 标量 趋 于 无 穷 大 为 特征 ) . 同步 参考 系 中 的 奇 点 
(已 经 证 明了 其 不 可 避免 性 ) , 在 一 般 情况 下 实际 上 是 虚构 的 , 在 转换 到 另 一 
个 参考 系 ( 非 同步 的 ) 时 会 消失 . 从 简单 的 几何 论证 就 可 以 理解 它 的 来 源 . 

从 上 文中 我 们 看 到 , 构造 同步 参考 系 可 以 归结 为 构造 一 簇 正 交 于 某 个 类 
空 超 曲 面 的 测 地 线 , 但 是 任意 一 簇 测 地 线 一 般 说 来 会 在 某 些 包 络 超 曲面 上 相 
交 , 这 些 超 曲 面 是 几何 光学 中 焦 散 面 的 四 维 类 比 . 我 们 知道 , 在 给 定 的 坐标 
系 中 ,坐标 线 的 交叉 自然 地 产生 了 度 规 的 奇 点 . 所 以 , 与 同步 参考 系 的 特殊 性 
质 有 关 的 奇 点 的 出 现 有 几何 上 的 原因 , 因而 不 具有 物理 的 特征 . 一 般 说 来 , 四 
维 空间 的 任意 度 规 也 允许 存在 不 相交 的 类 时 测 地 线 簇 . 同步 参考 系 中 行列 式 
7 为 零 的 必然 性 意味 着 , 场 方程 允许 的 现实 ( 非 平 直 ) 时 空 (以 不 等 式 R 宕 0 
表达 ) 的 弯曲 特点 排除 了 存在 这 样 的 簇 的 可 能 性 , 所 以 在 所 有 的 同步 参考 系 
中 时 间 线 必定 彼此 相交 @. 
”” @ 将 张 量 x4 (在 任何 一 个 给 定 的 时 刻 ) 转化 为 对 角形 式 , 就 可 以 容易 地 确认 其 正确 性 . 

@ 在 同步 参考 系 中 , 伪 奇 点 附近 度 规 的 解析 构建 可 以 参考 文献 E. M. JInbmun, B. B. Cy- 
narxoB, MH. M. XanaraaroB//HKIT®. 1961. T. 40. C. 1847 (E. M. Lifshitz, V. V. Sudakov, I. M. 
Khalatnikov, JBETP 40, 1847, 1961) . 从 几何 的 理解 可 以 明白 这 个 度 规 的 一 般 特征 , 由 于 焦 散 超 曲 
面 在 任何 情况 下 都 包括 了 类 时 的 间隔 (类 时 测 地 线 在 与 焦 散 面 切 点 处 的 线 元 ), 它 不 是 类 空 的 . 
再 者 , 在 焦 散 面 上 度 规 张 量 yas 的 主 值 之 一 变 为 零 对 应 的 情况 是 : 两 个 相 邻 的 测 地 线 在 它们 与 
焦 散 面 的 切 点 上 相交 , 并 且 这 两 个 测 地 线 之 间 的 距离 (5) 变 为 零 . 在 到 达 交 点 前 5 按照 与 距离 


(1) 的 一 次 方 成 正比 的 关系 变 为 零 . 因此 度 规 张 量 的 主 值 以 及 行列 式 7 按照 正比 于 及 的 关系 变 
为 零 . 
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在 上 文中 我 们 提 到 , 对 于 尘埃 状 物质 , 同步 参考 系 同时 可 以 是 共 动 的 . 在 
这 种 情况 下 物质 密度 在 焦 散 面 上 变 为 无 穷 大 , 一 一 这 正 是 粒子 的 世界 线 (与 
时 间 线 重合 ) 相交 的 结果 . 但 是 显然 这 个 密度 的 奇 点 可 以 通过 引入 任意 小 但 
不 为 零 的 物质 压强 来 消除 , 因此 在 这 个 意义 上 它 也 是 非 物理 的 . 


习 题 


1. 求 真 空中 引力 场 方程 在 非 奇 异 的 正则 时 间 点 附近 的 解 的 展开 式 . 
解 : 按 约定 选择 被 考察 的 时 间 点 作为 时 间 原 点 , 我们 将 以 下 面 的 形式 求 
解 Yap 
"Jap = Gap 十 万 ap + tcag es (1) 


其 中 awg,bag,cap 是 空间 坐标 的 函数 . 在 同样 的 近似 中 , 北 张 量 为 : 
yy = a se tbo°s? 到 t?2(b°7bh cP), 


其 中 a98 是 aag 的 北 张 量 , 而 其 余 张 量 的 指标 的 上 移 借 助 于 a 进行 . 我 们 
还 有 : 
Hop = bag + 2tcag, x8 = +t(2c8 = 和 yb). 


爱 因 斯 坦 方 程 (97.11) 一 (97.13) 导出 下 列 关 系 式 : 


RY = -c+ 4g =0, (2) 
a" ) 十 
a 一 可 G 厅 7 “0 
3 (p768 | = 3 
+t -emt a B ?jia 十 mpt7 a 一 oa ~ ):8 = ( ) 
Re = -Pe — bab+ 500 -cg =0 (4) 


(三 ba,c 三 c&). 这 里 协 变 微 分 运算 在 带 有 度 规 aap 的 三 维 空间 里 进行 ; 张 量 
Psa 也 按照 这 个 度 规 来 定义 . 
从 (4) 式 可 知 , 系数 cag 完全 按照 系数 aag 和 bap 来 确定 . 于 是 (2) 式 
可 给 出 下 列 关系 式 
P+ 一 了 te 怒 一 站 (5) 
从 (3) 式 中 的 零 阶 项 可 得 : 
Es = i (6) 


在 这 个 方程 中 心 t 的 项 在 使 用 (2) ,(4) 一 (6) (和 恒等式 Phs = Pa/2; 对 比 
(92.10) ) 时 恒 为 零 . 
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因此 ,aa ,bag 的 12 个 值 相互 之 间 由 一 个 关系 式 (5) 和 3 个 关系 式 (6) 
联系 起 来 ， 于 是 剩 下 3 个 空间 坐标 的 8 个 任意 的 函数 . 其 中 的 3 个 函数 与 3 
个 空间 坐标 的 任意 转换 的 可 能 性 相 联系 , 其 中 一 个 函数 与 在 构造 同步 参考 系 
时 初始 超 曲面 的 选择 的 随意 性 相 联 系 . 相应 地 (参考 895 的 末尾 ), 还 剩 下 4 
个 “物理 上 不 同 ” 的 任意 函数 . 

2. 计算 同步 参考 系 中 的 曲率 张 量 REkim 的 分 量 . 

解 : 利用 克 里 斯 托 夫 符号 (97.9) , 我 们 按照 公式 (92.1) 可 以 得 到 


1 
Easy5 = 一 Eapy5 十 了 (za5xxpy 一 MaT3pg5)， 


1 
Roapgy = 0 (Xayip 一 Kapiy), 
1 过 1 ay 
7 Le8 ee A Bp? 
其 中 Pgwys 是 与 三 维 空间 度 规 Jag 相对 应 的 三 维 曲 率 张 量 . 
3. 求 不 破坏 参考 系 同 步 性 的 无 穷 小 变换 的 一 般 形 式 . 
解 : 变换 具有 如 下 形式 


Roaog 人 


t— t+ pr 2 0)， Te2 2 + (rT!, 7, 2 人)， 


其 中 p,&9 是 小 量 . p 不 依赖 于 七 保证 了 条 件 goo = 1 的 成 立 , 而 条 件 goa 二 0 
的 成 立 则 需要 满足 方程 


2 -2 
WwW Gn 
由 此 
6 = | v9at+t f°(e,r, 2) (1) 


其 中 fa 也 是 小 量 (构成 三 维 矢 量 了) . 在 这 种 条 件 下 空间 度 规 张 量 yap 可 按 
?ap — Tap ~ Ea:B — éB;a — PHapB (2) 
(在 公式 (94.3) 的 帮助 下 可 以 容易 地 证 实 ). 
可 见 , 该 变换 包含 空间 坐标 p, f° 的 四 个 任意 (小 量 的 ) 函 孝 ， 
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对 某 些 特殊 形式 的 度 规 而 言 , 确定 里 奇 张 量 的 分 量 (并 进而 写 出 爱 因 斯 
坦 方程 ), 一 般 说 来 需要 相当 繁杂 的 计算 .因此 考虑 使 用 各 种 公式 ,使 得 在 某 
些 情况 下 可 以 简化 这 些 计 算 , 并 且 以 更 加 直观 的 形式 把 结果 表达 出 来 , 是 十 
分 重要 的 . 以 标 架 形式 来 表达 曲率 张 量 就 属于 这 些 公式 之 列 , 
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引入 四 个 线性 独立 的 四 维基 准 矢量 ei,， (用 指标 a 编号 ) 的 集合 *， 只 需 
满足 下 列 要 求 

eta)e(b)i = Nab (98.1) 
其 中 wos 是 给 定 的 带 有 号 差 +- - -的 恒定 对 称 矩 阵 ; nos 的 道 和 矩阵 用 m8 表 
示 (wrenes = 68)@. 和 矢量 ei,) 的 标 架 同 时 引入 与 之 互 逆 的 矢量 e(%)i 的 标 架 
(用 上 方 标 架 指标 编号 ) , 按照 下 面 的 条 件 确定 


el ein 三 号 ， (98.2) 


即 , ef? 中 的 每 一 个 矢量 正 交 于 三 个 矢量 ei,), 其 中 5b 承 a. 等 式 (98.2) 乘 以 
ek ， 得 到 (ek,jel)eis) = eh), 由 此 可 见 , 和 (98.2) 同时 自动 地 成 立 等 式 


eet = (98.3) 
等 式 elueloi = we 两 边 同 乘 以 p*, 得 到 : 
eta (7 eloi) = 5; 
与 (98.2) 相 比 较 , 我 们 求 得 


pb 
el = mhrecoyi, ewi= nocel). (98.4) 


这 样 一 来 , 标 架 指标 的 上 移 和 下 移 可 以 利用 矩阵 me 和 moe 来 实现 . 

用 这 种 方式 引入 的 标 架 矢量 的 意义 在 于 , 度 规 张 量 可 以 经 过 它们 来 表 
达 . 实际 上 , 按照 四 维 矢量 的 协 变 分 量 和 逆 变 分 量 之 间 的 联系 的 定义 , 我们 有 
el) = gile(o)!; 这 个 等 式 乘 以 elwx 并 且 使 用 (98.3) 和 (98.4) , 我 们 求 得 : 


Bik = etajieia “一 Wa pel el A (98.5) 


带 有 度 规 张 量 (98.5) 的 线 元 的 平方 具有 形式 
ds? = nab(e(™ dri) (ek) dz*). (98.6) 


至 于 任意 给 出 的 矩阵 was, 最 自然 的 选择 就 是 “伽利略 ”形式 ( 即 带 有 元 
素 为 1, -1, -1, -1 的 对 角 和 矩阵 ); 在 这 种 情况 下 标 架 矢量 按照 (98.1) 是 相互 
* 称 为 标 架 , 故 基 准 矢量 亦 称 标 架 矢量 .一 一 中 译注 
@ 在 本 节 中 头 几 个 拉丁 字母 a,b,c,… 将 用 来 表示 给 基准 矢量 编号 的 指标 (以 下 称 标 架 指 
际 ); 四 维 张 量 的 指标 还 按照 以 前 那样 用 字母 1,.…。 表示 .在 文献 中 标 架 指标 习惯 上 用 括号 
中 的 字母 (或 数字 ) 表示 . 为 了 避免 公式 的 书写 过 于 烦 下 , 我 们 将 仅 在 标 架 指标 和 四 维 张 量 指标 
一 起 出 现 (或 相 齐 ) 时 才 使 用 括号 , 而 在 表示 自 定义 的 仅 具 有 标 架 指标 (例如 , yew 和 接 下 来 的 
Yase, Xasc) 的 量 时 我 们 将 省 略 括号 . 两 次 重复 的 标 架 指标 (如同 张 量 指标 一 样 ) 在 任何 地 方 都 表 
示 求 和 . 


898 ” 爱 因 斯 坦 方程 的 标 架 表示 es 


正 交 的 , 并 且 其 中 之 一 是 类 时 的 , 而 其 他 三 个 是 类 空 的 2. 然而 这 里 强调 一 
下 , 这 样 的 选择 绝 不 是 必须 的 , 可 能 存在 这 样 的 情形 , 由 于 这 样 或 那样 的 原 
因 (例如 , 按照 度 规 的 对 称 性 质 ) 适合 选择 非 正 交 的 标 架 @. 

四 维 矢量 4 的 标 架 分 量 (对 于 任意 阶 的 四 维 张 量 也 类 似 ) 定义 为 它 在 
四 维 标 架 矢量 上 的 “投影 ”: 


Ala) 一 eta Ai, Mta) 一 eV 4i 一 nAls). (98.7) 
反 过 来 : 
A; = el® Ala), A'= eta Al®. (98.8) 
我 们 以 这 种 方式 来 定义 “ 沿 着 a 方向 ”的 微分 运算 : 
i 0 
p09 = eye 
引入 接 下 来 需要 的 量 @@: 
Yabe 三 ela)isketb)ete) (98.9) 
以 及 它们 的 线性 组 合 


Mabe = Tabe 一 Yacb = A oe (98.10) 
= (e(a)isk 一 E(a)ksi)e(s)e(e) = (e(a)ik 一 ela)kjijeto)e(c)， 
(98.10) 中 的 最 后 一 个 等 式 由 (86.12) 导出 ; 我 们 指出 , Aape 的 值 可 以 通过 对 
标 架 矢量 进行 普通 的 微分 来 计算 . 
反 过 来 用 和 apc 来 表达 Yabc : 


1 
Yabe 一 3 (Mabe 下 Mbca ee Mcab). (98.11) 
这 些 量具 有 对 称 性 质 : 
Yabc 一 一 人 pac， (98.12) 
Aabe = 一 人 ac 


@ 选择 线性 形式 dzfe) = et“)dzi 作为 给 定 的 四 维 空间 单元 ( 取 “ 伽 利 略 ” wn。s) 里 的 坐标 轴 
的 线段 , 我 们 因此 在 这 个 单元 里 将 度 规 转化 为 伽利略 形式 . 再 次 强调 一 下 , dzte) 的 形式 一 般 说 
来 不 是 坐标 的 某 个 函数 的 全 微分 . 
@ 标 架 的 合适 的 选择 可 以 遵循 以 前 将 ds? 化 为 形式 (98.6) 的 办 法 ， 因此, 形 如 (88.13) 的 
ds? 表达 式 相 应 于 标 架 矢量 
et9) =(Vh,—Vhg), e™ = (0,e'"), 


这 里 e(“) 的 选择 依赖 于 空间 形式 dl!2. 
©® Yabe 称 做 里 奇 旋 度 系数 < 
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我 们 的 目标 在 于 确定 曲率 张 量 的 标 架 分 量 . 应 该 从 定义 (91.6) 出 发 , 该 
定义 曾 用 于 标 架 矢量 的 协 变 导 数 : 


etajiikil 一 E(a)itk = e(a) Enikl 


或 者 
R(a)(b)(e)(d) = (eta)aki 一 etajatk)etbje(c)e(d)， 
这 个 式 子 可 以 容易 地 用 量 Tabc 来 表示 . 我 们 写 出 


C(a)jik = Yabcel a 
而 在 下 一 个 协 变 微分 之 后 , 标 架 矢量 的 导数 再 次 以 同样 的 方式 表达 ; 在 这 种 
条 件 下 标量 yasc 的 协 变 导 数 与 它 的 普通 导数 相同 虽 . 结果 得 到 : 


Rootetd = Yabesd — Yabdie + Yabf (NY! od —Y! de) + Yafey! va — Yafdy! be (98.13) 


其 中 按照 一 般 规则 9 Yy” be 一 Wyabe, 等 等 . 
按照 一 对 指标 a, c 对 这 个 张 量 进行 缩 并 可 以 给 出 要 求解 的 里 奇 张 量 的 
标 架 分 量 ; 我 们 利用 Xapc 的 值 来 把 它们 表示 出 来 : 


1 
R(a)(s) = 一 可 (Mab ve 十 Abacc 十 入 cab 十 A cha 
, (98.14) 
十 XcdbAeda + XcdbXAdca 一 3% at 


后 , 我 们 提请 大 家 注意 , 上面 讲述 的 这 些 理论 计算 实质 上 和 度 规 的 四 
维特 性 没有 任何 联系 . 因此 得 到 的 结果 也 可 以 应 用 于 三 维度 规 上 的 三 维 黎 曼 
张 量 和 里 奇 张 量 的 计算 . 在 这 种 情况 下 , 自然 而 然 , 代替 四 维 矢量 的 标 架 , 我 
们 将 应 对 三 维 矢量 的 标 架 , 而 矩阵 wos 应 具有 号 差 十 十 十 (我 们 将 在 8116 遇 
到 这 种 应 用 ) . 


@ 为 便于 参考 , 我 们 列 出 采用 类 似 方 法 变换 过 的 任意 四 维和 撩 量 和 四 维 张 量 的 协 变 导 数 的 表 
达 式 


Aiskela) elo) = Ala),(s) 一 A yadab, 


(d) 


Aikieta)eto) ele) = Ala),(W,(e) 一 A (pydae + Ata) Yabe, 


等 等 . 


第 十 二 章 
引力 物体 的 场 


899 牛顿 定律 


现在 , 我 们 将 爱 因 斯 坦 场 方程 过 渡 到 非 相 对 论 力学 极限 .正如 在 887 所 
指出 的 , 关于 所 有 粒子 速度 很 小 的 假设 也 要 求 引力 场 很 弱 . 

在 887 中 , 我 们 求 得 在 所 考虑 的 极限 情形 下 , 度 规 张 量 的 分 量 goo (我 们 
所 需要 的 唯一 分 量 ) 是 


2 
go =1+ 六 


其 次 , 对 于 能 量 动量 张 量 的 分 量 ,我 们 可 以 用 表达 式 (35.4)T* = je?wiu*， 
其 中 j 是 物体 的 密度 (单位 体积 内 粒子 静止 质量 之 和 ; 我 们 省 略 了 jz 的 下 标 
0) . 因为 宏观 运动 也 认为 是 缓慢 的 ,那么 ,对 于 四 维 速度 wi ,我 们 应 当 略 去 它 
的 所 有 的 空间 分 量 ,而 仅仅 保留 时 间 分 量 ,就 是 说 ,应 当 令 ua =0,w = tuo = 1 
因此 , 在 TK 的 所 有 分 量 之 中 只 留 有 


79 = pe’. (99.1) 


标量 了 = 7i 将 等 于 同一 值 ye?. 
我 们 将 爱 因 斯 坦 方 程 (95.8) 写成 : 


2 cd4 多 
当 j 二 二 0 时， i 
Dh 


不 难 验 证 , 在 我 们 所 考虑 的 近似 情形 中 , 所 有 其 余 的 方程 都 恒 等 于 零 . 
在 从 普遍 公式 (92.7) 计算 R 时 , 我 们 要 注意 , 所 有 含 Ti 诸 量 的 乘积 
的 项 , 在 任何 情形 下 , 都 是 二 阶 小 量 . 含有 对 于 zx? = ct 的 导数 的 项 是 很 小 的 
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( 同 那 些 含 有 对 于 坐标 ze 的 导数 的 项 比较 ), 因为 它们 含有 额外 的 1/c 的 过 . 
结果 , 剩 下 PR = Roo = 67%/9z”. 将 


00 穴 一 5E Bip 


代 人 ，, 我 们 求 得 





因此 , 爱 因 斯 坦 方程 化 为 
Ap = 4nky. (99.2) 
这 就 是 非 相对 论 力学 中 的 引力 场 方程 . 我 们 要 注意 这 个 方程 完全 类 似 于 


电势 的 泊 松 方程 (36.4) , 只 是 在 此 处 以 质量 密度 乘 天 来 代替 了 电荷 密度 . 因 
此 , 与 (36.8) 相 类 似 , 我 们 可 以 立即 写 出 方程 (99.2) 的 通 解 如 下 : 


Cs SdV. (99.3) 


这 个 公式 决定 了 非 相 对 论 近似 下 任意 质量 分 布 的 引力 场 的 势 . 
就 特例 言 之 , 质量 为 m 的 单个 粒子 的 场 的 势 是 


km 


因此 , 作用 在 该 场 内 另外 一 个 粒子 (质量 为 m') 上 的 力 F = 一 m 2 等 于 


kmm’ 
R2? “ 





F=— 


这 就 是 众所周知 的 牛顿 引力 定律 . 

粒子 在 引力 场 内 的 势能 等 于 粒子 的 质量 乘 以 场 的 势 , 这 与 电场 内 的 势能 
等 于 电荷 乘 以 场 的 势 相 似 . 因此 , 与 (37.1) 相似 , 我 们 可 以 写 出 任意 质量 分 
布 的 势能 如 下 : 


(99.5) 


WE ;3 | uvav (99.6) 

对 于 离 产 生 场 的 质量 很 远 的 恒定 引力 场 的 牛顿 势 , 我 们 可 以 写 出 一 个 类 

似 于 在 840 和 841 中 对 静电 场 得 到 的 展开 式 . 选择 质量 的 惯性 中 心 为 坐标 原 

点 . 这 时 ,积分 jrdV 将 恒 等 于 零 ， 这 个 积分 与 电荷 体系 的 偶 极 矩 类 似 . 因 

此 , 与 静电 场 的 情形 不 同 , 在 引力 场 情形 中 , 我 们 总 能 够 消除 " 偶 极 项 ”. 因 
此 , 势 p 的 展开 式 有 下 面 的 形式 : 


M 92 1 
v=-k( 攻 + SDapsy Hr- 和 +) (99.7) 
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式 中 M 二 fuav 是 体系 的 总 质量 ,而 


Ja 二 warm 一 r26a8)dV (99.8) 
可 以 称 为 质量 的 四 极 矩 张 量 外 . 它 与 通常 的 转动 惯量 张 量 
“a= 人 ai — Tara)dV 
有 下 面 的 关系 式 : 
Dug = Joa6 一 3Jap. (99.9) 
由 给 定 质量 分 布 求 牛顿 势 是 数学 物理 中 一 个 分 支 的 主题 ; 阐述 有 关 的 各 


种 方法 并 不 是 本 书 的 任务 . 这 里 我 们 只 给 出 一 个 均匀 椭 球 体 产 生 的 引力 场 势 
的 公式 作为 参考 . 





设 椭 球 表面 由 如 下 方程 给 出 : 
六 
mtpmts=., a>b>w, (99.10) 
则 场 在 物体 外 任 一 点 的 势 由 如 下 公式 给 定 : 
oo 2 y2 人 
?= -muatck 上 人 a We 
R, = V(a?+s)(b? 十 sj(c2 + s), 
式 中 & 是 方程 
w y lp 99.12) 
mi ie re™ WD. 
的 正 根 . 椭 球 内 部 场 的 势 由 如 下 公式 给 出 
本 哪 72 212 22 \ ds 
P= -npabek 人 @ = py 装填 志 2 二 Re (99.13) 


它 同 (99.11) 的 区 别 在 于 积分 下 限 换 成 了 0; 我 们 注意 到 这 个 表达 式 是 坐标 
zy,2 的 二 次 图 数 . 

按照 (99.6) , 物体 的 引力 能 可 通过 将 表达 式 (99.13) 对 椭 球 体积 进行 积 
分 求 得 . 这 个 积分 可 以 用 初等 方法 完成 @ ,结果 是 : 


vr- 人 ii ce oN 
8 hb |5\ats i+s +s Np 


3km? } 2 1 2 ds 
= = 
S LL I Bi SE 
@ 在 此 , 我 们 将 所 有 指标 a,8 都 写成 下 标 , 没有 区 分 协 变 和 逆 变 分 量 , 因为 所 有 的 运算 都 
是 在 普通 的 牛顿 空间 ( 欧 几 里 得 空间 ) 中 进行 的 . 
@ 对 平方 zz, 刀 ,z2 积分 最 简单 的 做 法 是 , 通过 代 换 x = az',y = by,z = cz' 把 对 椭 球 体积 
的 积分 化 为 对 单位 球体 积 的 积分 . 
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(m = Tabcp 是 物体 的 总 质量 ); 对 第 一 项 作 分 部 积分 , 最 后 得 到 : 
3km? /~ ds 
ss 10 人 RR (99.14) 


出 现在 (99.11) 一 (99.14) 式 中 的 所 有 积分 , 都 可 以 用 第 一 类 和 第 二 类 椭 
圆 积 分 来 表示 . 对 于 旋转 椭 球 体 , 这 些 积 分 可 以 用 初等 吨 数 来 表示 . 就 特例 言 
之 , 旋转 扁 椭 球 (a =b>c) 的 引力 能 是 


3km? c 
Ue “a arccos Pp (99.15) 
而 对 于 旋转 长 椭 球 (a >5=c) 有 
3km2? a 
全 一 a 2 (99.16) 


对 于 球 (a = c) , 两 个 公式 都 给 出 值 UV = -3km2/5a, 这 个 结果 当然 也 可 由 初 
等 方法 得 到 @. 


习 题 
求 作 整体 旋转 、 且 引力 质量 分 布 均匀 的 流体 的 平衡 形状 
解 : 平衡 条 件 是 ,物体 表面 上 引力 势 与 离心 力 势 之 和 为 常量 : 
人 2 
pC— i + y) = const 


(从 是 角速度 ; 旋转 轴 是 z 轴 )) .满足 要 求 的 形状 是 旋转 扁 椭 球 . 为 求 得 它 的 
参数 ,将 (99.13) 代入 平衡 条 件 , 并 用 方程 (99.10) 消去 2?; 这 就 给 出 : 


2 ss) mr 
好 + 由 | 人 mr mh 全 TO- 
一 CODnSt ， 

由 此 得 出 ， 方 括号 内 的 表达 式 必 须 为 零 . 进行 积分 ,结果 得 到 方程 


(a? + 2c”) 3c” 1” 25 /4r 1/3 M2p 3 0 
(a2 一 c2)3/2 a a 2rki 6\3 m10/3k 


C= Sma?0 是 物体 绕 z 轴 的 角 动 量 ), 该 方程 对 于 给 定 的 M 或 从 决定 了 


@ 半径 为 a 的 均匀 球 内 部 场 的 势 为 


r2 
二 一 27 一 一 |. 
ko ( ) 
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两 半 轴 之 比 c/a. 比值 c/a 对 M 的 依赖 关系 是 单 值 的 ;c/a 随 着 M 的 增加 而 
单调 增加 . 

不 过 ,我 们 得 到 的 对 称 形状 仅 对 不 太 大 的 M 值 (对 于 小 扰动 ) 是 稳定 
的 . 对 于 M = 0.24k1/2m5/3j-16 (cfa=0.58) 将 失去 稳定 性 . 随 着 M 的 进 一 
步 增加 ,平衡 形状 变 为 b/a 和 c/a 值 (分 别 从 1 和 0.58) 逐渐 减 小 的 一 般 椭 
球 . 这 种 形状 对 于 M = 二 0.31k1/2m5/3j-16 (qa:b:c=1:0.43:0.34) 再 次 变 得 
不 稳定 中. 
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我 们 来 研究 一 个 具有 中 心 对 称 的 引力 场 . 任何 中 心 对 称 分 布 的 物质 都 可 
以 产生 这 样 的 场 ; 这 时 ， 当 然 不 仅 分布 必 须 是 中 心 对 称 的 , 而 且 物 质 的 运动 
也 必须 是 中 心 对 称 的 , 就 是 说 , 每 一 点 的 速度 必须 是 沿 着 径 向 的 . 

场 的 中 心 对 称 性 就 等 于 说 ,时空 的 度 规 ， 即 间隔 ds 的 表达 式 ,在 所 有 
与 中 心 等 距离 之 点 必须 一 样 . 在 欧 氏 空间 中 , 这 个 距离 等 于 径 矢 ; 在 非 欧 氏 
室 间 中 , 例如 在 引力 场 存 在 的 情形 下 , 没有 一 个 量具 有 欧 氏 径 失 的 一 切 特性 
(例如 , 既 等 于 到 中 心 的 距离 , 又 等 于 圆周 之 长 除 以 2r) . 因此 ，“ 径 和 撩 ”的 选 
择 现 在 是 任意 的 . 

假如 我 们 用 空间 “ 球 ” 坐 标 7,9,w, 那么 , ds? 的 最 广义 的 中 心 对 称 式 是 


ds2 = h(r,t)dr? + k(r,t)(sin? 0. dyp? 十 dg2) 十 
+l(r,t)dt? + alr, t)drdt, (100.1) 


式 中 ,a,h,k,! 是 “ 径 矢 "> 和 “时 间 ”t 的 某 种 函数 . 但 是 , 因为 在 广义 相对 论 
中 , 参考 系 是 可 以 任意 选择 的 , 所 以 我 们 还 可 以 对 坐标 进行 不 破坏 ds? 的 中 
心 对 称 性 的 任何 变换 ; 这 就 是 说 , 我 们 可 以 按照 公式 


r= fi(r’,t), t= fo(r,t), 


变换 坐标 r 和 t, 此 处 的 户 , fo 是 新 坐标 7',t' 的 任意 函数 . 
利用 这 种 可 能 性 , 我 们 这 样 来 选择 坐标 7 和 时 间 t, 首先 , 使 ds? 的 表 
达 式 中 的 drdt 的 系数 af， 和 为 零 ， 其 次 , 使 ds? 的 表达 式 中 的 第 二 项 的 系 
数 k(r,t) 简化 为 -r2.@ 后 一 要 求 意味 着 ， 径 矢 ” 是 这 样 定 义 的 : 使 一 个 以 
间 标 眼皮 擅 国 让 的 本 届 之 长 等 于 2rr (在 0 = xr/2 的 平面 内 的 圆 的 弧 元 等 于 
@ 有 关 这 个 问题 的 参考 文献 可 在 H. Lamb 的 著作 Hydrodynamics, XI, 1947 中 找到 . 
@ 必须 指出 这 个 条 件 并 未 唯一 决定 时 间 坐 标的 选择 . 就 是 说 , 它 还 可 以 进行 一 个 不 包含 
的 形 如 t= f(t') 的 任意 变换 ， 
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di = 二 rdw). 将 hh 和 1 分 别 写成 形 如 -eX 和 czez 的 指数 式 是 便利 的 , 此 处 的 入 
和 vw 是 r 和 t 的 某 种 函数 . 因此 , 我 们 得 到 下 面 的 ds? 表达 式 : 


ds2 一 erc2dt — 7?*(d0? + sin? 6. dp’) — e*dr?. (100.2) 


用 zziz2,z3 分 别 代表 坐标 ct,7,9,wp, 对 于 度 规 张 量 的 非 零 的 分 量 , 我 
们 有 以 下 表达 式 


类 2 2 ， 2 
g00 =e, giit=—e, g22=—7r’, B33 = —7° Sin 0. 


显然 


8g00 =e-", gl = -er 和， g22 = -r-2， pg3=—r-2sin-?0. 


用 这 些 值 , 不 难 从 公式 (86.3) 算出 fi. 计算 的 结果 如 下 (一 撤 表示 对 于 
r 微分 ,在 符号 上 的 一 点 表示 对 于 ct 微分 ): 


入 1 
了 T= [3%, = — sin0 cosb, 
二 入 X= a 一 其 1 2 一 入 
11 = 了 7e ; 22 三 一 Fe， lo= 万 e 9 


(100.3) 


1 Vv 
T= T= = 13 =cot0, To = 了， 


FS 三 Tl = 一 rsin2 be 一 人. 


Th 的 所 有 其 余 的 分 量 (除了 那些 只 需 交 换 指标 & 和 ! 就 能 从 所 写 出 的 分 量 
得 到 者 外 ) 都 为 零 . 

为 了 得 到 引力 的 方程 , 我 们 应 当 按照 公式 (92.7) 计算 张 量 及 . 的 分 量 . 
简单 的 计算 导出 下 面 的 方程 : 





8 二 1 
wa 一 一 @G ^ (= 十 三) 十 72， (100.4) 
1 0 nl 
4 dA = 4 二 必 ( 十 5 十 2 
1 ww 
tae ( 学 ) (100.5) 
St 1 
mio = —€ ( 计 一 7) 十 ra (100.6) 
0 (100.7) 
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( (95.6) 的 其 余 分 量 恒 等 于 零 ). 利用 (94.9)，, 能 量 动量 张 量 可 以 由 物质 的 能 
量 密度 s, 它 的 压强 p, 和 径 向 速度 wv 来 表示 . 

在 真空 中 , 即 在 产生 场 的 质量 以 外 ,方程 (100.4) 一 (100.7) 对 于 中 心 对 
称 场 这 一 非常 重要 的 情形 是 严格 可 积 的 . 令 能 量 动量 张 量 等 于 零 , 我 们 得 到 


下 面 的 方程 : ET 
2 Vv 
这 台 十 互 ) “i = 0, (100.8) 
| 1 
@ (> — 记 ) t= (100.9) 
A=0 (100.10) 


(我 们 没有 写 第 四 个 方程 ， 即 方程 (100.5) ,因为 它 可 以 从 其 余 三 个 方程 推 
出 ). 
从 (100.10) 式 直 接 看 出 , 入 与 时 间 无 关 . 此 处 , 将 (100.8) 和 (100.9) 相 
加 , 可 得 入 十 允 =0, 即 
入 十 也 三 f(t), (100.11) 


式 中 , f(t) 仅仅 是 时 间 的 函数 . 但 是 当 我 们 选择 间隔 ds? 为 (100.2) 的 形式 后 ， 
仍旧 可 以 作 一 个 形 如 t= f(t) 的 任意 的 时 间 变 换 . 这 样 的 变换 就 等 效 于 将 一 
个 任意 的 时 间 郴 数 加 到 > 上 , 并 且 借 它 的 帮助 , 我们 总 可 能 使 (100.11) 式 中 
的 f(t) 为 零 . 因此 ，, 不 失 任 何 普遍 性 , 我们 可 以 认为 +v=0. 由 此 我 们 注意 
到 , 真空 中 的 中 心 对 称 引力 场 自然 而 然 是 静态 的 . 

方程 (100.9) 是 容易 积分 的 , 其 结果 是 


e- =er=1+ > (100.12) 
因此 ， 在 无 限 远 处 (rr 一 oo) ,ee = ex = 1， 这 就 是 说 ， 在 与 引力 物体 
相距 很 远 之 处 ， 度 规 就 自然 而 然 地 变 成 了 伽利略 度 规 . 上 式 中 的 常数 容易 
用 物体 的 质量 来 表示 ， 只 要 要 求 在 远 距 离 处 ， 场 是 弱 的 ,牛顿 定 律 应 当成 
立 .@ 换 言 之 , 我 们 应 当 有 goo = 1 上 + 2p/cz , 此 处 的 势 具有 牛顿 力学 中 的 值 
(99.4) :p= 一 km/r (m 是 产生 场 的 物体 的 总 质量 ) . 从 此 显然 可 见 ,(100.12) 
式 中 的 const = 一 (2km/e?). 这 个 量具 有 长 度 的 量 纲 ， 称 为 物体 的 引力 半径 
rg: 


2kEm, 
Ti 一 





(100.13) 

@ 对 于 中 心 对 称 分 布 的 球形 空 腔 内 部 的 场 , 必 有 const = 0, 因为 若 不 如 此 , 度 规 在 +=0 
处 会 有 奇异 性 . 因此 , 这 样 的 空 腔 内 部 的 度 规 自然 是 伽利略 度 规 , 即 空 腔 内 部 没有 引力 场 (正如 
在 牛顿 理论 中 一 样 ). 
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因此 , 我 们 最 后 得 到 如 下 形式 的 时 空 度 规 : 


dr2 
1—rg/r 





ds2 = (1 肖 至 czdt2 — r2(sin? dp? 十 db2) — (100.14) 
爱 因 斯 坦 方程 的 这 个 解 是 史 瓦 西 得 到 的 (K. Schwarzschild, 1916) . 它 完 全 决 
定 了 任何 中 心 对 称 分 布 的 物质 在 真空 中 产生 的 引力 场 . 我 们 着 重 指出 , 这 个 
解 不 仅 对 于 静止 的 物质 有 效 , 而 且 对 于 运动 的 物质 也 有 效 , 只 要 求 这 个 运动 
也 有 中 心 对 称 性 (例如 , 中 心 对 称 的 脉动 ) . 我 们 注意 到 , 度 规 (100.14) 只 依 
赖 于 引力 物体 的 总 质量 , 恰 如 牛 顿 理论 中 类 似 的 问题 . 

空间 度 规 由 空间 距离 元 的 表达 式 
加 dr? 
1—re/r 


所 决定 ,坐标 7 的 几何 意义 决定 于 如 下 事实 , 即 在 度 规 (100.15) 中 , 其 中 心 
在 场 中 心 的 圆 的 周 长 是 2rr. 但 同一 半径 上 站 和 7 两 点 之 间 的 距离 由 以 下 积 
分 给 出 


d7” r2(sin2 gdp2 十 db2) (100.15) 


| 2 有 2 (100.16) 
"1 se 
此 外 , 我 们 看 到 , goo < 1. 结合 定义 固有 时 的 公式 (84.1) dr = Vgoodt/c， 
可 以 推断 
dr < dt. (100.17) 


只 有 在 无 穷 远 处 , 等 号 方 能 成 立 , 在 那里 ,t 与 固有 时 重合 . 因此 , 在 与 物质 
相距 有 限 距 离 处 的 时 间 比 在 无 穷 远 处 的 时 间 “ 走 得 慢 些 ”. 

最 后 我 们 再 介绍 ds? 在 距离 坐标 原点 很 远 处 的 一 个 近似 式 : 

ds? = ds2 一 (dr 十 czdt2). (100.18) 

第 二 项 是 对 伽利略 度 规 dsz 的 一 个 小 的 修正 . 在 与 产生 场 的 物质 相距 甚 远 处 ， 
每 个 场 都 是 中 心 对 称 的 . 因此 ,(100.18) 式 决定 与 任何 物体 体系 相距 其 远 之 处 
的 度 规 . 

在 讨论 引力 物质 内 部 的 中 心 对 称 引 力 场 时 , 也 可 以 作 某 些 一 般 的 考虑 . 
从 方程 (100.6) , 我 们 看 出 , 当 7 一 0 时 ,入 至 少 要 像 7 一样 快 地 趋 近 于 零 ; 
假如 不 是 如 此 , 那么 方程 右边 当 7+ 一 0 时 就 应 该 变 为 无 穷 大 了 , 就 是 说 ,7T9 
在 7=0 处 应 该 有 一 个 奇 点 , 然而 这 在 物理 上 是 荒 雇 的. 将 (100.6) 作 形 式 积 
分 , 其 边界 条 件 是 A|,-o = 0, 我 们 得 到 


A=—In @ — | Tor?ar ) , (100.19) 
0 
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因 从 (94.10), 有 7T9=e "Tbo 关 0, 由 此 可 见 入 0, 即 
eS (100.20) 
从 (100.4) 中 和 逐 项 减 去 方程 (100.6) , 我 们 得 到 : 
2 
要 (E 十 D) (i+ 与) 
0 = 0 


c2 
即 vw' 十 入 之 0. 但 对 于 7 一 oo (远离 物质 ), 度 规 变 为 伽利略 度 规 , 即 ”一 
0, 入 一 0. 因此 ,从 vw 十 入 上 宕 0 可 以 断定 ,在 整个 空间 中 都 有 


2 十 入 私 (0. (100.21) 
因为 入 0, 从 而 得 到 vv < 0, 即 
er <1. (100.22) 


这 些 不 等 式 表 明 ， 前 面 所 讲 的 真空 中 中 心 对 称 场 的 空间 度 规 的 性 质 
(100.16) 和 (100.17) 以 及 钟 的 快慢 同样 可 以 应 用 于 引力 物质 内 部 的 场 . 

如 果 引 力 场 是 由 一 个 “半径 ”为 a 的 球体 所 产生 , 那么 , 当 r>>a 时 ,我 
们 就 有 7T8 = 0. 对 于 r >a 的 点 , 公式 (100.19) 给 出 


使 以 上 两 式 相 等 , 我 们 得 到 公式 
m = 取 [ . Tor2dr, (100.23) 


这 个 公式 是 用 物体 的 能 量 动量 张 量 来 表示 物体 的 总 质量 . 
就 特例 而 言 , 对 于 物体 内 物质 的 静态 分 布 , 我 们 有 78 = s, 因此 有 


m=— | Er2dr. (100.24) 
0 
请 注意 , 积分 是 对 4rr2dr 进行 的 , 而 度 规 (100.2) 的 空间 体积 元 是 
dV = 4rr2ex/2d7， 


这 里 , 按照 (100.20) , e*/? > 1. 这 个 差 表 示 了 物体 的 引力 质量 亏损 . 
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习 题 


1. 求 史 瓦 西 度 规 (100.14) 的 曲率 张 量 的 不 变量 . 
解 : 用 (92.1) 式 和 来 自 (100.3) 的 Ti (或 用 892 习题 2 获得 的 公式 ) 进 


行 计 算 , 得 到 曲率 张 量 非 零 分 量 的 下 列 值 : 





ne 
73 sin2 8 2r2 
Ri313 7 . 
= 5 R2323 = 一 Tg sin2 0. 





Ri212 = = ， 


对 于 (92.20) 的 不 变量 五 和 环 , 我 们 得 到 : 
a 
i (5) lh” 烙 二 全 


(包含 对 偶 张 量 eiwm 的 乘积 恒 等 于 零 ) . 该 曲率 张 量 属 于 彼得 罗 夫 分 类 的 
DD 型 (有 实 不 变量 和 1 = AG) = -rzg/2r3) . 我 们 注意 到 ,该 曲率 不 变量 仅 在 


"二 0, 而 不 是 在 r= 二 Ts 有 奇异 性 . 


2. 求 这 个 度 规 的 空间 曲率 . 
解 : 空间 曲率 张 量 Pgys 的 分 量 可 用 张 量 Ps (和 张 量 Yag) 的 分 量 来 


表示 . 因此 ,只 须 计 算 Pa 就 够 了 (参见 892 习题 1) . 利用 Yag 来 表示 张 量 
Pa，, 正如 用 gi 来 表示 Rix 一 样 . 用 从 (100.15) 得 到 的 Yap 值 , 经 过 计算 后 ， 


我 们 得 到 : 
本 We 汪汪 
W=B- = 


当 a 关 8 时 , P8 =0. 我 们 注意 到 户 ,P? >0,Pr<0, 而 P=Ps=0. 
从 892 习题 1 给 出 的 公式 ,我们 得 到 : 
Pgre = (PT + PY )Yrryoo = —PYYrr yoo, 


Frerp = 一 开放 Te Eeeep = —Pr YoYpy: 


于 是 推 得 (参见 5 92 第 四 个 脚注 ), 对 垂直 于 半径 的 “平面 ", 高 斯 曲率 是 


Yo pp 

(这 意味 着 ,在 该 “平面 ”上 和 与 垂直 于 它 的 半径 的 交点 的 邻 域 内 画 一 个 小 三 
角形 , 该 三 角形 的 三 个 角 之 和 大 于 AX) . 至 于 通过 中 心 的 “平面 ", 它们 的 高 
三 角形 的 三 个 角 之 和 小 于 


斯 曲率 KK <0, 这 意味 着 ,这样 一 个 “平面 ”内 的 小 三 
XT( 然 而 , 这 并 不 是 指 围绕 中 心 的 三 角形 , 这 样 的 三 角形 三 个 角 之 和 大 于 x). 
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3. 决定 旋转 曲面 的 形式 ,我们 要 求 在 这 个 旋转 曲面 上 的 几何 同 在 真空 中 
的 中 心 对 称 引 力 场 内 经 过 原点 的 “平面 ”上 的 几何 一 样 . 
解 : 在 旋转 曲面 z= 二 z(7) 上 的 几何 为 (用 柱 体 坐标 ) 线 元 


di2 三 dr 十 dz2 二 r2do2 = dr?(1+22)+ridyp? 


所 决定 . 将 此 式 与 所 考虑 的 场 内 的 “平面 "0 = /2 内 的 线 元 (100.15) 


dr2 


: 
dl? = r2dy ke 


相 比 较 , 我们 得 到 


-1 
1+z2= (1 一 笃 ) 
六 


= Wfra(r— ri) 


对 于 7 二 rs， 这 个 函数 有 一 个 奇异 性 一 一 分 支点 . 其 解释 是 ,空间 度 规 
(100.15) 与 时 空 度 规 (100.14) 不 同 , 在 r=rg 确实 有 一 个 奇异 性 . 

上 题 提 到 的 经 过 中 心 的 “平面 ”上 的 一 般 几 何 性 质 , 也 可 以 通过 考虑 这 
里 给 出 的 直观 模型 中 的 曲率 得 到 . 

4. 将 间隔 (100.14) 变换 到 这 样 的 坐标 中 ,在 其 中 的 空间 距离 元 具有 共 
形 欧 几 里 得 形式 ( 即 dl? 和 它 的 欧 氏 表达 式 成 比例 ) . 


解 : 令 
Tr 


由 此 可 得 


从 (100.14), 我 们 得 到 





1 十 取 


r 2 

1— -Es 4 

ds” = | c2dt2 一 @ 十 二 (dp2 十 p2db2 十 p2sin2 Gdyp’). 
4p 


坐标 0,0,P 称 为 各 向 同性 球 坐 标 . 我 们 也 可 以 引入 各 向 同性 笛 卡 儿 誉 标 江 ,yy,z 
来 代替 它们 . 特别 是 , 在 大 距离 处 (p 污 7g), 我 们 近似 地 有 
ds“” = (4 一 生 ) c2dt? — @ 十 和 (dz2 + dy? 十 dz2). 


5. 求 在 共 动 参考 系 中 物质 内 部 的 中 心 对 称 引 力 场 方程 . 
解 : 我 们 利用 间隔 元 (100.1) 内 的 坐标 mt 的 两 个 可 能 的 变换 ,使 得 : 第 
一 ,使 drdt 的 系数 a(rti) 为 零 ;第 二 ,使 物体 的 径 向 速度 在 所 有 的 点 为 零 ( 根 


- 340 . 第 十 二 章 引力 物体 的 场 


据 中心 对 称 性 , 速度 的 其 余 分 量 一 般 都 为 零 ) . 在 此 以 后 , 坐标 7 和 上 t 仍 然 可 
能 经 受 一 个 形 如 了 =r(r/),t 一 tb) 的 任意 变换 . 

将 这 样 选择 的 径 向 坐标 和 时 间 记 为 尽 和 T, 分 别 用 一 e*, 一 er,e*( 和 , Jv 是 
丸和 了 的 函数 ) 来 表示 hh,k,1, 我 们 得 到 线 元 的 表达 式 如 下 : 


ds? = c2e’d7? — e*dR? ~ er*(d0? + sin? gdp2). (1) 
在 共 动 参考 系 中 物质 的 能 量 动量 张 量 的 分 量 是 : 


T=é, T=7T2=7T3= -py. 


计算 给 出 下 面 的 场 方程 @ : 
8ITK 1 Bk se 1 NN ?ss ' BR sd as 本 四 3 .2 一 此 
人 (多 下 i i 一 有 
1 
i 8nk Ee -eA w+) 
C C4 4 
1 
+ae "(WV 十 好 一 人 大 一 了 从 一 古 一 六 一 六)， (3) 
区 有 
Sp a (w+ 了 3 M+ 十 e *, (4) 
8Tk 1 : 
= = 3e (2 + i 一 AU — vi) (5) 


( 式 中 搬 号 表示 对 必 微 分 , 点 表示 对 er 微分 ) . 
从 包含 在 引力 场 方程 之 内 的 方程 Th 二 0 出 发 ,不 难得 到 和 ,J4,v 各 量 间 
的 一 些 普遍 关系 . 用 公式 (86.11), 我 们 得 到 下 面 两 个 方程 : 
| 
p+e’ p+e 
如 果 刀 是 能 量 = 的 已 知 函 数 , 那么 ,方程 (6) 可 以 直接 积分 如 : 


A 二 2 应 二 一 





(6) 





拓 第 入 = -2 | FA w= -| + (7) 


鉴于 上 面 所 说 的 可 以 作 形 如 民 R= R(R'),T = 二 7T(7') 的 任意 变换 ， 上 式 中 的 函数 
用 (R) 和 fo(T) 可 以 任意 选择 . 

6. 求 决定 静止 轴 对 称 物 体 周 围 真空 中 的 静态 引力 场 的 方程 (H. Weyl， 
1917) . 


@ 分 量 Rk 可 以 按 正 文中 做 过 的 那样 直接 计算 , 或 者 用 §92 习题 2 得 到 的 公式 计算 . 
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解 : 假设 空间 柱 坐 标 X11 = wp,7? = p,73 = 二 z 中 的 静态 线 元 具有 形式 
ds2 = e’c?dt? — edwp? — er (dp? 十 dz2)， 
式 中 必 w,1 是 PP 和 z 的 函数 ; 这 样 的 表示 把 坐标 的 选择 确定 到 形 如 p= 
p(p';2),zZ 二 z(p',2') 的 变换 之 内 ， 它 仅 给 二 次 型 dp? 十 dz? 乘 上 一 个 共同 的 
因子 . 
从 方程 


1 
Ro 一 JIe“|2xpp 十 Vp(V,p 十 ww,p) Zs s ET Vz (Vz we w,z)] ce 0， 


R= Te lwp 十 由 pn(p 十 wp) 十 2w :> 十 wz(z 十 wz)j] =0 

( 式 中 下 标 ,p 和 ,z 表示 对 p 和 zz 微分 ), 取 其 和 ,我 们 得 到 : 
Ppip + Piss = 0， 
式 中 
H(A = 

因此 pf(p,z) 是 变量 p 和 zz 的 调和 函数 . 按照 这 种 函数 的 熟知 性 质 ， 这 意味 
着 存在 一 个 共 索 调和 函数 zi(p,z), 使 得 pj/ 十 iz' = f(p 十 iz), 式 中 是 复 变 量 
Pp 十 iz 的 解析 函数 . 如 果 我 们 现在 选择 p/',z' 为 新 坐标 ， 由 于 变换 p,z 一 p',z/ 
的 共 形 性 ,我 们 将 有 


e+(dp? 十 dz2) = er (dp? 十 dz'2)， 


式 中 jw(p',z') 是 某 个 新 函数 . 同时 e = p2e 7; 记 内 十 = 去 掉 搬 号 ， 我 们 
将 ds2 写 为 如 下 形式 : 


ds2 一 ec2dt2 — pre “dyp? — er "(dp’ + dz’); (1) 


对 这 个 度 规 构建 方程 R0 二 0, R3 一 R2 二 0,R3 二 0, 我 们 得 到 : 


19 Ov O2v 

pp (o 翅 ) 本 (2 
O_o o_op 和 | - 2 (3) 
Bz /55 Bp 23|\ Bz) | 


我 们 注意 到 ,(2) 具有 柱 坐 标 中 拉 普 拉 斯 方程 的 形式 (对 于 不 依赖 于 % 的 函 
数 ) . 如 果 解 出 这 个 方程 , 那么 函数 TY(p,z) 就 完全 由 方程 (2) ,(3) 决定 了 .在 
离 产 生 场 的 物体 很 远 处 ， 函 数 和 ”应 当 趋 于 零 . 
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我 们 现在 来 研究 粒子 在 中 心 对 称 引 力 场 中 的 运动 . 正如 在 每 一 个 中 心 对 
称 场 内 一 样 , 运动 发 生 在 经 过 原点 的 一 个 “平面 ”上 ; 我 们 选择 这 个 平面 为 


平面 0 = nt/2. 
为 了 决定 粒子 的 轨道 , 我 们 用 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 : 
gr — mc? = 0, 


式 中 m 为 粒子 的 质量 (中 心 物体 的 质量 记 为 mm ) . 利用 表达 式 (100.14) 给 出 
的 g*, 我 们 求 出 下 面 的 方程 : 


rv\-17aSA\“ PS 
三 ( 流 ) “= (过 ) “六 (Bw) -me =0 VLD 
其 中 ,rg = 2m'k/e? 是 中 心 物体 的 引力 半径 . 
用 解 哈 密 顿 - 雅 可 比方 程 的 一 般 法 则 , 我 们 来 寻求 下 面 形式 的 5: 


S=—60t+ My+ Sr(7) (101.2) 


式 中 , 名 是 常 能 量 , M 是 角 动 量 . 将 (101.2) 代入 (101.1) , 我 们 便 求 得 导数 
ds./dr, 因此 : 


M? Ne 
7 ~ ee < -二 
(™ ce” 十 3 ) (1 ] | dr. (101.3) 


依赖 关系 7 = r(t) 由 方程 095/86。 = const 给 出 (参见 本 教程 第 一 卷 847) , 由 
此 得 到 


Ee 
ey lm 


轨道 为 方程 9S/8M = const 所 决定 , 由 此 可 得 


一 1/2 
p= 区 一 (we 十 所 (1 四 回 ] dr. (101.5) 
这 个 积分 可 以 化 为 椭圆 积分 . 


对 于 行星 在 太阳 引力 场 内 的 运动 , 因为 行星 的 速度 比 光速 小 很 多 , 所 以 
引力 的 相对 论 理论 同 牛顿 理论 相 比 , 只 能 导出 一 个 并 不 显著 的 修正 . 在 轨道 
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方程 (101.5) 内 的 被 积 式 中 , 这 相应 于 比值 rg/r 很 小 , 这 里 rz 是 太阳 的 引力 
半径 @. 

为 了 计算 轨道 的 相对 论 修 正 , 比较 便利 的 是 从 作用 量 径 向 部 分 的 表达 式 
(101.3) 出 发 , 然后 再 对 M 微分 . 变换 积分 变量 , 记 


r(r—re)=72 即 rE 


其 结果 是 平方 根 号 内 带 M? 的 项 取 M2?/r? 的 形式 . 在 其 他 的 项 中 按 rg/r' 的 
竹 级 数 展开 , 在 要 求 的 精度 内 得 到 : 


/2 
S, = J. (2em 十 乞 ) 十 


1 2 / / 1 i 3m“ c rz 到 
+=-(2m rm 天 十 46 nrg) 一 石 | 一 一 dr， (101.6) 


这 里 为 简便 起 见 , 我 们 略 去 了 r* 上 的 撤 号 , 并 引入 了 非 相 对 论 能 量 8 ( 没 
有 静 能 ) . 

根 号 下 前 两 项 的 系数 的 修正 项 只 有 不 是 特别 有 趣 的 效应 , 即 改变 粒子 能 
量 和 动量 之 间 的 关系 及 改变 其 牛顿 轨道 (椭圆 ) 的 参数 . 但 1/7? 项 的 系数 中 
的 改变 却 导 致 更 根本 的 效应 , 即 轨道 近日 点 的 系统 (长 期 ) 移动 . 


3 = const 决定 的 , 行星 在 其 轨道 上 转 一 圈 后 





角 2 的 改变 是 


0 
Ap 二 一 37 人 5r， 


式 中 AS, 是 39. 的 相应 改变 . 将 3, 展开 为 1/r2 的 系数 的 微小 修正 的 帘 级 数 ， 





3m2c2r2 OAS 
~ AS(0) _ 
Mi. 


式 中 ASWY 相应 于 在 不 移动 的 封闭 椭圆 中 的 运动 . 将 这 个 关系 对 M 进行 微 
分 , 并 考虑 到 





0 
二 (0) 一 ? 
AS， Aw 区， 
我 们 得 到 : i i 
Nm’C rT 6mk*m*m 
Ap = 2 十 了 3 中 =2 十 一 2172 一 


第 二 项 是 要 求 的 转 一 圈 后 牛顿 椭圆 的 角 位 移 6p, 即 轨道 近日 点 的 移动 . 借助 
公式 
M2 
km’m2 
@ 对 于 太阳 ,re = 3 km; 对 于 地 球 , rg = 0.9 cm. 


党 all 3 e2)， 


i 第 十 二 章 引力 物体 的 场 


可 以 将 该 移动 用 轨道 半 长 轴 的 长 度 a 和 偏心 率 e 来 表示 . 我 们 得 到 @ : 
i 6TK7m/ 
?Ral 


下 面 我 们 来 考虑 光线 在 中 心 对 称 引力 场 内 的 路 径 . 这 个 路 径 为 程 明 方 程 
(87.9 ) 


(101.7) 


网 

axziaBrk 
所 决定 , 这 个 方程 就 是 m = 0 的 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 . 因此 可 以 通过 在 (101.5) 
中 令 m = 0 立即 求 得 光线 的 轨道 ; 同时 , 必须 用 光 的 频率 wo = 一 9w/t 来 代 
替 粒 子 的 能 量 ® = -85/t. 再 引入 由 p = cM/wo 定义 的 常量 p 来 代替 M， 
我 们 得 到 : 





(101.8) 


如 果 忽 略 相 对 论 修正 (rs 一 0) , 这 个 方程 给 出 >= py/ cosp, 即 离 原点 距 
离 为 p 的 直线 . 为 了 研究 相对 论 修 正 , 我 们 以 前 例 同样 的 方式 进行 . 
对 于 程 函 的 径 向 部 分 , 我 们 有 (参见 (101.3) ) : 


wr(7) = 


(r=) rr 


和 先前 从 (101.3) 到 (101.6) 所 用 的 变换 相同 ,此 处 作 同 样 的 变换 ， 我们 


得 到 : 
| 2 
wn= 空 / t+ dr 
将 被 积 函数 按 rg/r 的 寡 展 开 , 我 们 有 : 


/于 一 = wb) de 2 = wp 二 a > 


> | 
式 中 wo 相应 于 经 典 直线 . 

从 某 个 非常 大 的 距离 RR 到 最 接近 中 心 的 点 7 = p 再 回 到 距离 R, 光线 传 
播 过 程 中 妙 的 总 改变 等 于 


hs = AY) + 2 Tar RR 


ch 一 
p 
通过 对 M = pwo/c 微分 得 到 极 角 y 沿 光线 相应 的 改变 : 


Ap = _aAyr _ BA 从， 2reR 


dM OM ™ pA 


@ 从 (101.7) 式 求 得 的 近日 点 移动 数值 , 对 于 水 星 和 地 球 分 别 等 于 每 世纪 43.0” 和 3.8”. 
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最 后 , 过 渡 到 极限 尽 一 oo, 并 注意 到 直线 对 应 于 Ay = Xx, 我 们 得 到 : 
27 
Ap = T+ =. 
本 


这 意味 着 光线 在 引力 场 的 影响 下 弯曲 了 : 它 的 轨道 是 一 条 四 向 中 心 的 曲 
线 (光线 被 “ 吸 ” 向 中 心 ), 其 两 条 渐进 线 之 间 的 夹 角 与 x 相差 
2re _ 4km 
pp ep 
换言之 , 在 离 场 中 心 距离 p 处 经 过 的 光线 偏 折 了 一 个 角度 8p 9. 
8102 球形 物体 的 引力 场 缩 


在 史 瓦 西 度 规 (101.4) 中 ,在 r=rs 处 ( 史 瓦 西 球 上 ) goo 变 为 0,gil 变 
为 无 穷 大 . 据 此 似 可 得 出 结论 , 那里 必定 是 时 空 度 规 的 奇 点 , 因而 (对 给 定 的 
质量 而 言 ) 不 可 能 存在 “半径 ”小 于 引力 半径 的 物体 . 然而 , 这 一 结论 实际 上 
可 能 是 不 对 的 . 从 如 下 事实 就 能 看 出 这 点 : 行列 式 g = er 在 r=rg 没 
有 任何 奇异 性 , 因而 条 件 g < 0 (82.3) 并 未 受到 破坏 . 下 面 将 看 到 , 我 们 正在 
讨论 的 实际 上 只 是 对 于 7 < rg 建立 刚性 参考 系 的 不 可 能 性 . 

为 了 搞 清 时 空 度 规 在 这 个 区 域 的 特性 , 我 们 作 如 下 形式 的 坐标 变换 人 @ : 


cr 一 +ct 士 人， R= cd+ /一 总 一 一 (102.1) 


(1- 芋 )f(r) 


6w = 





; (101.9) 


于 是 


_ Tg 





ds? = (cdr? — f2dR?) — r?*(d0? + sin? dp2). 


一 所 
我 们 通过 选择 fr) 使 flrg) = 1 来 消去 7 = rg 处 的 奇 点 . 如 果 令 flr) = Vrg/r， 
则 新 坐标 系 也 是 同步 的 (grr = 1). 首先 选择 (102.1) 中 的 正 号 , 我 们 有 : 


证 “下 一 7 Ear _ 


2/3 
= Ee 一 | 和 (102.2) 


@ 一 条 掠 过 太阳 边缘 的 光线 的 偏 折 为 sp = 1.75”. 
加 史 瓦 西 奇 点 的 物理 意义 是 由 D. Finkelstein (1958) 用 不 同 的 变换 首先 解释 的 . 度 规 (102.3) 
由 O.Lemaitre (1938) 首先 得 到 . 
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(积分 常数 依赖 于 时 间 原 点 , 我 们 令 它 等 于 零 ) . 间隔 元 是 : 


dR? 3 wi 
ds? = cd7? 一 a Ee 一 | r2/3(d0? +sin? gdp?). (102.3) 


本 


在 这 些 坐标 中 , 史 瓦 西 球 (相应 于 等 式 3(R 一 cr) = re) 上 的 奇异 性 就 不 
存在 了 . 坐标 R 处 处 类 空 ,而 7 处 处 类 时 . 度 规 (102.3) 是 非 静态 的 . 像 在 每 
个 同步 参考 系 中 一 样 , 时 间 线 是 测 地 线 . 换言之 , 相对 于 该 参考 系 静止 的 “ 检 
验 ” 粒子 是 在 给 定 场 中 自由 运动 的 粒子 . 

对 于 给 定 的 + 值 , 相应 的 世界 线 是 有 一 cr = const (图 20 中 的 倾斜 直 
线 ) . 相对 于 参考 系 静 止 的 粒子 的 世界 线 在 图 上 显示 为 垂直 线 ; 粒子 沿 着 这 
些 线 运动 , 在 有 限 的 固有 时 间隔 后 “ 落 入 " 场 中 心 (r=0), 这 就 是 度 规 奇 点 的 
位 置 . 





图 20 


我 们 来 考虑 径 向 光 信 号 的 传播 . 方程 ds? = 0 (对 于 9,y = const ) 沿 光 线 
给 出 导数 dr/dR: 


_1/3 
= 了 徒 | 二 一 | = 二 (102.4) 
g 


正 负 号 相应 于 其 顶点 在 给 定 世 界 点 的 光 “ 锥 ”的 两 个 边界 . 当 r > rg 时 (图 
20 中 的 点 a) 这 些 边界 的 斜率 满足 |cdr/dR| < 1, 所 以 直线 7 = const ( 沿 着 
它 cdr/dR = 1) 落 入 锥 内 . 但 在 7 < rs 的 区 域 (点 a') 我 们 有 |cd7/dR| > 1， 
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所 以 线 r = const ,， 即 相对 于 场 中 心静 止 粒子 的 世界 线 ,， 处 于 锥 外 . 锥 的 两 个 
边界 与 线 7 ==0 相交 于 有 限 距 离 处 , 沿 着 垂直 线 趋 近 于 它 . 因为 因果 联系 的 事 
件 不 能 够 处 于 光 锥 以 外 的 世界 线 上 , 所 以 在 7 < rsg 的 区 域 , 没有 粒子 可 以 处 
于 静止 . 这 里 所 有 相互 作用 和 信号 都 朝 着 指向 中 心 的 方向 传播 , 在 有 限 的 固 
有 时 间隔 + 后 到 达 那 里 . 

类 似 地 , 在 (102.1) 中 选择 负 号 , 我 们 会 得 到 一 个 “膨胀 ”的 参考 系 , 其 
中 度 规 与 (102.3) 的 差别 在 于 7 变 号 . 它 所 相应 的 时 空 , 在 其 中 (xr < rs 的 区 
域内 ) 静止 也 是 不 可 能 的 , 但 所 有 的 信号 从 中 心 向 外 传播 . 

这 里 描述 的 结果 可 以 应 用 于 广义 相对 论 中 大 质量 物体 的 行为 问题 . 

相对 论 性 球体 平衡 条 件 的 研究 显示 , 对 于 一 个 质量 足够 大 的 物体 , 不 能 
存在 静 平 衡 态 (参见 本 教程 第 五 卷 8109) . 显然 , 这 样 的 物体 必定 会 无 限 收 缩 
( 称 为 引力 圾 缩 ©). 

在 与 物体 没有 联系 、 无穷 远 处 为 伽利略 的 参考 系 中 ( 度 规 (100.14) ), 中 
心 物体 的 半径 不 能 小 于 rg. 这 意味 着 按照 遥远 观察 者 的 钟 , 收缩 物体 的 半径 
只 是 在 +t 一 oo 时 渐 近 地 趋 于 引力 半径 . 容易 找到 这 种 依赖 关系 的 极限 形式 . 

收缩 物体 表面 上 的 粒子 在 所 有 时 间 内 都 处 于 恒定 质量 m (物体 的 总 质 
量 ) 的 引力 场 中 . 当 7 一 rs 时 引力 变 得 非常 大 ; 但 物体 的 密度 ( 随 之 压强 ) 仍 
然 是 有 限 的 , 因此 我 们 可 以 忽略 压力 , 而 把 确定 物体 半径 同时 间 的 依赖 关系 
r= 三 7(t), 化 为 考虑 质量 m 的 场 中 检验 粒子 的 自由 下 落 . 

对 于 史 瓦 西 场 中 的 下 落 而 言 ,函数 r(t) 由 积分 (101.4) 给 出 , 由 于 运动 
是 纯 径 向 的 , 那里 的 角 动 量 M = 0. 因此 , 在 下 落 在 某 个 时 刻 如 以 零 速 度 在 
离 中 心 的 “距离 ”ro 处 开始 , 粒子 的 能 量 是 负 =me?V1 一 rg/ro, 而 在 时 刻 
达到 “距离 ”r, 我 们 有 : 


ro 
c(t — to) = 1- 至 上/ 人 (102.5) 
70 vr (1- 芋 ) 2 
全 ro 


这 个 积分 在 7 一 rg 时 像 -rgln(r 一 7g) 一 样 发 散 . 因此 我 们 得 到 ” 趋 于 7e 的 
渐进 公式 : 

六 一 Teg 一 const ,ect/ Te (102.6) 
因此 ,物体 在 趋向 引力 半径 的 最 后 阶段 按照 指数 律 替 缩 ,其 特征 时 间 非 稼 小 


(~ rg/c) . 


尽管 从 外 面 观察 收缩 速率 渐进 地 趋向 于 零 , 但 粒子 以 其 固有 时 测量 的 下 
这 一 现象 的 基本 性 质 是 由 J.R.Oppenheimer 和 H. Snyder 首先 阐明 的 (1939) ， 
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落 速度 v 会 增加 并 趋 于 光速 . 实际 上 , 按照 定义 (88.10): 


a (Sr) 
VBoodt 
从 (100.14) 取 来 gl1 和 goo , 从 (102.5) 取 来 dr/dt, 我 们 得 到 : 


f= : 天 (102.7) 


70 





按照 外 面 观察 者 的 钟 , 趋向 引力 半径 要 花 无 限 长 的 时 间 , 但 它 却 只 占用 有 限 
的 固有 时 ( 即 随 物 体 一 起 运动 的 参考 系 中 的 时 间 ) 间隔 .这 一 点 从 上 面 所 作 的 
一 般 分 析 中 已 经 很 清楚 了 , 但 我 们 也 可 以 通过 计算 作为 不 变 积 分 


， dt2 
一 全 一 C go0 ri + B11 dr 


的 固有 时 7 来 直接 予以 验证 . 从 (102.5) 取 下 落 粒 子 的 dr/dt, 我 们 得 到 从 ro 
下 落 到 7 的 固有 时 : 


1 TO 一 1/2 
ee :/ (2 本 rE ] 本 (102.8) 


他 7 ro 


这 个 积分 在 7 一 rg 时 收敛 . 

( 按 固 有 时 测量 ) 达到 引力 半径 后 ,物体 将 继续 收缩 ， 带 着 它 所 有 的 
粒子 在 有 限时 间 内 抵达 中 心 ; 每 部 分 物质 场 缩 进 中 心 的 时 刻 是 时 空 度 规 的 
真正 奇 点 ， 不 过 ,我们 根本 观察 不 到 史 瓦 西 球 内 部 物体 志 缩 的 这 一 过 程 . 
物体 穿越 该 球 表 面 的 时 间 相 应 于 t = co; 我 们 可 以 说 ， 对 于 遥远 的 观察 
者 ， 志 缩 进 史 瓦 西 球 的 整个 过 程 发 生 在 “无 限 长 的 时 间 以 后 ”一 一 这 是 时 
间 相 对 性 的 一 个 极端 例子 . 这 幅 图 像 中 当然 没有 任何 逻辑 矛盾 ， 与 此 完全 
相应 的 是 上 面 关 于 收缩 坐标 系 性 质 的 论断 : 在 该 系 中 没有 信号 从 史 瓦 西 球 
内 出 来 ， 粒子 或 光线 只 能 沿 着 一 个 方向 一 一 向 内 一 一 同 这 个 球 相 交 (在 共 
动 参考 系 中 ), 一 旦 穿 过 那里 , 就 不 能 再 出 来 了 . 这 个 “ 单 向 阀 ” 称 为 事件 
视界 . 

对 于 外 面 的 观察 者 来 说 ,收缩 到 引力 半径 是 通过 物体 的 “ 自 关闭 ”实现 
的 . 从 物体 送出 信号 的 传播 时 间 趋 于 无 穷 大 : 对 于 光 信 号 cdt = dr/(1 一 rg/7)， 
从 了 传 到 某 个 ro >7 的 时 间 由 如 下 积分 给 出 : 





Wy Ss 
cAt = 和 ne 一 70 一 人 十 7g jn ES (102.9) 
r 1 一 二 ie 
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它 像 积分 (102.5) 一 样 当 7 一 rg 时 发 散 . 同 无 限 远 观察 者 的 时 间 t 的 间隔 相 
比 , 物体 表面 固有 时 的 间 隅 按 如 下 比例 缩短 了 : 


V800 = /1 一 一 ; 


因而 当 7 一 rg 时 , 物体 上 所 有 的 过 程 对 于 外 面 的 观察 者 显得 被 “冻结 ”. 由 
物体 发 出 而 被 遥远 观察 者 收 到 的 谱 线 的 频率 减 小 , 但 这 不 仅 是 引力 红 移 的 效 
应 , 而 且 也 是 由 于 源 运 动 的 多 普 勒 频 移 效应 , 这 个 源 正 同 球面 一 起 落 向 中 心 . 
当 球 的 半径 已 接近 r。( 因 此 下 落 速 度 已 接近 光速 ) 时 , 这 个 效应 将 频率 减 小 
如 下 因子 


在 这 两 个 效应 的 影响 下 , 观测 频率 随 7 一 rs 按 如 下 规律 趋 于 零 : 
r 
w = const (1 一 王 ) (102.10) 


因此 , 从 遥远 观察 者 看 来 ， 引 力 韦 缩 导 致 “ 被 冻结 ”物体 的 外 瑶 ， 它 不 
回 周 围 空间 发 出 任何 信号 , 而 只 通过 其 静态 引力 场 同 外 部 世界 作用 . 这 样 的 

最 后 我 们 再 作 一 个 方法 论 性 质 的 评论 . 我 们 已 经 看 到 , 对 于 真空 中 的 中 
心 场 ,“ 外 部 观察 者 的 参考 系 ”( 它 在 无 穷 远 处 是 惯性 系 ) 并 不 完备 : 其 中 没 
有 在 史 瓦 西 球 内 运动 粒子 的 世界 线 的 容 身 之 处 . 度 规 (102.3) 在 史 瓦 西 球 内 
仍然 适用 , 但 这 个 参考 系 在 某 种 意义 上 也 不 完备 . 在 这 个 系统 中 ,考虑 一 个 
粒子 从 中 心 向 外 作 径 向 运动 . 当 F 一 ec 时 , 它 的 世界 线 向 外 走 到 无 穷 远 ， 而 
在 了 一 一 co 时 , 必须 渐 近 地 趋 于 r = rg， 因 为 在 这 个 度 规 中 , 在 史 瓦 西 球 内 
部 , 运动 只 能 沿 朝 着 中 心 的 方向 进行 . 男 一 方面 , 粒子 从 7 = rg 出 射 到 任何 
r > rg 的 给 定点 发 生 在 有 限 的 固有 时 间隔 内 . 因而 按 固 有 时 ,粒子 必须 先 在 
内 部 趋向 史 瓦 西 球 , 然后 才能 开始 在 其 外 部 运动 ; 但 粒子 历史 的 这 一 部 分 并 
没有 被 这 个 特别 的 参考 系 包 含 .了 

我 们 强调 指出 , 这 种 不 完备 性 只 是 产生 于 对 场 的 度 规 的 形式 处 理 , 那里 
的 场 被 看 做 是 由 质点 产生 的 . 在 实际 物理 问题 中 , 例如 有 广 延 物体 的 南 缩 , 这 
种 不 完备 性 并 不 存在 : 将 度 规 (102.3) 同 物 质 内 部 的 解 吻合 而 得 到 的 解 当 然 
会 是 完备 的 , 它 将 描述 粒子 所 有 可 能 运动 的 整个 历史 (在 r > rs 区 域 朝 向 中 
心 运动 粒子 的 世界 线 必 须 从 球面 开始 , 甚至 在 它 收 缩 到 史 瓦 西 球 内 之 前 ) . 


@ 构造 没有 这 种 不 完备 性 的 参考 系 将 在 下 节 末 考虑 . 
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1. 对 于 黑洞 的 场 中 的 粒子 , 求 其 圆 轨道 的 半径 (S. A. Kaplan, 1949) . 
解 : 对 于 在 史 瓦 西 场 中 运动 的 粒子 , 依赖 关系 r= 二 +(t) 由 (101.4) 给 出 ， 
或 者 以 微分 形式 : 





1 dr 1 27 _\11/2 
1 — re/r cdt 一 去 多 Ges (1) 


式 中 
U(r) = me? IG 一 二 @ 十 | 


(m 是 粒子 的 质量 ,Tp = 二 2km'/c 是 质量 为 mm 的 中 心 天 体 的 引力 半径 ) . UI(7) 
在 下 述 意义 上 起 着 “有 效 势 能 ”的 作用 ,条件 而 >Ulr) 决定 运动 的 容许 范围 
(类 似 于 非 相 对 性 理论 ) . 图 21 显示 了 U(r) 对 于 粒子 角 动 量 M 的 各 种 值 的 
曲线 . 


U/me? 


0.943F - 





图 21 


轨道 的 曲率 半径 及 久 和 JM 的 相应 值 由 函数 U(r) 的 极 值 决 定 ， 极 小 值 
相应 于 稳定 轨道 , 极 大 值 相应 于 不 稳定 轨道 . 同时 解 方程 U(r) = 0,U'(7)=0 
给 出 : 
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式 中 根 号 前 的 正 号 指 稳定 轨道 , 负 号 指 不 稳定 轨道 . 最 人 靠近 中 心 的 稳定 轨道 
具有 参数 
= re, M = V3 mcerg, = V8/9me’. 


不 稳定 轨道 的 最 小 半径 是 3rg/2, 在 极限 M 一 oo, 多 一 oo 下 达到 . 图 22 描绘 
了 r/rg 对 于 M/(merg) 的 依赖 关系 ;上 半 支 给 出 稳定 轨道 的 半径 ,下 半 支 给 
出 不 稳定 轨道 的 半径 . 久 


T/Tg 


15 


10 


V3! 
1 2 3 M/(merg) 


图 22 


2. 对 于 同一 场 中 的 运动 , 求 来 自 无 穷 远 的 a) 非 相 对 论 的 ,b) 极端 相对 
论 的 ,粒子 引力 俘获 的 截面 (Ya. B. Zel'dovich 和 ID. Novikov, 1964) . 

解 :(a) 对 于 非 相 对 论 速 度 vo (无 穷 远 处 ) ,粒子 的 能 量 是 鲍 守 me?. 从 
图 21 可 见 , 直线 多 =mc? 处 于 角 动量 M < 2mcrg, 即 碰撞 参量 p < 2crg/voo 
的 所 有 势能 曲线 的 上 方 . 具有 这 样 p 值 的 所 有 粒子 将 遭 到 引力 俘获 :它们 ( 当 
t 一 co 时 渐 近 地 ) 达到 史 瓦 西 球 , 而 不 再 出 射 到 无 穷 远 . 俘获 截面 是 


2 
| 
本 dnrz 去) 
VU 
Ce 


(b) 通过 代 撞 mm 一 0, 将 习题 1 的 方程 (1) 过 渡 到 极端 相对 论 粒 子 (或 
光线 ) 情形 . 再 引入 碰撞 参量 P=cM/ 醒 ,我 们 得 到 : 
WE R.A 
1 一 rgjrcdt 一 
径 向 运动 的 边界 (转折 点 ) 由 根 号 内 表达 式 的 根 决 定 . 图 23 绘 出 了 它们 作为 
Pp 的 函数 ; 可 能 的 运动 范围 相应 于 平面 上 没有 阴影 的 部 分 . 该 曲线 的 极 小 值 
在 点 
3V3 3 
2 


= 7 ps 


@ 为 了 比较 我 们 回想 起 , 在 牛顿 场 中 圆 轨 道 在 离 中 心 任何 距离 处 都 是 可 能 (而 且 稳 定 ) 的 ， 
半径 与 角 动 量 由 公式 + = M?/(km'm?) 联系 起 来 . 
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对 于 较 小 的 碰撞 参量 值 , 粒子 到 不 了 转折 点 , 即 它 将 朝 史 瓦 西 球 运动 .于 是 我 
们 得 到 停 获 截面 


er 
p/rTg 
5 
4 
3V3 
-| 
1 
| 
| 
1 | 
| 
13 号 
2 
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要 讨论 块 缩 物体 内 部 状态 改变 的 过 程 (包括 处 理 它 在 史 瓦 西 球 内 压缩 过 
程 ), 需要 求解 物质 介质 内 部 引力 场 的 爱 因 斯 坦 方 程 . 在 中 心 对 称 情形 下 , 如 
果 我 们 忽略 物质 的 压强 ;p= 0 (R. Tolman, 1934), 可 以 求 得 场 方程 一 般 形式 
的 解 . 尽管 在 真实 情况 下 作 近 似 常常 是 容许 的 , 但 这 个 问题 的 通 解 还 是 有 相 
当 大 的 方法 论 意 义 . 

正如 897 中 所 示 , 对 于 类 尘埃 介质 , 我 们 可 以 选择 既是 同步 也 是 共 动 的 
参考 系 .上 用 7+ 和 RR 表示 这 样 选择 的 时 间 和 径 向 坐标 , 我 们 写 出 如 下 形式 的 
球 对 称 线 元 : @ 


ds? = d72 一 ex 朋 dR2 — r2(7, R)(d0? + sin? Gdyp*). (103.1) 


函数 r(7T,R) 是 如 此 定义 的 “半径 ”, 使 2rr 是 圆 (中 心 在 原点 ) 的 周 长 . 形式 
(103.1) 唯一 地 确定 了 r 的 选择 , 但 仍然 容许 形 如 R= R(R') 的 任意 径 癌 坐标 
变换 . 

@ 物质 必须 “无 旋转 ”地 运动 (参见 §97 第 三 个 脚注 ) , 在 本 例 中 , 这 一 条 件 一 定 满足 , 因 


为 球 对 称 意味 着 物质 的 纯 径 向 运动 . 
@ 在 本 节 中 , 令 c=1， 
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这 个 度 规 的 里 奇 张 量 分 量 的 计算 导致 如 下 爱 因 斯 坦 方程 组 吧 : 


一 Ar/2 十 2 六 十 72 十 1 王 0， (103.2) 
一 人 2 
= 一 -~ 7 入 ) 十 十 和 十 全 十 二 + 二 =0， (103.3) 
一 信 
-Cr 十 r2 4 r7/ 入 /) 与 Cr 十 72 + 1) Es 8mke, (103.4) 
27' — Mr’ = 0, (103.5) 


这 里 撤 表 示 对 RR 微分 , 点 表示 对 微分 . 
方程 (103.5) 直接 对 时 间 积 分 , 得 出 


六 /2 
e 一 1+f(R)’ (103.6) 


式 中 f(R) 是 任意 函数 , 只 遵从 条 件 1 十 f > 0. 将 这 个 表达 式 代 人 (103.2) , 我 
们 得 到 

2ri+72—f=0 
(代入 (103.3) 得 不 到 任何 新 结果 ). 这 个 方程 的 初 积 分 是 
一 


= f(R)+ 
式 中 F(R) 是 男 一 个 任意 函数 . 因此 


r= -一 
Ee 


(103.7) 





从 该 积分 得 到 的 函数 r(7, RR) 可 以 写成 参数 形式 : 





"= 六 (coshy 一 D，m( 用 一 r= 737 (sinhn—), 当 f >0, (103.8) 


5 


外 一 se 一 cos7)， To(R)—T — sinn), 当 f < 0，(103.9) 


-20 
式 中 no(R) 还 是 一 个 任意 函数 . 如 果 了 = 0, 则 


1/3 
i (至 ) [Irno(R) -2/3， 当 f=0. (103.10) 


@ 比较 8100 习题 5. 如 果 令 v = 0,e* =r2?,p = 0, 从 该 习题 的 方程 (2) 一 (5) 可 分 别 得 到 
方程 (103.2) 一 (103.5) . 我 们 注意 到 , 当 p= 0 时 , 同 题 方 程 (6) 的 第 二 个 方程 给 出 v = 0, 即 
v = v(7); 因而 在 选择 r 时 , 度 规 (1) 中 留 下 的 任意 性 容许 我 们 令 v = 0, 这 就 再 次 证 明了 引入 
同步 共 动 参考 系 的 可 能 性 . 
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在 所 有 情形 下 , 将 (103.6) 代入 (103.4) 并 用 (103.7) 消去 f, 我 们 得 到 物质 
密度 的 如 下 表达 式 @ : 


7 


8TKE = 





3 (103.11) 


公式 (103.6) 一 (103.11) 确定 了 要 求 的 通 解 从. 我 们 发 现 , 它 只 依赖 于 两 个 “ 物 
理 上 不 同 ” 的 任意 函数 : 尽管 其 中 出 现 了 三 个 函数 f,F,70, 坐标 RR 还 可 经 受 
任意 变换 尺 = R(R'). 这 个 数字 正好 对 应 于 : 物质 最 一 般 的 中 心 对 称 分 布 由 两 
个 函数 (物质 的 密度 分 布 和 径 向 速度 ) 给 出 , 而 中 心 对 称 的 自由 引力 场 并 不 
存在 . 

因为 参考 系 随 物质 运动 , 每 个 物质 粒子 对 应 于 确定 的 R 值 ; 对 于 这 个 RR 
值 ,函数 r(7,R) 决定 了 给 定 粒子 的 运动 规律 ,而 导数 站 是 其 径 向 速度 . 这 里 
得 到 的 解 的 重要 性 质 是 , 在 从 0 到 某 个 Ro 的 区 间 上 给 定 出 现 于 解 中 的 任意 
函数 ,就 完全 决定 了 这 个 半径 的 球 的 行为 ; 它 并 不 依赖 于 在 R > Ro 时 如 何 
给 定 这 些 函 数 . 我 们 可 以 自动 获得 对 于 任何 有 限 球 内 部 问题 的 解 . 球 的 总 质 
量 , 按 (100.23), 由 如 下 积分 给 定 : 


r(T,Ro) Ro 
m 一 4 / er2dr = 4 k er2r'dR. 
0 


Tr 


代入 (103.11) 并 注意 到 F(0) =0( 当 有 R=0, 必 有 "7=0), 我 们 得 到 
m= ,re = F(Ro) (103.12) 


(rg 是 球 的 引力 半径 ) . 

对 于 下 = const 关 0, 我 们 从 (103.11) 得 =s=0, 所 以 这 个 解 适用 于 真空 ， 
即 它 描述 质点 的 场 (位 于 中 心 , 度 规 的 奇 点 ). 所 以 , 令 下 =rg,f =0,70= RR， 
我 们 得 到 度 规 (102.3) 思 . 

公式 (103.8) 一 (103.10) 描述 了 球 的 收缩 和 膨胀 (依赖 于 参量 w 的 取 值 范 
围 ) ; 对 于 场 方 程 来 说 , 两 者 都 是 同样 容许 的 . 不 稳定 的 大 质量 物体 行为 的 重 
要 问题 对 应 于 收缩 一 一 引力 坊 缩 . 解 (103.8) 一 (103.10) 描绘 了 这 样 的 图 景 ， 
当 7+ 增加 到 趋 于 To 时 发 生 收 缩 . 时 刻 7+ = To(R) 对 应 于 到 达 具 有 给 定 径 回 坐 
标 R 的 物质 的 中 心 (在 那里 我 们 必须 有 7 > 0) . 
””@ 两 数 Ff,7o 只 满足 假设 e*,r 和 e 的 正 性 条 件 . 加 上 上 面 给 出 的 条 件 1 + 了 > 0, 推 得 
了 > 0. 我 们 也 假设 F' > 0,r' > 0; 这 就 排除 了 导致 物质 在 其 径 向 运动 中 穿 过 球 层 的 情况 . 

加 然而 这 并 不 包括 如 下 特例 , 即 > = xr(7), 不 依赖 于 RR, 故 (103.5) 化 为 恒等式 ; 参见 V. A. 
Ruban, JETP, 56, 1914 (1969) ; Soviet Phys. JETP, 29, 1027 (1969), 不 过 , 这 种 情况 并 不 对 应 
有 限 物 体 南 缩 问题 的 条 件 . 

@@ FF =0 的 情况 (那里 (103.7) 给 出 >= VFf(T 一 70)) 对 应 于 场 不 存在 ; 通过 简单 的 变量 代 
换 , 该 度 规 可 以 化 为 伽利略 形式 . 
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当 7 一 70(R) 时 球 内 度 规 的 极限 特征 对 所 有 三 种 情形 (103.8) 一 (103.10) 
都 相同 : 


1/3 1/3 / 
(时 ) Rs (到 二 F(T) V3. (103.13) 
这 意味 着 , 所 有 径 向 距离 (在 这 里 所 用 的 共 动 参考 系 内 ) 趋向 无 穷 大 , 而 切 
向 距离 则 趋 于 零 ( 像 + 一 7o 那样 )@. 物质 密度 相应 地 无 限 增加 @ : 


2F’ 





因此 , 与 我 们 在 8102 中 的 评论 一 致 , 整个 物质 分 布 都 雪 缩 到 中 心 @. 
在 函数 zo(R) = const ( 即 所 有 粒子 同时 到 达 中 心 ) 的 特殊 情形 下 , 收缩 
球 内 部 的 度 规 具有 不 同 的 特征 . 在 这 种 情形 下 ， 


9F 3 2 1/3 FF’ 
be [二 £2 (5) 23F23 TF 了 ("~ 本 


4 
87ke 之 一 一 3 二 7 (103.15 ) 
即 , 随 着 7 一 To, 所 有 距离 (无 论 径 向 和 切 向 ) 都 按 同 样 规律 ~ (mm 一 r)2/3 趋 
于 零 ; 物质 密度 像 (mo 一 +)? 那样 趋 于 无 穷 大 ,而且 在 这 个 极限 , 物质 的 分 布 
变 得 均匀 . 

我 们 注意 到 , 在 所 有 情形 , 坊 缩 球 表面 穿 过 史 瓦 西 球 (r(r, Ro) = re) 的 
时 刻 , 对 于 其 内 部 的 动力 学 (由 共 动 参考 系 的 度 规 描述 ) 并 不 重要 . 然而 , 在 
每 一 时 刻 , 该 球 的 一 定 部 分 已 经 在 自己 的 “事件 视界 ”以 内 .正如 F(Ro), 通 
过 (103.12) , 决定 了 整个 球 的 引力 半径 一 样 , 对 于 任何 给 定 的 及 值 , F(R) 是 
该 球 在 RR = const 的 球面 内 那 一 部 分 的 引力 半径 ; 因此 , 球 的 这 一 部 分 在 每 
一 时 刻 r 由 条 件 7(7T,R) < F(R) 决定 . 

最 后 , 我 们 来 说 明 如 何 能 够 用 这 些 公 式 求解 8102 末 提出 的 问题 : 为 质点 
的 场 构 造 最 完备 的 参考 系 @. 

@ 经 过 中 心 的 “平面 "上 的 几何 是 , 可 能 存在 一 个 旋转 锥 面 , 随时 间 沿 其 母线 伸 长 , 同时 沿 
其 所 有 的 圆周 收缩 . 

@@ 在 这 个 解 中 任何 质量 的 球 都 发 生 引 力 雪 缩 是 忽略 压强 的 自然 结果 . 显然 当 。 一 oo 时 ， 
从 物理 观点 看 , 假设 物质 类 尘埃 是 绝 不 容许 的 , 我们 应 当 用 极端 相对 论 的 物 态 方程 p = e/3. 然 
而 , 看 起 来 极限 压缩 规律 的 一 般 特征 在 很 大 程度 上 与 物 态 方程 无 关 , 参见 E. M, Lifshitz 和 工 M. 
Khalatnikov, JETP 39, 149, 1960; Sowviet Phys. JETP, 12, 108, 1961. 

图 mo = const 的 情况 , 包含 了 一 个 特例 , 即 完 全 均匀 球 的 雪 缩 , 参见 习题 . 


@ 这 样 的 参考 系 首先 是 克 鲁 斯 卡尔 (M. Kruskal, 1960) 用 其 他 变量 找到 的 (参见 Phys. Rev. 
119, 1743, 1960). 这 里 给 出 的 解 的 形式 出 自 I. D. Novikov, 1963, 用 的 是 同步 参考 系 . 
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为 了 实现 这 一 目的 , 必须 从 能 够 包含 收缩 和 膨胀 两 个 时 空 区 域 的 真空 度 
规 出 发 . 方程 (103.8) 就 是 这 样 的 解 , 其 中 我 们 必须 令 = const = rg. 再 选择 


汪汪 汪汪 [天羽 2 

f= (R/re)2+1’ n= 37e( f) ) 

我 们 得 到 : 
2 
人 = > ( 殷 十 1 (1 一 cos 刀 )， 
i (103.16) 

让 
工 = 了 (过 十 1) ( 工 一 十 sin77); 
B 区 


式 中 参量 7 取 值 从 0 到 2x, 时 间 + (对 于 给 定 的 RR) 单调 减 小 , 而 > 从 零 增 
加 , 经 过 一 个 极 大 值 , 然后 再 降 到 零 . 

在 图 24 中 ， 曲线 4CB 和 A'C'B' 相应 于 点 7 = 0 (参数 值 7 = 2r 和 
7 一 0) . 曲线 404' 和 BOB' 相应 于 史 瓦 西 球 7= rg.4C7B' 和 A'OB' 之 间 的 
时 空 区 域 只 可 能 有 从 中 心 向 外 的 运动 , 而 4CB 和 40B 之 间 是 只 发 生 向 中 心 
运动 的 区 域 . 





图 24 


相对 于 这 个 参考 系 静 止 的 粒子 的 世界 线 是 垂 线 (R= const) . 它 从 7 = 
0 (点 a) 出 发 , 在 点 b 同 史 瓦 西 球 相 交 ， 在 时 刻 + = 0 达到 其 最 远 距 离 


2 

r= (所 +1)|， 此 后 粒子 开始 向 史 瓦 西 球 下 落 , 在 点 < 穿 过 它 ， 再 次 达 
B 

到 7 二 0 (点 d) 的 时 间 是 
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这 个 参考 系 是 完备 的 : 在 场 中 运动 的 任何 粒子 的 世界 线 的 两 端 要 么 在 真 
奇 点 7 = 0, 要 么 在 无 穷 远 . 不 完备 的 度 规 (102.3) 只 覆盖 到 AO4h’ 右边 (或 
BOB' 左边 ) 的 区 域 , 而 “膨胀 ”参考 系 覆 盖 到 BOB’ 右边 (或 404' 左边 ) 
的 区 域 . 有 度 规 (100.14) 的 史 瓦 西 参考 系 只 覆盖 到 BO4' 右边 (或 40B' 左 
边 ) 的 区 域 . 


习 题 


求 类 和 尘埃 均匀 球 (其 物质 开始 时 处 于 静止 ) 引力 南 缩 问题 的 内 部 解 . 
解 : 令 


=onst, f= —sin* R, F = 2a0sin’ R, 
我 们 得 到 
"= aosinR(1 ~— cosn), T—7 = a0(n— sinn) (1) 
( 径 向 坐标 R 是 无 量 纲 的 , 取 值 从 0 到 2x), 则 密度 是 
8xke = s (2) 


ai(1l 一 cos7)3” 
对 于 给 定 的 T,， 它 与 尽 无 关 ， 所 以 球 是 均匀 的 . 由 (1) 我 们 把 带 7 的 度 规 
(103.1) 表 为 形式 


ds? = d7? — a?(7)[dR? + sin? R(d0? + sin? gdp22)]， 
a = ao(l 一 cos77). (3) 


我 们 注意 到 , 它 与 完全 充满 均匀 类 尘埃 物质 的 宇宙 的 度 规 ， 即 弗 里 德 曼 解 一 
致 (8112) 一 一 这 是 一 个 完全 自然 的 结果 ， 因 为 从 均匀 分 布 物质 中 切割 出 来 
的 球 具 有 中 心 对 称 性 @. 

对 于 选 定 的 常数 a0o,7T0, 解 (1) 满足 开始 提出 的 条 件 .为 方便 起 见 ， 对 参 
量 作 改变 (7 一 工 一 四 ,我们 将 解 写 为 形式 


ro sinR To 
二 一 水 一 -一 一 一 4 
"T3285n Ro a 2sin Ro (+sp (4) 





这 里 (按照 (103.12) ) 球 的 引力 半径 是 rg =7osin2 Ro. 在 初始 时 刻 (7 == 0,7 = 
0) 物质 是 静止 的 (7 = 0), 而 2rro = 2rr(0, Ro) 是 球 的 初始 周 长 . 该 物质 替 缩 
入 中 心 的 时 刻 是 T= Xtro/(2sin Ro). 

还 远 观 察 者 参考 系 ( 史 瓦 西 系 ) 中 的 时 间 t 和 球 上 的 固有 时 TT 的 关系 由 
如 下 方程 表示 

dr? 

1—rg/r 

@ 度 规 (3) 相应 于 常 正 曲率 空间 . 以 类 似 的 方式 , 若 令 f= sinh? R, FF = 2ao sinh”R, 我 们 
得 到 相应 于 常 负 曲率 空间 的 解 (8113) . 


dr2 = (1 二 二 dt2 — 


式 中 7 指 相应 于 球 表面 的 值 r(T, Ro). 由 该 式 的 积分 得 到 t+ 作为 同一 参量 的 
| cot Ro + tan 2 


-一 =Ih 一 一 一 一 务 十 cot Ro [ 
Tg cot Ro 一 tan 了 5 


1 、 
十 Zom Re" 十 Sin 中 (5) 
(这 里 时 刻 t=0 相应 于 7 二 0). 球 的 表面 穿 过 史 瓦 西 球 (7(T, Ro) = 7rg) 对 应 
参量 九 的 值 由 如 下 方程 确定 


7 
cos2 2 = 2 = sin? Ro. 
2 TO 


当 趋 近 这 个 值 时 ,时 间 t 趋 于 无 穷 大 ,与 8102 中 的 论断 一 致 吕 . 
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严格 来 说 , 前 面 两 节 的 所 有 结果 只 适用 于 严格 球 对 称 的 物体 . 不 过 ，, 简 
单 的 论证 显示 , 对 于 那些 稍 许 偏离 球 对 称 的 物体 , 引力 志 缩 的 定性 图 景 仍然 
相同 (A. G. Doroshkevich, Ya. B. Zel'dovich 和 工 D. Novikov, 1965). 

首先 我 们 来 考虑 这 样 的 物体 ,它们 偏离 中 心 对 称 性 与 物质 的 分 布 有 关 ， 
而 与 物体 的 整体 转动 无 关 . 

很 明显 , 既然 大 质量 中 心 对 称 的 物体 是 引力 不 稳定 的 , 这 种 不 稳定 对 于 
对 称 性 的 小 扰动 仍 将 保留 , 所 以 这 样 的 物体 将 会 替 缩 . 将 弱 不 对 称 性 处 理 成 
小 扰动 , 我 们 可 以 追踪 它 在 物体 收缩 过 程 中 (在 共 动 系 内 ) 的 发 展 . 一 般 说 
来 ,扰动 随 物体 密度 的 增加 而 增加 . 但 如 果 扰 动 在 收缩 开始 时 足够 弱 , 它们 
在 物体 达到 其 引力 半径 时 仍 将 很 小 ; 在 8103 曾经 指出 , 这 个 时 刻 对 于 收缩 物 
体内 部 的 动力 学 毫 无 特殊 之 处 , 而 它 的 密度 当然 仍 是 有 限 的 @ . 

由 于 物体 内 部 的 扰动 很 小 , 它 在 外 部 产生 的 中 心 对 称 引 力 场 的 扰动 依然 
也 很 小 . 这 意味 着 “事件 视界 ”, 即 史 瓦 西 球 的 表面 也 几乎 保持 不 变 , 没有 任 
何 东西 能 够 阻止 替 缩 物体 穿 过 它 (在 共 动 参考 系 内 ). 

因为 没有 信号 从 事件 视界 以 内 送出 , 所 以 没有 关于 物体 内 部 扰动 进一步 
发 展 的 信息 到 达 外 部 观察 者 ; 整个 过 程 对 于 遥远 观察 者 仍然 是 “无 限 延 迟 ” 
的 . 由 此 可 知 ， 当 物体 渐 近 地 趋 于 引力 半径 时 , 拥 缩 物 体 的 引力 场 相 对 于 外 
部 参考 系 趋 向 于 变 成 稳 态 . 这 个 过 程 的 特征 时 间 非 常 短 (~ rg/e), 在 这 段 期 间 
我 们 可 以 假设 , 外 部 空间 只 存在 那些 在 中 心 对 称 引 力 场 中 较 早 发 展 起 来 的 扰 
”@ 由 (4) 式 决定 的 函数 r(7, Ro) 当然 与 由 外 部 度 规 计 算 并 由 积分 (102.8) 给 出 的 函数 一 致 
同样 的 论断 适用 于 由 (4) 和 (5) 决定 的 函数 ttr); 它 与 积分 (102.5) 给 出 的 函数 一 致 


四 在 8115 里 将 处 理 不 稳定 .无 边界 的 均匀 物质 分 布 中 扰动 的 发 展 (那里 得 到 的 公式 可 以 同 
样 应 用 于 膨胀 和 收缩 两 种 情况 ). 未 扰动 或 无 界 延伸 物体 的 非 均 匀 性 并 不 改变 这 里 做 出 的 结论 . 
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动 .但 是 随 着 时 间 的 进程 ,所 有 的 扰动 都 必定 作为 引力 波 耗 散 进 空间 , 走向 无 
限 远 (或 者 穿 过 视界 ) . 

在 形成 中 的 黑洞 的 外 部 引力 场 里 , 也 不 能 保留 与 时 间 无 关 的 静态 扰动 . 
这 个 结论 可 以 从 应 用 于 真空 史 瓦 西 球 中 恒定 扰动 的 分 析 得 到 . 这 样 的 分 析 显 
示 , 在 静态 情形 下 , 每 一 (在 无 穷 远 处 减弱 的 ) 扰动 , 在 趋 近 未 扰动 问题 的 史 
瓦 西 球面 时 会 无 限制 地 增加 @; 但 是 , 正如 已 经 说 过 的 那样 , 在 目前 情况 中 
没有 外 部 场 出 现 大 扰动 的 理由 . 

物体 密度 分 布 中 对 于 球 对 称 的 偏离 , 可 以 用 该 分 布 的 四 极 和 矩 和 更 高 的 多 
极 矩 描述 ; 其 中 每 一 个 都 对 外 部 引力 场 作出 了 自己 的 贡献 . 我 们 的 论断 意味 
着 ,外场 中 所 有 这 样 的 扰动 在 志 缩 的 最 后 阶段 (从 外 面 观 察 者 的 观点 看 ) 都 
会 渐次 减弱 人 @. 产生 的 黑洞 引力 场 依然 是 中 心 对 称 的 史 瓦 西 场 ,只 由 黑洞 的 
总 质量 决定 . 

物体 十 缩 到 其 事件 视界 以 内 (从 外 面 的 参考 系 不 可 观测 ) 的 终极 命运 问 
题 还 不 完全 清楚 . 看 来 我 们 可 以 断言 , 这 里 南 缩 也 会 终止 于 时 空 度 规 的 真 奇 
点 ,但 奇 点 的 类 型 与 中 心 对 称 的 情况 完全 不 同 . 然而, 这 个 问题 目前 尚未 完全 
搞 清楚 . 

让 我 们 回 到 球 对 称 弱 扰动 不 是 与 密度 分 布 , 而 是 与 物体 整体 转动 相关 的 
情况 ; 弱 扰动 的 假设 意味 着 转动 必须 足够 慢 . 除了 一 个 例外 , 所 有 以 前 的 论断 
仍然 有 效 . 从 一 开始 就 很 清楚 , 由 于 物体 的 总 角 动 量 M 守恒 , 黑洞 的 场 不 能 
只 依赖 于 物体 的 质量 . 与 此 相应 的 是 , 在 中 心 对 称 引 力 场 的 不 含 时 稳 态 (而 非 
静态 ) 扰动 中 ,有 一 个 扰动 不 在 7 一 re 时 无 限 增加 . 这 正好 是 与 物体 的 转动 相 
关 的 扰动 , 可 通过 在 史 瓦 西 度 规 张 量 gik (在 坐标 2° =t,z!=7,z?*=0,x =p 
中 ) 加 上 很 小 的 非 对 角 分 量 名 


i (104.1) 





2kN 
8&03. 三 


予以 描述 (参见 8105 习题 )， 当 物体 趋 于 引力 半径 时 , 这 个 表达 式 仍然 有 效 
(在 外 部 空间 中 ), 因此 缓慢 转动 黑洞 的 引力 场 (在 小 角 动 量 M 的 情形 准确 
到 一 级 近似 ), 将 是 中 心 对 称 的 史 瓦 西 场 加 上 小 修正 (104.1) . 这 个 场 不 再 是 
静态 的 而 只 是 稳 态 的 . 
如 果 引 力 声 缩 对 于 球 对 称 的 小 扰动 是 可 能 的 , 那么 如 果 在 某 个 有 限 范 围 
OO 参见 T. Regge 和 J. A. Wheeler, Phys，Rev. 108, 1063 (1957). 这 里 要 强调 , 我 们 说 的 是 
来 自 中 心 体 本 身 的 扰动 . 施 予 元 穷 远 的 条 件 排除 了 静态 扰动 来 自 外 源 的 情况 : 在 这 样 的 情况 下 ， 
小 扰动 只 给 忠 瓦 西 球 一 些 扭曲 ,并 不 改变 它 的 定性 性 质 . 也 不 在 其 上 产生 真正 的 时 空 奇 点 ， 
@ 关于 这 种 衰减 律 , 参见 R. H. Price, phys，Rev. DD, 5, 2419, 2439(1972). 十 缩 期 间 ,外 引 


力 场 初始 静态 的 ! 极 扰动 的 衰减 规律 是 1/t>'+?. 
图 在 本 节 中 令 c = 1 
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之 内 偏离 球形 , 必定 也 可 能 发 生 同 样 性 质 的 拥 缩 (连同 物体 运动 到 事件 视界 
以 内 ); 决定 这 一 范围 的 条 件 尚未 建立 . 无 论 这 些 条 件 如 何 , 看 来 我 们 可 以 断 
言 , 从 外 部 观察 者 的 观点 来 看 , 由 韦 缩 形成 的 结构 (旋转 志 缩 星 ) 的 性 质 , 仅 
依赖 于 初始 物体 的 总 质量 m 和 角 动 量 M, 而 同 它 的 所 有 其 余 特 性 无 关 @@. 如 
果 物 体 没有 整体 旋转 (M=0), 那么 择 缩 星 的 外 部 引力 场 就 是 中 心 对 称 的 史 
瓦 西 场 2 . 

旋转 黑洞 的 引力 场 由 如 下 轴 对 称 稳 态 克 尔 度 规 给 出 有 


ds2 = @ 要 区 ) dt2 — ar? — pd02 - 


Ss 


-人 二 中 下 sin ?9 sin2 gdop2 十 一 上 一 sin2 Gdypdt, (104.2) 


这 里 我 们 已 引入 符号 
A=72— Trg? 十 a2， pp =r ++a?cos?0, (104.3) 


式 中 的 rg 仍然 是 2mk. 这 个 度 规 依赖 于 两 个 恒定 参量 m 和 a, 其 意义 从 度 规 
在 远 距 离 > 处 的 极限 形式 看 是 明显 的 . 精确 到 ~ 1/7 级 的 项 , 我 们 有 : 


Tg TgQ . 2 
B00 S31— B03 ~ —— sin 0; 


第 一 式 与 (100.18) 比较 、 第 二 式 与 (104.1) 比较 表明 ,mm 是 物体 的 质量 , 而 参 
量 a 与 角 动 量 M 的 关系 为 
M=ma (104.4) 


(在 通常 单位 中 M = mac) . 对 于 a = 0, 克 尔 度 规 化 为 标准 形式 的 史 瓦 西 度 
规 (100.14) 多 . 我 们 也 注意 到 , 形式 (104.2) 明显 表现 出 时 间 反 演 对 称 性 : 这 
个 变换 (t 一 下 也 改变 了 转动 方向 , 即 角 动 量 的 符号 (a 一 一 a), 所 以 ds* 保 
持 不 变 . 

度 规 张 量 (104.2) 的 行列 式 是 


—g= psin? 0. (104.5) 

@ 为 了 避免 误解 , 我 们 提醒 读者 , 这 里 没有 考虑 携带 净 电 荷 的 物体 . 

@ 这 一 论断 受到 下 述 Israel 定理 的 强烈 支持 : 在 爱 因 斯 坦 方程 所 有 无 穷 远 处 为 伽利略 的 ， 
且 有 闭合 单 叶 面 goo = const,t = const 的 静态 解 中 , 史 瓦 西 解 是 唯一 具有 视界 (goo =0) 而 在 其 
上 没有 时 空 度 规 奇 点 的 解 (证 明 参 见 W. Israel, Phys. Rev. 164, 1776, 1967) . 

图 爱 因 斯 坦 方程 的 这 个 解 是 1963 年 由 克 尔 以 另 一 形式 发 现 的 ,后 由 R.H.Boyer 和 R. W. 
Lindquist , 1967 化 为 (104.2) . 文献 中 对 度 规 (104.2) 没有 物理 概念 合格 的 说 明 性 解析 推导 , 甚至 
直接 核对 爱 因 斯 坦 方 程 的 这 个 解 也 涉及 繁杂 的 计算 . 克 尔 度 规 是 旋转 韧 缩 星 唯一 的 场 这 个 论断 ， 
得 到 一 个 类 似 Israel 定理 的 定理 支持 (参见 B. Carter, Phys. Rev. Lett. 26, 331, 1971). 

四 准确 到 a 的 一 级 项 , 当 a 之 1 时 度 规 (104.2) 与 史 瓦 西 度 规 只 差 (2rya/r) sin? 9dypdt 这 一 
项 , 同 我 们 前 面 关 于 弱 偏 离 球 对 称 情形 的 论断 一 致 
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我 们 也 给 出 逆 变 分 量 g*“， 办 法 是 将 它们 引入 下 列 四 维 梯度 算 符 平方 的 表 
达 式 : 


ww 焰 咨 1 rera? SN AA 
zk i 2 2 区 P| > es > 
8 dridr A ( p? en 0 ) (如 ) p? ( 况 ) 


Se [到 im @ 村 ) (&) 1 2rara QQ 
p2 \00 4sin20 p2 Op PA OpOt 











(104.6) 

当 m = 0 时 ,不 存在 引力 质量 ,(104.2) 应 当 变 为 伽利略 度 规 . 实际 上 ， 
表达 式 

ds2 = dt 一 dr2 一 02d02 一 (72 + a?)sin? gdyp? (104.7) 





7r2 十 Q2 


就 是 用 空间 扁 椭 球 坐 标 写 出 的 伽利略 度 规 
ds2 = dt? 一 dz2 — dy? 一 dz2， 
空间 扁 椭 球 坐标 到 笛 卡 儿 坐 标的 变换 由 下 列 公 式 实 现 : 


T= Vr?+a?singcosy, 
y = VT? + a? sing sin wy, 


之 三 7cos0; 


曲面 7 = const 是 旋转 扁 椭 球 : 
2 2 2 
度 规 (104.2) 有 一 假 奇 点 , 正如 史 瓦 西 度 规 (100.14) 在 r= re 有 假 奇 点 
一 样 . 但 是 , 相 较 于 史 瓦 西 情 形 在 同一 个 面 >=rg 上 既 有 goo 为 0 又 有 gil 为 
无 穷 大 , 在 克 尔 度 规 中 , 这 两 个 面 却 是 分 离 的 . 当 p2 = rrg 时 , 等 式 goo =0 
成 立 ; 这 个 二 次 方程 的 两 个 根 的 较 大 者 是 


一 二 


= 2 2 一 
= ( 私 ) azcos20 (goo = 0). (104.8) 


当 A =0 时, g1i 为 无 穷 大 ; 这 个 方程 两 个 根 中 较 大 者 是 
es Sy i (=) -6a2 (sii = 00). (104.9) 
为 简便 起 见 , 我 们 把 曲面 7 = ro 记 为 50,7 = rhor 记 为 Shor, 其 物理 意义 
下 面 再 解释 . 曲面 Shor 和 So 都 是 旋转 扁 椭 球 面 *; Shor 包含 在 So 里 9 两 个 面 
在 极点 (9=0 和 909= zt) 接触. 
* 原著 将 前 者 误 写 为 球面 . 一 一 中 译注 
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正如 我 们 从 (104.8) 和 (104.9) 看 到 的 那样 , 仅 当 a < rg/2 时 ,So 和 Shor 
才 存 在 . 当 a > rg/2 时 , 度 规 (104.2) 的 性 质 会 发 生根 本 改变 , 开始 显示 出 物 
理 上 不 允许 的 性 质 一 一 破坏 了 因果 性 原理 吕 . 

a> Tg/2 时 克 尔 度 规 失 去 意义 意味 着 , 下列 值 


天 mT 
Qmax 一 2 Mmax = (104.10) 


给 出 了 雪 缩 星 角 动量 可 能 的 上 限 . 必须 把 它 看 成 可 以 任意 趋 近 的 极限 值 ,而 
严格 的 等 式 a = amax 是 不 可 能 的 . 曲面 5o 和 Shor 相应 的 半径 极限 值 是 
i = (1 +in9), rhor = 到 (104.11) 

我 们 将 证 明 曲 面 Shor 是 事件 视界 ,运动 粒子 和 光 只 能 从 一 个 方向 ( 朝 着 内 
部 ) 穿 过 它 . 

先 从 一 般 的 观点 证 明 , 运动 粒子 世界 线 的 单 向 穿 过 性 对 任何 类 光 超 曲 
面 ( 即 每 一 点 的 法 线 都 是 类 光 矢 量 的 超 曲面 ) 都 保持 . 设 超 曲 面 是 由 方程 
fl(zozlz2z3) = const 定义 的 . 它 的 法 线 沿 着 四 维 梯 度 mi = 9f/9z: 的 方向 ， 
所 以 , 对 于 类 光 超 曲面 我 们 有 mi = 0. 换言之 , 这 意味 着 , 法 线 的 方向 就 躺 
在 该 曲面 里 : 沿 着 该 超 曲面 df = midz: = 0, 这 个 方程 在 四 维 矢量 dr* 和 ni 
的 方向 一 致 时 满足 . 由 这 同样 的 性 质 nin* = 0, 超 曲面 在 这 同一 方向 的 线 元 是 
ds 二 0. 换言之 , 沿 着 这 个 方向 , 超 曲面 在 给 定点 同 在 该 点 构造 的 光 锥 相 切 . 
因此 , 在 类 光 超 曲面 上 每 一 点 构造 的 光 锥 (例如, 朝 未 来 方向 ) 完全 躺 在 曲 
面 的 一 边 , 并 沿 自 己 的 母线 之 一 与 该 超 曲面 (在 这 些 点 ) 相 切 . 但 这 正好 意味 
着 , 粒子 或 光线 (指向 未 来 ) 的 世界 线 只 能 往 一 个 方向 穿 过 超 曲 面 . 

类 光 超 曲面 的 这 个 性 质 通常 在 物理 上 是 平凡 的 : 单 向 穿 过 这 些 曲面 仅 
仅 表 示 超 光速 运动 的 不 可 能 性 (这 类 例子 中 最 简单 的 是 平 直 时 空中 的 超 曲面 
z= 二 t+) . 非 平凡 的 新 物理 情况 出 现 于 类 光 超 曲面 并 不 延伸 到 空间 无 限 远 ， 以 
至 它 的 截面 上 = const 是 闭合 的 空间 曲面 之 时 ; 这 些 曲 面 是 事件 视界 , 其 意义 
与 史 瓦 西 球 在 中 心 对 称 引 力 场 中 的 相同 . 

克 尔 场 中 的 曲面 Shor 是 什么 呢 ? 对 于 克 尔 场 中 形 如 f(7,9) = const 的 超 
曲面 , 条 件 nin* =0 具有 形式 


naff\ wafN 1 dN /ary 本 
(2) 十 8 (2) eg a (¥) +( 动 ) -0 (104.12) 
@ 从 闭合 类 时 世界 线 的 出 现 就 能 显示 出 来 这 种 破坏 ; 这 些 世 界线 会 使 先 向 过 去 “运动 ” 然 
后 再 朝 将 来 “运动 ”成 为 可 能 . 我 们 立刻 指出 , 如 果 把 克 尔 度 规 延 伸 到 Shu 内 部 , 即使 a < re/2， 
同样 的 破坏 也 会 出 现 , 这 表明 物理 上 该 度 规 在 Sh。* 内 部 是 不 可 用 的 (我 们 以 后 将 回 到 这 一 点 ) . 
由 于 同样 的 理由 , 在 二 次 方程 goo =0 和 1/gil = 0 两 个 较 小 根 所 定义 的 曲面 里 (它们 处 于 She 
内 部 ), 是 没有 物理 意义 可 言 的 ; 参见 B.Carter, Phys.Rev.147, 1559(1968) . 
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(g* 来 自 (104.6) ) ,这 个 方程 在 So 上 不 满足 ,但 在 Shot 上 满足 (这 里 
0f/90=0,4 = 0). 

把 克 尔 度 规 延 拓 到 视界 曲面 以 内 ( 像 在 8102 和 §103 对 史 瓦 西 度 规 做 过 
的 那样 ) 是 没有 物理 意义 的 . 这 样 的 延 拓 会 只 依赖 于 和 Shor 外 面 的 场 相同 的 
两 个 参量 (m 和 a), 由 此 已 经 显 见 , 它 不 可 能 与 韧 缩 星 穿 过 视界 后 的 命运 这 
个 物理 问题 有 关 . 非 球形 的 效应 在 共 动 参考 系 中 根本 不 能 衰减 掉 , 相反 , 必 
定 会 随 着 物体 进一步 收缩 而 增加 , 所 以 没有 理由 预期 , 视界 内 部 的 场 会 仅仅 
由 物体 的 质量 和 角 动 量 来 决定 @. 

我 们 来 考虑 曲面 So 和 它 与 视界 之 间 的 空间 ( 克 尔 场 的 这 个 区 域 称 为 能 
层 ) 的 性 质 . 

能 层 的 基本 性 质 是 , 其 中 没有 粒子 能 够 相对 于 遥远 观察 者 的 参考 系 保 持 
静止 : 当 ”,9,2 = const 时 , 我们 有 ds2 <0, 即 间隔 是 类 空 的 , 而 粒子 的 世界 
线 本 该 类 时 ; 变量 t+ 失去 了 它 的 时 间 特 性 . 因此 刚性 参考 系 不 能 从 无 穷 远 延 
伸 入 能 层 , 在 这 个 意义 上 , 曲面 So 可 以 称 为 静 界 . 

粒子 在 能 层 内 的 运动 特征 与 史 瓦 西 场 视界 之 内 的 情形 有 本 质 的 不 同 . 在 
后 一 种 情形 下 , 粒子 相对 于 外 部 参考 系 也 不 能 处 于 静止 , 不 能 有 7 = const : 
所 有 粒子 都 必须 朝 中 心 径 向 运动 . 在 克 尔 场 的 能 层 中 ,yw = const 对 粒子 是 不 
可 能 的 (粒子 一 定 要 绕 场 的 对 称 轴 转 动 ), 而 ”= const 对 于 一 个 粒子 是 可 能 
的 . 此 外 , 粒子 (和 光线 ) 的 运动 既 可 以 增加 也 可 以 减 小 +, 并 能 从 能 层 出 射 
到 外 部 空间 . 与 最 后 一 点 相应 , 粒子 可 以 从 外 部 区 域 达到 能 层 : 这 样 的 粒子 
(或 光线 ) 到 达 曲 面 So 的 时 间 , 用 遥远 观察 者 的 钟 t 测量 , 对 除 极点 (So 和 
Shor 的 接触 点 ) 之 外 的 所 有 So 都 是 有 限 的 . 到 达 这 些 极 点 的 时 间 , 正如 同 到 
达 所 有 Shor 点 的 时 间 一 样 ， 当 然 还 是 无 限 的 旦 . 

因为 粒子 在 能 层 中 的 转动 不 可 避免 , 在 这 个 区 域 写 出 度 规 的 自然 形式 
是 : 


2 
和 = (go 一 ss ) dt? + glidr? 十 go22d02 + g33 (ap 十 gma ) : (104.13) 
B33 B33 


dt? 的 系数 
B03 A 


人 
8g33 12 十 a2 十 rgra2sin 0/p? 


在 Shor 外 面 处 处 为 正 ( 且 在 So 上 不 为 零 ); 当 m = const,0 = const,dyp = 


@ 数学 上 , 这 种 情况 反映 了 ， 当 我 们 将 克 尔 度 规 延伸 到 Sher 以 内 时 (上面 提 到 的 ) 因果 性 
承 理 的 破坏 . 

@ 在 粒子 的 能 量 和 和 骨 动量 取 特 殊 值 , 使 径 向 速度 在 So 的 特殊 点 为 零 的 特殊 情形 下 , 到达 
这 些 特殊 点 的 时 间 也 可 以 是 无 限 的 ， 
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一 (go3/g33)dt 时 , 间隔 ds 是 类 时 的 . 相对 于 外 面 的 观察 者 ， 


03 ToeOT 
-2 = pp (104.14) 

这 个 量 起 着 广义 “能 层 转 动 角速度 ”的 作用 (其 转动 方向 与 中 心 物体 转动 的 
方向 一 致 ) ®. 

粒子 的 能 量 , 定义 为 作用 量 5S 对 于 粒子 ( 沿 轨 道 同 步 的 ) 固有 时 7 的 导 
数 -805/87, 它 恒 为 正 值 (参见 888) . 但 是 , 正如 §88 中 说 明 过 的 那样 , 粒子 
在 与 时 间 t 无关 的 场 中 运动 期 间 , 定义 为 -8S/6t 的 能 量 % 是 守恒 的 ; 这 个 
量 与 四 维 动量 po = muo = mgoidz' 的 协 变 分 量 一 致 (mm 是 粒子 的 质量 ) . 变 
量 t+( 按 遥远 观察 者 的 钟 测量 的 时 间 ) 在 能 层 内 不 再 具有 时 间 特 性 , 这 个 事实 
产生 了 如 下 特殊 的 情况 : 在 这 个 区 间 内 goo < 0, 因此 

=m(goou + go3u)=m (so 十 sm ) 

这 个 量 能 够 为 负 值 . 因为 在 外 部 空间 (那里 上 为 时 间 ) 中 , 能 量 锅 不 能 为 负 ， 
所 以 鲍 < 0 的 粒子 不 能 从 外 部 落 入 能 层 . 出 现 这 种 粒子 的 可 能 来 源 , 是 进入 
能 层 的 物体 分 裂 为 (例如 说 ) 两 部 分 , 一 部 分 被 俘获 进入 “ 负 能 ”轨道 , 这 部 
分 不 再 能 从 能 层 出 射 , 最 后 被 俘获 进 视界 之 内 . 第 二 部 分 可 以 返回 外 部 空间 ; 
因为 鲍 是 守恒 的 加 性 量 , 这 部 分 的 能 量 大 于 初始 物体 的 能 量 , 所 以 我 们 得 到 
了 从 转动 黑洞 抽取 出 来 的 能 量 (R. Penrose, 1969). 

最 后 , 我 们 注意 到 , 虽然 50 面 对 于 时 空 度 规 并 不 奇异 , 但 纯 空 间 度 规 
(在 参考 系 (104.2) 中 ) 在 那里 却 有 奇 点 . 在 So 以 外 (那里 变量 t+ 具有 时 间 特 
性 ), 空间 度 规 张 量 根据 (84.7) 计算 , 而 空间 距离 元 具有 形式 
4sin20 2 


2 
2 2 102 
a a 
dl dr“++p’*d a p 


(104.15) 
在 So 附近 ，, 纬 线 长 度 (9 = const,r = const ) 按 规律 2xasin? 9/Vgo5 趋 于 无 穷 
大 . 当时 钟 沿 此 闭合 曲线 同步 时 , 其 读数 之 差 (参见 (88.5) ) 在 这 里 也 趋 于 无 
穷 大 . 


@ 值得 注意 的 是 , 对 于 沿 能 层 边 界 运动 的 粒子 , 固有 时 间隔 并 不 随 goo 变 为 零 . 在 这 个 意义 
上 , So 不 是 “无 限 红 移 ” 面 ; 运动 的 源 (在 那里 是 不 能 静止 的 ) 送出 的 光 信 号 频率 , 在 遥远 观察 
者 看 来 并 不 变 为 零 . 我 们 记得 , 在 中 心 对 称 场 中 , 史 瓦 西 球 上 既 不 可 能 有 静止 的 源 , 也 不 可 能 有 
运动 的 源 (因为 类 光 曲 面 不 能 包含 类 时 世界 线 ) , 在 那里 产生 “无 限 红 移 ”是 因为 , 随 着 ~ 一 ~g， 
固有 时 间隔 dr = vg6odt (对 于 给 定 的 dt), 由 相对 于 参考 系 静 止 的 钟 测量 , 会 变 为 零 . 
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习 题 


1. 对 于 在 克 尔 场 中 运动 的 粒子 , 在 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 中 进行 变量 分 离 
(B. Carter, 1968). 
解 : 在 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 


中 (mm 是 粒子 的 质量 , 不 要 与 中 心 物体 的 质量 混淆 ), 度 规 g* 来 自 (104.6)， 
时 间 上 和 角 o 是 循环 变量 ; 因此 它们 以 -60t 十 Ly 的 形式 进入 作用 量 S， 这 
里 鲍 是 守恒 的 能 量 , 工 表示 角 动 量 沿 场 对 称 轴 的 分 量 . 显然 , 变量 "和 8 也 
可 以 分 离 . 把 9 写 为 形式 


S=—@0t+ Lo S(r) + S50(0), (1) 


我 们 把 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 化 为 两 个 常 微 分 方程 (参见 本 教程 第 一 卷 848) : 
2 2 
( 守 ) 十 (oasne- 二 十 a2rmn2cos20 = K, 


d0 inb 
(2) 





dr 
式 中 (分 离 参 数 ) 是 一 个 新 的 任意 常数 . 于 是 函数 Sg 和 5 可 以 通过 简单 
粒子 的 四 维 动量 是 


2 
( 竺 ) — lr? 十 a2) 而 一 aZ]2 +mr? = —AK, 











mt rara et rz7C2 . 
mo et (Pte oes), (3) 
dyp L 区) rgra 
一 一 1 一 一 一 一 多 ， 4 
FF ( p? 中 02A (4) 
me (下 = lg 二 <) )% — aL] — (K+ mr?) (5) 
db 1 1 站 
oY Le a 1 
m (¥) A (K — a’m” cos 0) 页 (asins i ) (6) 


这 些 积 分 是 运动 方程 ( 测 地 方程 ) 的 初 积分 . 轨道 方程 和 洛 轨 道 坐 标 对 时 间 
的 依赖 关系 可 以 从 (3) 一 (6) 或 者 直接 从 方程 


05 09 
一 一 一 Const， =— = const 一 一 COnst 


O60 oL “ 遇 路 
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求 得 . 

对 于 光线 的 情况 , 我 们 必须 在 方程 (3) 一 (6) 右边 令 仅 =0, 并 用 wo 代 
替 而 (参见 8101) ， 而 左边 的 导数 dm/ds 必须 代 之 以 对 ( 沿 光 线 变 化 的 ) 参 
数 入 的 导数 d/d 和 (参见 887 末 ). 

如 从 对 称 性 论据 已 经 清楚 的 那样 ,方程 (4) 一 (6) 只 容许 沿 物体 转动 轴 
的 纯 径 向 运动 . 由 与 此 相同 的 考虑 显 见 , 运动 可 能 在 一 个 “平面 ”上 进行 的 必 
要 条 件 是 该 平面 是 赤道 面 . 在 该 情形 下 , 令 0=T/2, 从 条 件 dg/ds=0 用 多 
和 五 表 示 开 ,我们 得 到 如 下 形式 的 运动 方程 


df a 
= + ( 十 Qa“ 十 (7) 
dp M Tg rgQ 
ee a (8) 
dr\* 1 A 
2 二 2 2 2 2 
m (三 ) 一 二 [Cr +a’)é —aLl’— zx l(a 一 工 ) 十 7mn272] (9) 


2. 对 于 在 极限 克 尔 场 (a 一 Trg/2) 赤道 面 内 运动 的 粒子 , 求 最 接近 中 心 的 
稳定 圆 轨 道 的 半径 (R. Ruffini, J. A. Wheeler, 1969). 
解 : 同 8102 习题 1 一 样 处 理 , 引入 由 


[(r2 + a2)U(r) mal — Al(laU(r)— LL)*+rm’]=0 


定义 的 有 效 势 能 U(r) (对 于 而 = 了 ,方程 (9) 的 右边 变 为 零 ). 稳定 轨道 的 
半径 由 函数 UUr) 的 极 小 值 , 即 方程 U(r) = 多,Ur) =0 在 U(r)>0 条 件 下 
的 联 立 解 确定 . 最 接近 中 心 的 轨道 相应 于 U(rmin) = 0; 对 于 7 < rmin， 函 数 
U(r) 没有 极 小 值 . 结果 我 们 得 到 如 下 的 运动 参数 值 : 
(a) 对 了 <0( 运 动 与 垢 缩 星 转动 方向 相反 ) 
Tmin _ 9 60 5 L 11 


re 2 m V3’ mrs 3V3 
(b) 对 工 > 0 (运动 沿 着 雪 缩 星 转 动 方 向 ) 当 a 一 站 时 半径 rmin 趋向 视 
界 半 径 . 令 a== 芭 (1+6)， 当 6 一 0 时 我 们 得 到 : 


Thor _1 Tmin _ 1 1/3 
2 5(1+ V26), -i 5[1 + (46) 
于 是 
% 一 了 二 全 泣 十 (45)17 引 . 
m mrTg 3 


我 们 注意 到 ,rmin/Thor 总 是 大 于 1， 即 轨道 不 会 处 于 视界 以 内 . 这 本 该 如 此 : 
视界 是 类 光 超 曲面 , 运动 粒子 的 类 时 世界 线 是 不 可 能 置身 其 上 的 . 
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8105 物体 远 距 离 处 的 引力 场 


我 们 来 考虑 远离 场 源 物体 处 的 稳 态 引力 场 , 并 决定 其 按 1/r 寡 展 开 式 的 
前 几 项 . 

离 物 体 远 处 的 场 很 弱 . 这 意味 着 那里 的 时 空 度 规 几 乎 是 伽利略 度 规 , 即 
我 们 可 以 选择 一 个 参考 系 , 其 中 度 规 张 量 的 分 量 几 乎 等 于 它们 的 伽利略 值 : 


0 0 
2 =1, go 三 0， 区 = 一 0a8， (105.1) 


因而 我 们 可 以 把 gi 写成 如 下 形式 
gik = gh + hig, (105.2) 


式 中 Aik 是 由 引力 场 确 定 的 小 修正 . 

在 对 张 量 hi 的 运算 中 ,我们 约定 用 “未 扰动 的 ” 度 规 来 升 和 降 它们 的 
指标 : ht = g(rihit， 等 等 , 这 里 我 们 必须 把 hw 同 度 规 张 量 g* 的 逆 变 分 量 
的 修正 区 分 开 . 后 者 由 解 如 下 方程 确定 : 


0 
giug' = (gl +hu)e* = 站; 


所 以 , 精确 到 二 阶 项 , 我 们 得 到 ， 
区 — hk + hihtk. (105.3) 
精确 到 同样 精度 , 度 规 张 量 的 行列 式 是 
二 二 @ 十 其 > rin ) , (105.4) 


式 中 h=hi. 

我 们 现在 就 要 强调 , hi 很 小 这 个 条 件 绝 对 没有 对 参考 系 作 了 唯一 确定 
的 选择 . 如 果 这 个 条 件 对 任 一 参考 系 满 足 , 在 作 任 意 变换 x = xi 十 & 后 它 也 
将 满足 , 这 里 & 是 些小 量 . 按照 (94.3) , 张 量 hj; 就 将 变 为 


6 _ 06 
Ork Ori’ 





hi =h (105.5) 
这 里 & = g(Oek (因为 g(0 是 常数 ,(94.3) 中 的 协 变 导 数 在 目前 情形 中 化 为 普 
通 导 数 ) @. 


@ 对 于 稳 态 场 , 自然 只 容许 那些 不 破坏 gix 的 时 间 无 关 性 的 变换 , 即 &* 必须 只 是 空间 坐标 
的 本 数 . 
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在 一 阶 近似 下 ,精确 到 1/r 的 项 ， 对 伽利略 值 的 小 修正 由 中 心 对 称 史 
瓦 西 度 规 展 开 式 中 相应 的 项 给 出 . 由 于 上 面 提 到 的 参考 系 (无 穷 远 处 为 伽 利 
略 参 考 系 ) 选择 的 不 定性 , his 的 具体 形式 依赖 于 如 何 定义 径 向 坐标 ~. 因 
此 , 如 果 史 瓦 西 度 规 写成 (100.14) 的 形式 , 其 大 r 处 展开 式 中 的 前 几 项 就 由 
表达 式 (100.18) 给 出 . 从 空间 球 坐 标 变换 到 稍 卡 儿 坐 标 (为 此 我 们 必须 写 出 
dr 二 nadz*, 这 里 nn 是 7 方向 的 单位 和 拓 量 ), 我 们 得 到 下 列 值 : 


hb = -二 hd) = -Enanp, hl!) = 0， (105.6) 
式 中 rg = 2km/c2@. 
在 正比 于 1/pr2 的 二 阶 项 中 , 有 两 种 不 同 的 起 源 的 项 . 有些 项 来 自爱 因 斯 
坦 方程 对 一 阶 项 的 非 线 性 效应 . 因为 后 者 只 依赖 于 质量 (而 不 依赖 于 物体 的 
其 他 特性 ) , 故 这 种 二 阶 项 也 只 依赖 于 质量 . 因而 很 清楚 , 这 些 项 可 以 通过 展 
开 史 瓦 西 度 规 得 到 . 在 这 些 坐 标 中 , 我 们 有 


2 
hl2 =0,， jh = 一 (去 ) nang. (105.7) 


其 余 的 二 阶 项 来 自 线 性 化 场 方程 的 相应 解 . 考虑 到 后 面 的 应 用 , 我 们 将 
超出 这 里 稳定 场 的 需要 , 用 形式 上 更 一 般 的 公式 来 进行 方程 的 线性 化 ; 开始 
时 我 们 不 用 场 的 稳定 性 . 

对 于 小 的 hi, 用 其 导数 表示 的 量 Ti 也 很 小 . 忽略 高 于 一 次 的 舌 , 在 曲 
率 张 量 (92.1) 中 我 们 可 以 只 保留 第 一 个 括号 中 的 项 : 











Se 1 Sim O2hx iim Ohi 

Kixim = 3 人 axiozm griozl Ber ) WOR 

对 于 里 奇 张 量 , 准确 到 同样 精度 , 我 们 有 : 
R=g" Rimke M8 Himk, 
或 者 
1 Oh; O2h! O2h! 02h 
a ik i 2 
Rn ; ( 5 ” gro + Daron + Dro Ft) Wi 


@ 然而 如 果 我 们 从 有 各 向 同性 空间 坐标 的 史 瓦 西 度 规 出 发 (参见 8100 习题 4) , 我 们 会 得 
到 : 


1 T Ne 1 
hoo 一 一 二， ha8 王 一 下 jap， hoa =0. (105.6a) 


从 (105.6) 移 到 (105.6a) 是 通过 变换 (105.5) 实现 的 , 其 中 令 


ox 


0 cr 
= 人 0; == 有 
《 é 27 
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表达 式 (105.9) 可 以 通过 使 用 参考 系 选择 中 留 下 的 任意 性 得 到 简化 . 我 
们 可 以 施 予 hx 四 个 (任意 函数 & 的 数目 ) 附加 条 件 








Di i "i ” 
于 是 (105.9) 中 的 最 后 三 项 彼此 相 消 , 留 下 
1 O2h.; 
0 ik 
Bane (105.11) 


在 我 们 这 里 考虑 的 稳定 情形 下 , hi 不 依赖 于 时 间 , 表达 式 (105.11) 化 
为 Ri = Ahix/2, 式 中 A 是 三 维 空间 坐标 中 的 拉 普 拉 斯 算 符 . 因此 真空 中 的 
爱 因 斯 坦 场 方程 化 为 拉 普 拉 斯 方程 


Ahix = 0, (105.12) 
连同 附加 条 件 (105.10), 后 者 取 形 式 
0 1 
i | 
i (me 到 0， (105.13) 
0 
Ba ho =0. (105.14) 


我 们 注意 到 , 这 些 条 件 仍然 没有 完全 确定 参考 系 的 唯一 选择 . 显而易见 , 如 果 
hix 满足 方程 (105.13) 一 (105.14), 则 同样 的 条 件 也 将 被 (105.5) 的 jy 满足 ， 
只 要 & 满足 方程 
Ag = 0. (105.15) 

分 量 hoo 必定 由 三 维 拉 普 拉 斯 方程 的 标量 解 给 出 . 我 们 知道 , 正比 于 1/7? 
的 这 样 一 个 解 具有 形式 ae.V(1/m), 这 里 a 是 一 个 常 矢 量 . 但 hoo 中 这 种 类 型 
的 项 总 能 够 通过 简单 地 在 1/7 的 一 阶 项 中 移动 坐标 原点 消去 . 因此 , 这 样 一 
项 的 存在 只 是 表明 坐标 原点 选择 得 不 好 , 并 没有 什么 意义 . 

分 量 ou 由 拉 普 拉 斯 方程 的 矢量 解 给 出 , 即 它们 必须 具有 形式 


式 中 Xas 是 一 个 常 张 量 . 条 件 (105.4) 给 出 
a 
of gradrBr  ， 
由 此 可 知 ，Xas 必须 具有 形式 awo8 十 Xiasg, 这 里 aas 是 一 个 反对 称 张 量 . 但 
是 形 如 5 的 解 可 以 通过 变换 (105.5) 并 令 to = 和 /7,9 = 0 (满足 条 件 
(105.15) ) 消去 . 因此 , 唯一 具有 真实 意义 的 解 是 


人 1 
oa 一 9op5557 
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最 后 , 通过 类 似 但 更 为 繁杂 的 论证 可 以 证 明 , 通过 适当 的 空间 坐标 变换 ， 
总 能 消去 拉 普 拉 斯 方程 张 量 解 (对 a 和 8 对 称 ) 给 出 的 量 hg. 

至 于 张 量 aas, 它 同 总 角 动 量 张 量 Ma 有关 ，hoo 的 最 终 表达 式 具 有 
pa (2) 2k 8 1 2k NB 

We— Mp pr 

我 们 通过 计算 积分 (96.17) 来 证 明 这 一 点 . 

角 动 量 Mo 只 同 ho 有 关 , 所 以 在 计算 它 的 时 候 , 我 们 可 以 假设 所 有 其 
他 的 分 量 hj; 都 不 存在 . 准确 到 hou 中 的 二 阶 项 , 从 (96.2) 一 (96.3) 我 们 有 
es a0， 而 一 g 与 1 只 差 二 阶 项 ): 

| 

i Or7Y Br (ee -Ws -1 Or (haodpy — hyodap). 
将 (105.16) 代入 这 里 , 导数 符号 下 的 第 二 项 变 为 零 , 而 第 一 项 给 出 


Cp 0? Lo 六 3ngeny 一 05+ 
8r “Drzpbxzn7 r Bx" 


用 这 个 表达 式 在 半径 7 的 球面 上 进行 (96.16) 中 的 积分 (df = nyr?do) 我 们 
得 到 : 


< f (ane™ -zh mdf, = - 均 > /rans Me — nenyMay)do = 


(105.16) 








ho — 到 


hoo8 2 


2 
= -3(6ar Mg — 6pyMar) = a op 
类 似 的 计算 给 出 : 
要 和 
过 多》 二 = f (hooafs — hgodfa) = 3 Mop- 


把 这 两 个 量 相 加 , 我 们 就 得 到 要 求 的 Mg 值 . 

我 们 强调 指出 , 在 一 般 情形 下 ， 当 物体 附近 的 场 可 能 并 不 很 弱 时 ,Magp 
是 物体 及 其 引力 场 的 总 角 动 量 . 仅 当 场 在 所 有 距离 都 很 弱 时 , 才能 忽略 它 对 
角 动 量 的 贡献 9. 

公式 (105.6) 一 (105.7) 和 (105.16) 解决 了 我 们 的 问题 , 准确 到 1/7? 的 
项 外. 度 规 张 量 的 协 变 分 量 是 : 


Sik = gl + ht 十 大 (105.17) 


@ 如 果 转 动物 体 是 球形 的 , M 的 方向 是 物体 外 整个 空间 的 场 唯一 可 分 辨 的 方向 . 如 果 场 处 
处 (而 不 只 是 离 物 体 远 处 ) 很 弱 , 公式 (105.16) 在 物体 外 面 的 整个 空间 都 有 效 . 在 场 的 中 心 对 称 
部 分 不 是 处 处 很 弱 , 但 球形 物体 转动 得 足够 慢 的 情形 下 , 这 个 公式 在 整个 空间 仍然 成 立 (参见 
习题 1) . 

@ 变换 (105.5) 对 于 6 = 0, 上 6 = ce(zlrz2,z3) 并 不 改变 hoa. 因此 , 表达 式 (105.16) 不 依 
束 于 坐标 + 的 选择 . 


8105 ”物体 远 距离 处 的 引力 场 “ 371 . 
按照 (105.3), 达到 与 此 相同 的 精度 的 逆 变 分 量 是 
gik = gik(0) 一 pik() 一 pik(2) 十 hi hk). (105.18) 
公式 (105.16) 可 以 用 矢量 形式 重新 写 为 
= = Sn xM. (105.19) 


式 中 M 是 物体 的 总 角 动 量 矢 量 . 我 们 在 888 习题 1 中 曾经 表明 , 在 稳 态 引力 
场 中 , 有 一 “ 科 里 奥 利 力 ”作用 于 物体 上 , 它 与 物体 在 以 角速度 


2= 3 VBoorot 区 


旋转 的 参考 系 中 所 受 的 力 相 同 . 因而 我 们 可 以 说 , 在 旋转 物体 的 场 中 , 作用 于 
远 处 粒子 上 的 科 里 奥 利 力 的 强度 相应 于 角速度 : 


C k 
12 之 rotg = ZaralM — 3n(M :n)l. (105.20) 


最 后 , 我 们 依照 积分 (96.16) , 用 表达 式 (105.6) 来 计算 引力 物体 的 总 能 
量 . 从 公式 (96.2) 一 (96.3) 计算 hit 的 必要 分 量 , 在 需要 的 精度 下 (保留 1/r? 
阶 的 项 ) 我 们 得 到 : 





h°08 = 0， 
ooa _ nm 0 (eo oF ) men 
® = Ee" 4 8 ys ( i 
在 半径 为 的 球 上 作 (96.16) 中 的 积分 , 最 后 得 
Pa 三 0， P= moe, (105.21) 


这 自然 是 个 预期 的 结果 . 它 表 示 了 物体 的 “引力 "质量 和 “惯性 ”质量 相等 的 
事实 (“引力 ” 质量 是 决定 物体 产生 的 引力 场 的 质量 , 这 就 是 出 现在 引力 场 的 
度 规 张 量 中 , 或 者 特殊 情形 下 , 牛顿 定律 中 的 质量 ;“ 惯 性 ”质量 是 决定 物体 
的 能 量 与 动量 之 比 的 质量 ; 特别 地 , 物体 的 静 能 等 于 这 个 质量 乘 以 2). 

在 恒定 引力 场 情形 下 , 可 以 推出 一 个 物质 加 场 总 能 量 的 简单 表达 式 , 它 
在 形式 上 只 对 物质 所 占 的 空间 进行 积分 . 为 了 做 到 这 一 点 我 们 可 以 , 比方 说 ， 


@ 准确 到 假设 的 精度 ,矢量 ga = 一 goa /goo = -gou- 与 此 同 理 , 在 定义 和 撩 积 和 旋 度 时 ( 参 
见 888 习题 1 的 脚注 ) 我 们 必须 令 Y = 1, 所 以 可 以 按 对 第 卡 儿 矢量 常用 的 意义 来 理解 它们 . 
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从 如 下 表达 式 ( 它 在 所 有 量 与 xz? 无 关 时 成 立 ) 出 发 @ 
R= A (105.22) 
在 (三维) 空间 中 对 如 Vg 作 积 分 , 用 三 维 高 斯 公式 得 到 : 
[ Rv=sav = f v=se" rear. 
取 足 够 远 的 表面 作 这 个 积分 , 对 gi 用 表达 式 (105.6) , 经 简单 的 计算 后 得 到 : 


/ BV-sav =O a = 于 Pa 
再 注意 到 , 按照 场 方程 ， 
B=-37) -Rn 
我 们 得 到 要 求 的 公式 : 
P0 = me 三 / (TY-T -Byadv. (105.23) 


这 个 公式 仅 用 物质 的 能 量 动量 张 量 表达 出 物质 和 恒定 引力 场 的 总 能 量 ( 即 物 
体 的 总 质量 ) (R. Tolman, 1930) . 我 们 记得 , 在 中 心 对 称 场 情 形 下 , 这 个 量 
还 有 另 一 个 表达 式 一 一 公式 (100.23) . 


习 题 


1. 证 明 在 慢 转 动 (M 之 cmrg) 但 不 要 求 场 的 中 心 对 称 部 分 很 小 的 条 
件 下 ， 公式 (105.16) 对 于 旋转 椭 球 体外 部 整个 空间 的 场 保持 有 效 (A. G. 
Doroshkevich, Ya. B. Zel’dovich, I. D. Novikov, 1965: V. Gurovich, 1965 ) . 

解 : 在 空间 球 坐 标 中 (zl =mz2 = 0,23 = pp), 公式 (105.16) 写 为 : 
2kM 


ES 
zea Sin 6. (1) 


hos = 
@ 从 (92.7) 我 们 有 
RI=g"Rio=g"" ( 针 i 


用 (86.5) 和 (86.8) 我 们 发 现 , 这 个 表达 式 可 以 写 为 





+ om — Tr rh) ， 


0 一 -过 站 (V BEE pe 


用 相同 关系 (86.8) 容易 证 明 , 右边 第 二 项 恒 等 于 -ru 状 7 因 所 有 的 量 都 与 z? 无 关 , 故 等 
于 零 . 最 后 将 第 一 项 中 对 ! 的 求 和 换 成 对 a 求 和 ， 我 们 就 得 到 (105.22) . 
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把 这 个 量 看 成 是 对 史 瓦 西 度 规 (100.14) 的 小 修正 , 我们 必须 验证 按 jos 线性 
化 的 方程 Ros = 二 0 得 以 满足 (因为 在 其 他 场 方程 中 修正 项 恒 为 零 ). Ros 可 用 
895 习题 中 的 公式 (4) 计算 , 此 处 线性 化 意味 着 , 三 维 张 量 运算 应 该 用 “未 扰 
动 ” 的 度 规 (100.15) 进行 . 结果 我 们 得 到 如 下 方程 


2 » 
( 和) + 全 hoo+ 2 而 人 ( 1 Be ) -0 








r/ Dr? 73 r2 O00 \sing 00 

表达 式 (1) 确实 满足 它 . 

2. 求 在 转动 的 中 心 物体 的 场 中 运动 粒子 轨道 的 系统 (“长 期 ") 移动 ，(J. 
Lense, H. Thirring, 1918). 

解 : 由 于 所 有 的 相对 论 效应 都 很 小 , 它们 彼此 线性 地 有 司 加 ,所 以 在 计算 
由 中 心 物体 转动 产生 的 效应 时 ,我 们 可 以 忽略 8101 中 考虑 过 的 非 牛顿 的 中 心 
对 称 力 场 ; 换言之 ,在 进行 计算 时 我 们 可 以 假设 , 所 有 的 hii 中 只 有 ho 不 
等 于 零 . 

粒子 经 典 轨道 的 取向 决定 于 两 个 守恒 量 : 粒子 的 轨道 角 动量 M =rxp 
和 夭 量 


{ 
4= 卫 xM- mr 


语 基 本 年 柱 是 考 寺 鞋 祖 声 we 而 记 助 (下 市 wm 是 中 心 物体 的 质量 ) . 
参见 本 教程 第 一 卷 815. 矢量 1M 重 直 于 轨道 平面 , 而 失 量 4 沿 椭圆 的 长 轴 指 
向 近日 点 ( 且 其 大 小 等 于 kmm/e, 这 里 e 是 轨道 的 偏心 率 ) . 要 求 的 轨道 的 长 
期 移动 可 以 用 这 些 矢 量 方向 的 改变 来 描述 . 

在 场 (105.19) 中 运动 粒子 的 拉 格 朗 上 日 函数 是 





2km 
C273 
(这 里 我 们 将 中 心 物体 的 角 动 量 记 为 M' 以 区 别 于 粒子 的 角 动 量 M). 于 是 ， 
哈密 顿 男 数 是 (参见 本 教程 第 一 卷 (40.7) ): 
H = HM +EN, 5H = FM’ rxp. 
用 哈密 顿 方程 六 二 0 和 /Bp,P= 一 0.W/Or 来 计算 导数 M =7*rXp+7Xxp， 
我 们 得 到 : 





5 = -me = Lo+é6L, 6L = mcg:v= M'-.vxr (1) 


M=- —M’xM. (2) 
因为 我 们 只 对 MM 的 关 期 刘 化 证 关 起， 因此 应 当 将 这 个 表达 式 对 粒子 运动 的 
周期 进行 平均 . 方便 地 进行 这 个 平均 的 方法 , 是 利用 椭圆 轨道 运动 的 7 与 时 
间 关 系 的 参数 表达 式 ， 形 如 


r=a(l—ecosé), t= (é — esiné) 
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(a 和 e 分 别 为 狂 圆 的 半 长 轴 和 偏心 率 ; 参见 本 教程 第 一 卷 815 ) : 


m= 二/ 江 - 1 F dé 1 

“Th rr” 2xa3Jo (1l—ecosé)? a3(l— e2)3/2° 

因此 JM 的 长 期 变化 由 如 下 公式 给 出 
dM 2kM’'xM 
dt ec2a3(1— e2)3/2" (3) 


即 矢量 JM 绕 中 心 物体 的 旋转 轴 转 动 , 其 大 小 保持 固定 . 
对 矢量 4 的 类 似 计 算 给 出 : 


= A+ eM.M')(r x M). 
CP CT 


这 个 表达 式 的 平均 按 以 前 一 样 的 方式 进行 . 从 对 称 性 的 考虑 可 以 预先 判断 出 ， 
平均 后 的 矢量 mr/75 将 沿 着 查 圆 的 长 轴 ， 即 沿 着 矢量 入 的 方向 . 这 个 计算 导出 
了 和 拓 量 4 长 期 变化 的 如 下 表达 式 : 


dA 2kM’ 
— 二 xA, f= Bal et™ En 3n(n -n’)} (4) 





dt 


(mn 和 nn’' 是 沿 JM 和 IM' 的 单位 舌 量 ), 即 和 拓 量 A 入 以 角速度 介 旋 转 , 而 大 小 
保持 固定 ; 最 后 这 一 点 显示 ,轨道 的 偏心 率 不 会 有 任何 长 期 变化 . 
公式 (3) 可 以 写 为 形式 
dM 


"XM, 


2 与 (4) 式 中 相同 . 换言之 ,有 是 椭圆 “整体 ”旋转 的 角速度 .这 个 转动 既 包 

括 轨 道 近日 点 额外 (与 8101 中 考虑 的 相 比 ) 的 移动 ,也 包括 轨道 平面 绕 物 体 

轴 的 长 期 转动 (如果 轨道 面 与 物体 的 赤道 面 重合 ,就 没有 后 面 这 个 效应 ). 
为 了 比较 起 见 , 我 们 指出 , 对 于 8$101 中 考虑 的 效应 ,相应 地 有 


_ 6xkm 证 
~ cal(l —e2)T 
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后 面 (8110) 我 们 将 看 到 , 运动 的 物体 系统 要 辐射 引力 波 , 因而 会 损失 能 
量 . 这 个 损失 只 是 在 1/c 的 第 五 级 近似 下 才 表 现 出 来 . 在 前 四 级 近似 中 , 系统 
的 能 量 保 持 恒 定 . 由 此 可 知 , 不 存在 电磁 场 时 , 引力 物体 系统 可 以 用 精确 到 
1/c4 阶 项 的 拉 格 朗 日 函数 描述 , 而 一 般 情 形 下 , 拉 格 朗 日 函数 只 精确 到 二 阶 
项 (865) . 这 里 我 们 来 推导 物体 系统 精确 到 二 阶 项 的 拉 格 朗 日 函数. 这样 我 们 
就 求 得 比 牛 顿 近 似 更 高 一 级 近似 的 系统 运动 方程 . 
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我 们 将 忽略 物体 的 大 小 和 内 部 结构 , 把 它们 看 做 “类 点 的 ”粒子 ; 换 言 
之 , 在 按 物体 的 尺度 a 与 其 相互 间距 1 之 比 的 窘 展开 时 , 我 们 仅 限 于 零 级 
近似 . 

为 了 解决 我 们 的 问题 , 必须 首先 在 这 同 级 近似 下 , 决定 物体 在 远 比 其 尺 
度 大 , 同时 又 比 系统 辐射 的 引力 波 波 长 和 小 的 距离 处 产生 的 弱 引 力 场 (a 反 
r A~ic/v). 

精确 到 1/c? 阶 的 项 , 远离 物体 的 场 由 前 节 获 得 的 表达 式 给 出 , 在 那里 记 
为 hi; 这 里 我 们 用 的 这 些 表达 式 形 如 (105.6a) . 在 8105 中 , 隐 含 的 假定 是 
场 只 由 位 于 坐标 原点 的 一 个 物体 产生 . 但 因为 场 ht 是 线性 化 爱 因 斯 坦 方程 
的 解 , 全 加 原理 对 它 有 效 . 因此 远离 物体 系统 的 场 可 以 通过 把 每 个 物体 的 场 
简单 相 加 求 得 ; 我 们 把 该 场 写 为 形式 


2 
= Pp, - =0, (106.2) 


式 中 
2(r) = 2 i 


是 点 状 物体 系统 的 牛顿 引力 势 (>。 是 质量 为 m。 的 物体 的 径 矢 ) . 度 规 张 量 
为 (106.1) 一 (106.2) 的 线 元 表达 式 为 : 


ds2 = | 1 十 ER 一 11 = 0 (dz2 十 dy2 十 dz2). (106.3) 
C2 C2 


我 们 注意 到 , 含有 9 的 一 阶 项 不 仅 出 现在 goo 中 , 也 出 现在 gas 中 ;在 
§87 中 已 经 说 过 , 在 粒子 的 运动 方程 中 , gas 中 的 修正 项 给 出 比 来 自 goo 的 项 
更 高 阶 的 量 ; 因此 通过 同 牛顿 运动 方程 比较 , 我 们 只 能 确定 goo. 

我 们 随后 将 会 看 到 , 为 了 得 到 要 求 的 运动 方程 , 知道 由 (106.1) 给 出 的 
空间 分 量 haa 到 精度 (~ 1/e2) 就 够 了 ; 混合 分 量 (在 1/e 的 近似 中 不 存在 ) 
需要 到 1/cs 阶 的 项 , 而 时 间 分 量 hoo 需要 含 1/es 阶 的 项 . 为 了 计算 它们 , 我 
们 再 次 回 到 一 般 的 引力 场 方程 , 并 考虑 这 些 方程 中 相应 阶 的 项 . 

在 不 考虑 物体 的 尺度 时 ， 我 们 应 当 把 物质 的 能 量 动 量 张 量 写 为 形式 
(33.4) , (33.5) . 在 曲线 坐标 中 , 这 个 表达 式 重 新 写 为 


= mac dr’ dr”; 
V—g ds 


(关于 因子 1/V=& 的 出 现 , 参见 (90.4) 中 类 似 的 过 渡 ) ; 求 和 遍历 系统 中 所 
有 的 物体 . 





— Tw) (106.4) 
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分 量 





mac’ dt 
了 oo = dE /Seas ra) 


在 (伽利略 度 规 gik 的 ) 一 级 近似 中 等 于 Dmac?é(r 一 7a); 在 下 一 级 近似 
中 , gix 由 (106.3) 代替 , 经 简单 计算 后 得 到 : 


7 二》 inc @ 二 Yr 于 藻 ) 6(7r 一 ra)， (106.5) 


式 中 u 是 普通 的 三 维 速度 (ua = dze/dt), 而 wu 是 场 在 点 ro 的 势 (我 们 暂时 
不 对 wu 中 含有 的 无 穷 大 部 分 一 一 粒子 ma 自 场 的 势 一 一 加 以 关注 ;关于 这 一 
点 ， 见 下 .) 

至 于 能 量 动 量 张 量 的 分 量 Ts, Toa, 对 它们 来 说 , 在 这 个 近似 中 , 只 要 保 
留 (106.4) 展开 式 中 领头 的 项 就 够 了 : 


Tag = 》 mavaavapd(r —Ta), Toa=— MaCVaad (T — Ta). (106.6) 


下 面 来 计算 张 量 Rix 的 分 量 . 利用 公式 Rk = gmRimnk 来 作 这 个 计算 是 
很 方便 的 , 式 中 Riimk 由 (92.1) 给 出 . 这 里 必须 记 住 , has 和 hoo 不 含 低 于 
1/c2 阶 的 项 , 而 hoa 不 含 低 于 1/cs 阶 的 项 ; 对 x? = ct 微分 将 量 小 的 程度 提 
高 一 阶 . 

Roo 中 的 主 项 为 1/e 阶 ; 除 此 之 外 我 们 还 须 保留 接 下 去 非 零 的 1/c* 阶 
项 . 简单 的 计算 给 出 结果 : 








x 19 DRt 1 Ohe ac 有 02 hoo 
Poo= :元 ( 2 - 到 <) + 2 人 "oo+ 34 Br 一 
1 /Ohoo\)” _ 18hoo (,0hS ah 
4 \ Or° 4073 \ Ore Dr/ 


在 这 个 计算 中 还 没有 对 量 hi 使 用 任何 附加 条 件 . 利用 这 个 自由 ,我 们 现在 施 
加 条 件 


Bhe 1 Ohe 
Br (206:7) 


准确 到 需要 的 精度 , 得 到 


| 2 Aw 190)2 
Roo = 5Ahoo + HPAP— VP), (106.8) 
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这 里 我 们 已 经 转 到 三 维 表示 . 在 计算 分 量 Ro。 时 ， 保 留 到 第 一 个 非 零 
阶 一 一 1/ea 阶 的 项 就 够 了 . 以 类 似 的 方式 , 我 们 得 到 : 


1 二 1 工 ie  1 
2c8lax6 28DraDxz6 2c St 
然后 , 用 条 件 (106.7) : 


Roa > 5 Ahoa, 


四 1 区 Op 
J = 7 Ahoa ee De3 Brore (106.9) 
用 表达 式 (106.5) 一 (106.9) , 我 们 现在 写 出 爱 因 斯 坦 方程 
8 1 
Rix = Tr (Tn 一 5&a7 ) (106.10) 


方程 (106.10) 的 时 间 分 量 给 出 : 





4 4 2 _ 8nxk a 5pa 3v2 , 
Ahoo + PAP — (VY) a a + 3 |’ 0(T — Ta); 





用 恒等式 

4(Vp)* = 2A(p°) — 4pAy 
和 牛顿 势 的 方程 

Ap = nk >》 ,mag(r 一 ma)， (106.11) 
我 们 重新 把 这 个 方程 写 为 形式 

A (ho 一至 2 o) = 87k FP (+ 十 a 癌 ) or - 入 < (106.12) 
在 完成 所 有 的 计算 后 , 我 们 已 将 (106.12) 右边 的 wa 换 为 
- 弛 全 二 二 


即 除 物体 ma 外 所 有 物体 产生 的 场 在 ru 点 的 势 . 物体 无 穷 大 自 势 的 去 除 (在 
我 们 把 物体 看 做 类 点 的 方法 中 ), 相应 于 将 它们 的 质量 “ 重 正 化 ”, 其 结果 是 ， 
它们 获得 了 自己 的 真 值 , 计 及 了 物体 本 身 产生 的 场 9. 

利用 熟悉 的 关系 式 (36.9): 


A- = —4n6(r), 


@ 实际 上 , 如 果 总 共 只 有 一 个 静止 物体 , 方程 右边 就 只 有 (8rk/c?)rna6(r 一 ra), 而 这 个 方 
程 就 正确 地 决定 了 (在 二 级 近似 下 ) 该 物体 产生 的 场 . 
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可 以 立刻 得 到 (106.12) 的 解 . 于 是 我 们 有 : 


< 22” aa mav2 
六 no = 
00 让 二 | 于 = 和 cp (106.13) 





方程 (106.10) 的 混合 分 量 给 出 : 


16nk 1 Fy 


Ahoo 一 ee BAOre’ (106.14) 


这 个 线性 方程 的 解 是 9 





4k MmavVao 1 oF 
ci Ep Ir—ral Ot0r™’ 


式 中 了 是 如 下 辅助 方程 的 解 





二。 Sn 
利用 关系 Ar = 2/r, 我 们 得 到 : 
f= Dmalr —ral, 
然后 , 经 过 简单 的 计算 , 我们 得 到 : 


oa ~ 2c3 让 Ir—ra = [ee 十 (va Na)naal, (106.15 ) 


式 中 no。 是 沿 和 失 量 7 一 7 方向 的 单位 矢量 . 
表达 式 (106.1) , (106.13) 和 (106.15) 足以 在 二 阶 项 的 精度 下 计算 要 求 的 
拉 格 朗 日 函数 . 
在 其 他 物体 产生 并 且 假 设 是 已 知 的 引力 场 中 ,单个 物体 的 拉 格 朗 日 函 
数 是 
1/2 
一 i 一 —mac? @ 十 hoo + 2hoa 一 . = hap ) 


@ 在 稳 态 情形 下 , 方程 (106.14) 右边 第 二 项 不 存在 . 在 离 物体 远 距离 处 , 它 的 解 通过 与 方 
程 (43.4) 的 解 (44.3) 类 比 , 可 以 立刻 写 出 


2k 
m= a(M x Nn)a 


( 式 中 M = fr x jwdV 二 Dmars x ve 是 系统 的 角 动 量 ) , 与 公式 (105.19) 一 致 
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展开 平方 根 并 略 去 不 重要 的 常数 项 -moac?, 我 们 按 所 需 精 度 将 这 个 表达 式 重 
新 写 为 








7 hi Fi 
a= 2 Be moe ( 他 2 + hoa 2 + zhapwt vB tn 呈 )， 
(106.16) 


这 里 所 有 的 hix 值 取 在 点 ra; 我 们 必须 再 次 去 掉 变 为 无 穷 大 的 项 , 这 相当 于 
将 作为 Ls 中 系数 出 现 的 质量 m。“ 重 整 化 ”. 

进一步 的 计算 过 程 如 下 . 系统 的 总 拉 格 朗 日 函数 工 当然 不 等 于 个 别 物体 
拉 格 朗 日 函数 Ls 之 和 , 但 应 当 这 样 来 构造 , 在 其 他 物体 运动 已 知 的 情形 下 ， 
使 它 得 出 作用 于 每 个 物体 上 力 f。 的 正确 值 . 为 此 目的 , 我们 通过 微分 拉 格 朗 
日 函数 La 来 计算 力 fo: 





(微分 是 对 hi 表达 式 中 “ 场 点 ”的 巡 行 坐标 7 进行 的 ) . 然后 构造 总 拉 格 朗 
日 函数 工 就 容易 了 ,由 此 通过 求 偏 导数 9L/6r。 就 得 到 所 有 的 力 fo. 
略 去 简单 的 中 间 计 算 , 我 们 直接 给 出 拉 格 朗 日 函数 的 最 后 结果 吧 : 


Es mav2 机 YL 和 Mm | 人 二 , y ee ee 


a 


~ > 大 emem li “V6) + (wa * ab) (Vb * Tha)] 
/大 2 k“mamome 
~ 2 ee DO pr (106.17) 
式 中 rob = |ra 一 76|, niab 是 沿 方向 ra 一 m 的 单位 矢量 , 求 和 符号 上 带 撤 的 意 
思 是 应 当 去 掉 =a 或 c=a 的 项 . 
习 题 


1. 求 牛顿 近似 中 引力 场 的 作用 量 . 
解 : 用 来 自 (106.3) 的 gj, 我们 从 一 般 公式 (93.3) 得 到 G = 2(Vyp)?/c4， 
所 以 场 的 作用 量 是 











S, = 二 / (Vp)2dVat. 
场 加 空间 密度 分 布 为 1 总 r+ 


@ 相应 于 这 个 拉 格 朗 日 项 数 的 运动 方程 首先 是 由 A. Einstein , L. Infeld, B. Hoffmann (1938) 
和 A. Eddington ,G. Clark (1938) 得 到 的 . 
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容易 验证 ,5S 对 gp 的 变 分 给 出 泊 松 方程 (99.2), 这 是 理所当然 的 . 

能 量 密度 由 拉 格 朗 日 函数 密度 4( (1) 式 中 的 被 积 函 数 ) 用 通 式 (32.5) 
求 得 ,后 者 在 目前 情形 下 化 为 第 二 和 第 三 项 变 号 (因为 4 中 不 含 吕 对 时 间 的 
导数 ) . 将 能 量 密度 在 全 空间 积分 ,以 hp = pAy/(4nk) 代入 第 二 项 并 作 分 部 
积分 , 最 后 得 到 场 加 物质 的 总 能 量 形 如 


/区 - 训 ojw 


因此 牛顿 理论 中 引力 场 的 总 能 量 是 W = 一 (Vp)?/(8xk)@. 

2. 求 在 二 级 近似 下 引力 物体 系统 惯性 中 心 的 坐标 . 

解 : 鉴于 引力 相互 作用 的 牛顿 定律 和 电磁 相互 作用 的 库仑 定律 形式 上 完 
全 类 似 , 惯性 中 心 的 坐标 由 如 下 公式 给 出 


1 >， pp kmae’'me 
-ee 





Tab 


D2 _ kma /mo 
a 2, (me + 十 一 一 人 至】 
它 与 865 习题 1 得 到 的 公式 类 似 . 
3. 求 质 量 相 当 的 两 个 引力 物体 轨道 近日 点 的 长 期 移动 (H. Robertson ， 
1938). 
解 : 两 个 物体 所 构成 系统 的 拉 格 并 日 函数 是 
miv? m2v3 kmime 
-er 
krmn1nmo k2mim2 (m1 十 7722) 
2c27 2c272 


过 渡 到 哈密 顿 函 数 并 从 中 消去 惯性 中 心 的 运动 (参见 865 习题 2) , 我 们 得 到 : 
{iY mm 工 人 
“ 疯 (元 + 元) 六 8c2 (去 + 高 ) 


k 2 / m2 2 k2mim2 (mi + m2) 
a ( 空 十 ma 十 7D2 十 (PP.7m) |+ — (1) 





L 一 十 a (mo 十 m2v3) 十 


[3(vI + 122) —7(v1: v2) — (vi n)(v2 :1)] — 











式 中 Dp 是 相对 运动 的 动量 . 
我 们 来 确定 动量 的 径 向 分 量 pr 作为 变量 r、 参 量 M ( 角 动 量 ) 和 8( 能 
量 ) 的 函数 . 这 个 函数 决定 于 方程 和 0 二 8 (这 里 在 二 阶 项 中 须 将 尹 换 成 其 来 


@ 为 了 避免 任何 误解 , 我 们 说 , 这 个 表达 式 并 不 同 于 能 动 寿 张 量 (用 (106.3) 式 的 gik 计 
算 ) 的 分 量 (-g)too; (-g)Tin 对 W 也 有 贡献 . 
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自 零 级 近似 的 表达 式 ) : 


二 炎 泽 1 M? 大 
2=3( 直 + 志 ) (可 + 二) -2 - 
2\m1: mo r Tr 
1 (1) /2mm (ot) 
8c2 \ms vm/ \mt+me 六 


1 

(于 ma ) 2m1m2 ( 2 ] 
一 一 |3 | 一 二 一 | +7| 一 一 -一 | + 一 一 | 一 

m1 mo m1 二 m2 和 
k2mim2(mi 十 m2) 
2c27 7 2c272 
进一步 的 计算 过 程 与 898 中 所 用 的 类 似 . 从 上 面 给 出 的 代数 方程 求 得 pp 
以 后 , 我们 对 积分 
5 = | prar 


中 的 变量 7 作 变 换 ， 使 得 含 M2 的 项 化 为 M2/r?. 然后 用 小 的 相对 论 修正 展 
开平 方 根 下 的 表达 式 , 我 们 得 到 : 


”| 
&= | A+E- (Mem 


(参见 (101.6) ) , 式 中 妇 和 BB 是 不 必 有 具体 计 算出 来 的 常 系数 . 
结果 我 们 得 到 了 相对 运动 轨道 近日 点 的 移动 : 


_ 6xk2mim3 _ 6nxk(mi + m2) 


Se oll —en 


与 (101.7) 比较 我 们 看 出 ,对 于 大 小 和 形状 给 定 的 轨道 ,近日 点 的 移动 与 物 
体 在 质量 mi 十 m2 处 于 固定 中 心 的 场 中 的 运动 情形 一 致 . 

4. 求 在 绕 轴 自转 的 中 心 物体 引力 场 中 作 轨 道 运动 的 球 陀 螺 的 进 动 频率 . 

解 : 在 一 级 近似 下 , 这 个 效应 是 两 个 独立 部 分 之 和 ,一 部 分 与 中 心 对 称 
场 的 非 牛 顿 性 质 有 关 (H. Weyl, 1923), 而 另 一 部 分 与 中 心 物 体 的 转动 有 关 
(L. Schiff, 1960) . 

第 一 部 分 由 陀螺 拉 格 朗 日 函数 的 附加 项 描述 , 相应 于 (106.17) 中 的 第 二 
项 . 我 们 将 陀螺 每 个 单元 (质量 为 dm) 的 速度 写 为 形式 二 VV 十 wxT, 式 中 
VV 是 轨道 运动 的 速度 ,ww 是 角速度 ,mr 是 质量 元 dm 相对 于 陀螺 中 心 的 径 舌 
(所 以 对 陀螺 体积 的 积分 | rdm = 0) . 去 撞 与 w 无 关 的 项 ,再 忽略 w 的 二 次 
项 , 我 们 有 : 


3km’ V:wxr 


es 
9 RR 


dm, 


. 382 . 第 十 二 章 引力 物体 的 场 


式 中 mm' 是 中 心 物体 的 质量 , 尽 =|BRo+zr| 是 从 场 中 心 到 质量 元 dm 的 距离 ,Ro 
是 陀螺 惯性 中 心 的 径 失 . 在 展开 式 1/RT1/Ro 一 n-:7/R2 中 (n= Ro/Ro), 第 
一 项 的 积分 为 零 , 而 第 二 项 的 积分 用 如 下 公式 计算 


| zaraam = 3 Téap, 


式 中 了 是 陀螺 的 转动 惯量 . 结果 我 们 得 到 : 





式 中 人 = IJw 是 陀螺 的 角 动 量 . 
由 于 中 心 物 体 转动 而 在 拉 格 朗 日 函数 中 出 现 的 附加 项 也 可 以 从 (106.17) 
得 到 , 但 是 , 用 8105 习题 中 的 公式 (1) 来 计算 它 更 为 简单 : 


2k /TM':(wxr)xR 
8S(2) 三 = 一 dm m, 


式 中 RM 是 中 心 物体 的 角 动 量 . 作 展 开 ， 


大 + 痪 ("3n(n 7)) 


并 进行 积分 , 我 们 得 到 : 





大 
RTM M -3(n. M)(n. MO) 


8(2L = 
因此 ,对 拉 格 并 日 函数 的 总 修正 是 
3km 
a 人 = 
与 这 个 函数 对 应 的 运动 方程 是 


Sa ye 
dt 


(参见 8105 中 习题 的 方程 (2) ) . 这 意味 着 ,陀螺 的 角 动 量 RM 以 角速度 由 
进 动 , 而 大 小 保持 不 变 . 


SL=—-M.:1, f= {3n(n: M')— M'}. 
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就 像 电 动力 学 中 那样 , 相对 论 引 力 理论 中 相互 作用 的 传播 速度 的 有 限 性 
使 得 与 物体 没有 联系 的 自由 引力 场 一 一 引力 波 的 存在 成 为 可 能 . 

现在 我 们 来 研究 真空 中 的 弱 上 自由 引力 场 , 如 同 8105, 引入 描述 伽利略 度 
规 的 微弱 扰动 的 张 量 hix: 


gik = Blk) + hik. (107.1) 
于 是 , 准确 到 hj; 的 一 阶 量 , 逆 变 度 规 张 量 是 : 
本 (107.2) 
而 张 量 gix 的 行列 式 : 
g=g"(1+h), (107.3) 


其 中 = 及; 所 有 升 高 和 降低 张 量 指标 的 运算 都 按照 未 经 扰动 的 度 规 gf0) 
进行 . 

就 像 8105 中 已 经 指出 的 那样 ,hi 为 小 量 的 条 件 使 得 作 形 式 为 zi = 
zi 十 Ei (8i 为 小 量 ) 的 参考 系 的 任意 变换 成 为 可 能 ; 在 这 种 条 件 下 : 





A OE 天 Oék 
hi = hix ee (107.4) 
利用 张 量 hi 的 这 种 规范 任意 性 , 我 们 对 它 加 上 补充 条 件 
Owr i 是 _ 过 向 1 大 
Bh 0 wi = hi C— 50 h, (107.5) 


在 这 之 后 里 奇 张 量具 有 简单 的 形式 (105.11 ) 


XE = 3 Dhin, (107.6) 
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其 中 口 表 示 达 朗 贝 尔 算 符 : 


oO? 1 弄 
_ _ olm(0) i 
D=-g OriOr™m c2 dt2° 
条 件 (107.5) 仍旧 不 能 唯一 地 确定 参考 系 的 选取 : 如 果 某 些 hj; 满足 这 些 条 
件 , 那么 (107.4) 式 的 ii 也 将 满足 它们 , 只 要 总 是 下 面 方程 的 解 : 





Dé =0. (107.7) 


令 表 达 式 (107.6) 等 于 零 ,这样 我 们 求 得 如 下 形式 的 真空 中 的 引力 场 
方程 : 
Oht = 0. (107.8) 


这 就 是 普通 的 波动 方程 . 因此 ， 引 力 场 也 同 电 磁场 一 样 ， 以 光速 在 真空 中 
传播 . 

我 们 来 研究 一 个 平面 引力 波 . 在 这 样 的 波 内 , 场 仅 沿 着 空间 的 一 个 方向 
变化 ; 我 们 选择 坐标 轴 zl = z 作为 这 个 方向 . 方程 (107.8) 这 时 变 为 

-a a 
(六 = 上 ht = 0, (107.9) 

它 的 解 是 t 土 x/c 的 任意 函数 ( 见 847) . 

假设 波 向 着 zx 轴 的 正方 向 传播 . 由 此 , 所 有 的 h* 都 是 t+ 一 z/c 的 函数 . 辅 
助 条 件 (107.5) 在 这 种 情形 下 给 出 一 ww = 0, 此 处 符号 上 的 一 点 表示 对 + 
微分 . 这 个 等 式 可 以 简单 地 通过 去 掉 微 分 符号 就 能 积 出 , 积分 常数 可 以 设 为 
零 ， 因 为 我 们 所 感 兴趣 的 只 是 场 的 可 变 部 分 (正如 电磁 波 的 情形 一 样 ) . 因 
此 ,外 的 各 分 量 之 间 有 关系 式 


钼 三山， 机 三 网 ， 钢 三山 ， 负 三 由. (107.10) 


正如 上 文 已 经 指出 的 , 条 件 (107.5) 也 还 不 能 唯一 地 决定 参考 系 ; 我 们 可 
以 给 坐标 施加 z= zi 十 &(t 一 z/e) 形式 的 变换 ; 这 些 变换 可 以 用 来 使 四 个 量 
,罗网 , 妇 十 昭 化 为 零 ; 从 等 式 (107.10) 可 以 推断 , 这 时 分 量 加}, ,如 9 
也 化 为 零 . 至 于 余下 的 量 好 ,好 一 同 , 无 论 怎 样 选 择 参考 系 也 不 能 化 为 零 , 因 
为 从 (107.4) 可 以 看 出 , 在 带 = &(t 一 z/c) 的 变换 下 , 这 些 分 量 一般 不 改变 . 
我 们 注意 到 外 三 大 这 时 也 为 零 , 所 以 w= ht. 

因此 , 平面 引力 波 由 hzs,hz2 = 一 has 两 个 量 所 决定 . 换 句 话说 ,引力 波 
是 横 波 , 波 的 偏振 为 yz 平面 内 的 二 阶 对 称 张 量 所 决定 , 这 个 张 量 的 对 角 线 的 
分 量 之 和 hzz + has 为 零 . 选取 hs 和 (hz2 一 ha3)/2 这 两 个 量 的 其 中 之 一 不 为 
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零 的 两 种 情况 , 我 们 可 以 得 到 两 个 独立 的 偏振 . 这 样 的 两 个 偏振 之 间 的 区 别 
是 在 平面 yz 内 旋转 r/4 的 角度 . 

我 们 来 计算 平面 引力 波 里 的 能 动 厢 张 量 . 分 量 t* 是 二 阶 小 量 ; 我 们 必须 
在 忽略 更 高 阶 项 的 条 件 下 算出 它们 . 由 于 当 h=0 时 行列 式 g 与 g( 中 = 一 1 的 
区 别 仅仅 是 二 阶 量 , 所 以 在 通 式 (96.9) 中 可 以 规定 g* | 守 g 牙 | 之 一 h 丰 .对 
于 平面 波 而 言 , t* 中 的 所 有 的 非 零 项 都 包括 在 下 面 的 项 中 


38 8 "BnpBarg™ 1g79 m= 3h9" hg 


该 项 包含 在 (96.9) 式 的 花 括 号 中 (只 要 选择 伽利略 参考 系 的 一 条 轴 作 为 波 的 
传播 方向 就 能 容易 地 证 实 这 一 点 ) . ra 来 


tk = 





ihas. (107.11) 


波 里 的 能 流 由 物理 量 -cgt? = ct"* 确定 . 在 沿 轴 z* 传播 的 平面 波 中 ， 
非 零 的 量 hzs 和 ja = 一 has 只 依赖 于 t 一 zx/e, 这 个 能 流 的 方向 沿 着 同一 个 轴 
z! 并 且 等 于 


3 
ol 一 = 及 +3 (h22 一 hoa)?| (107.12) 


任意 引力 波 场 的 初始 条 件 应 该 由 坐标 的 四 个 任意 函数 给 定 : 由 于 波 的 横 
波 特性 , 总 共 只 有 两 个 独立 的 分 量 hapg, 除 此 之 外 还 应 该 给 定 它们 对 时 间 的 
一 阶 导 数 . 尽管 我 们 在 这 里 进行 的 计算 是 以 弱 引 力 场 的 性 质 为 出 发 点 , 但 很 
明显 , 它 的 结 
自由 的 , 即 与 引力 质量 无 关 的 引力 场 . 


习 题 


确定 弱 平 面 引 力 波 里 的 曲率 张 量 . 
解 : 按照 公式 (105.8) 计算 Rixm， 得 到 下 列 不 为 零 的 分 量 : 





— Roz02 = Ro303 = — Ri212 = Roz12 = Ro331 = R3131 = 0, 
Roz03 = — Riz31 = — Ro312 = Roz31 = k, 
其 中 有 下 列 符号 表示 : 


a js a 
v= 一 /has = 3h22, 凡 一 一 7023. 
利用 (92.15) 式 引 入 的 三 维 张 量 Aag 和 Boag，, 我 们 有 


有 击 0 0 0 
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适当 地 旋转 坐标 轴 IT?, 73 能 够 将 a 或 几 的 其 中 之 一 变 为 零 (在 四 维 空间 中 的 
给 定 的 一 点 ); 量 c 变 为 零 时 ,我 们 就 把 曲率 张 量 化 为 简 并 的 彼得 罗 夫 下 型 
(N 型 ). 


8108 弯曲 时 空 内 的 引力 波 


就 像 我 们 在 平 直 时 空 的 “背景 ”下 研究 引力 波 的 传播 那样 , 可 以 考察 相 
对 于 任意 ( 非 伽 利 略 的 ) “未 扰动 度 规 gl 的 微小 扰动 的 传播 . 顾及 到 某 些 
其 他 可 能 的 应 用 , 在 这 里 我 们 将 必要 的 公式 写成 最 一 般 的 形式 . 

再 次 将 gix 写成 (107.1) 的 形式 , 我 们 求 得 通过 修正 值 hi 表达 的 克 里 斯 
托 夫 符号 的 一 阶 修正 : 


Pit 一 3h i (108.1) 


这 一 点 可 以 通过 直接 的 计算 得 到 确认 (这 里 和 下 面 所 有 的 张 量 运算 一 一 升降 
指标 , 协 变 微分 一 一 都 借助 于 非 伽 利 略 度 规 gl 进行 ) . 对 于 曲率 张 量 的 修 
正 值 我 们 得 到 : 


i Ls ] i i i i 
ee me 可 (Ar hk EE him 二 hk.t.m = hi.k-m 十 hr -gv (108.2) 
由 此 可 得 里 奇 张 量 的 修正 值 : 
1 
RY = RV = 3 (hi + hh 一 hi ;1 — hsisr). (108.3) 


里 奇 张 量 的 混合 分 量 的 修正 值 可 以 从 下 面 的 关系 式 得 到 : 
REFER = (RY + RD), 
由 此 
R*(Y = = g*(0) RO) — he RO). (108.4) 


真空 中 的 精确 度 规 应 该 满足 精确 的 爱 因 斯 坦 方程 Ri = 0. 由 于 未 扰动 
度 规 gl0) 满足 方程 RW = 0, 那么 对 于 扰动 得 到 方程 RU = 0, 即 


hsp Ey hha 一 hix i hi;k = 0. (108.5) 


在 任意 引力 波 的 一 般 情 况 下 , 将 这 个 方程 简化 到 类 似 于 (107.8) 的 形式 
是 不 可 能 的 . 然而 在 高 频 波 这 一 重要 情况 下 可 以 做 到 这 一 点 : 波长 入 和 振动 
周期 Ae 与 表征 “背景 场 ” 变化 的 特征 距离 L 和 特征 时 间 L/c 相 比 是 小 量 . 
和 未 扰动 度 规 g(0 的 导数 相 比 , 分量 hi 的 每 次 微分 量 级 都 会 提高 一 个 因子 
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了 /入 如 果 将 精度 限定 在 两 个 最 高 阶 的 项 ((L/A)? 和 (LL/ 和 A)), 那么 在 (108.5) 
中 我 们 可 以 交换 微分 的 顺序 ; 实际 上 , 差 值 


有 一 hssr ST hi R™O) jin 一 hr RO np 


具有 (L/ 和 )? 阶 , 而 表达 式 尼 4j 和 凡凡 中 的 每 一 个 都 包含 两 个 更 高 阶 的 项 . 
现在 给 hi 规定 一 个 补充 条 件 
Wik = (108.6) 


(类 似 于 (107.5) ), 我 们 得 到 方程 
hig a = 0, (108.7) 


它 是 方程 (107.8) 的 推广 . 

根据 在 8107 节 中 指出 的 原因 ,条件 (108.6) 并 未 唯一 确定 坐标 的 选取 . 
对 后 者 仍 可 以 施加 变换 z= zi 十 纪 , 其 中 小 量 & 满足 方程 上 =0. 这 些 变 
换 可 以 特别 用 来 给 Aik 规定 条 件 刀 三 应 = 0. 那么 娠 = 风 ,于 是 ht 符合 条 件 


= (108.8) 


在 这 样 的 规定 之 后 , 容许 的 变换 就 归结 为 条 件 总 ;= 0. 

一 般 说 来 , 厦 张 量 t* 除了 包含 未 扰动 部 分 故 (0), 也 包含 hk 的 各 阶 项 . 
如 果 我 们 考察 在 四 维 空间 的 一 些 区域 上 求 平均 后 的 量 t 丰 , 并且 这 些 区 域 的 尺 
十 与 入 相 比 很 大 , 而 与 工 相 比 很 小 , 那么 我 们 会 得 到 类 似 于 (107.11) 的 表达 
式 . 这 样 的 平均 (下 面 用 尖 括 号 表示 (.…)) 不 会 影响 g(0) , 却 会 使 得 关于 快速 
振荡 量 hi 的 所 有 线性 项 变 为 零 . 二 次 项 中 我 们 只 保留 那些 关于 1/ 的 最 高 
(二 ) 阶 项 ; 这 就 是 关于 导数 hiki 三 89hik/9z! 的 二 次 项 . 

在 这 样 的 精度 下 ,t* 中 所 有 的 表现 为 四 维 散 度 的 项 可 以 被 忽略 .实际 上 ， 
对 这 样 的 表达 式 沿 四 维 空 间 的 区 域 ( 求 平均 的 区 域 ) 的 积分 按照 高 斯 定理 进 
行 变换 , 结果 会 导致 它们 关于 1/ 和 的 量 级 减少 1. 除 此 之 外 , 在 分 部 积分 之 后 
按照 (108.7) 和 (108.8) 式 化 为 零 的 那些 项 也 会 消失 . 于是, 进行 分 部 积分 并 
且 忽 略 对 四 维 散 度 的 积分 , 我 们 得 到 : 


( ‘phi'n) = —(h™h? pn) 二 和 
(一 0 
结果 从 所 有 的 二 阶 项 中 仅 剩 下 


ct 


ik(2)\, 
(t ) 32nk 





(hey: (108.9) 


" 388 第 十 三 章 引 力 波 


我 们 指出 , 在 这 种 情况 下 , 以 同样 的 精度 , (ttt2)) =0. 

引力 波 具 有 一 定 的 能 量 , 它 本 身 成 为 某 个 附加 引力 场 的 源 . 这 个 场 同 产 
生 它 的 能 量 一 起 是 关于 hi 的 二 阶 效应 . 但 在 高 频 引力 波 的 情况 下 这 个 效应 
有 实质 性 的 加 强 : 事实 上 , 厦 张 量 tt 是 juix 的 导数 的 二 次 式 , 这 会 将 一 个 大 
的 因子 X-2 带 和 人 它 的 量 级 中 . 在 这 种 情况 下 可 以 说 , 引力 波 本 身 产生 了 背景 
场 , 它们 就 在 这 个 背景 场 上 传播 . 按照 上 面 的 描述 , 在 四 维 空间 内 尺度 远大 
于 入 的 区 域 求 平均 后 , 可 以 方便 地 对 这 个 场 进行 研究 . 这 样 的 平均 运算 抹 平 
了 短波 的 “ 涟 满 ”, 产生 了 缓慢 变化 的 背景 度 规 (R. A. Isaacson, 1968) . 

为 了 推导 确定 这 个 度 规 的 方程 , 在 张 量 Rix 的 展开 式 中 应 该 不 仅 要 考虑 
线性 项 , 还 要 考虑 关于 jik 的 二 次 项 : Rik = RY 十 RW + R22. 正如 已 经 指出 
的 那样 , 求 平均 运算 不 会 影响 到 零 阶 项 . 这 样 一 来 , 平均 后 的 场 方程 (Rix) = 0 
具有 如 下 形式 : 

RY 一 一 (RE )， (108.10) 


并 且 在 R22? 中 只 应 保留 关于 1/ 和 的 二 次 项 . 它们 可 以 容易 地 从 恒等式 (96.7) 
得 到 . 这 个 恒等式 的 右边 具有 四 维 散 度 的 形式 ,从 这 个 恒等式 右边 产生 的 关 
于 jik 的 二 次 项 在 求 平均 的 时 候 会 消失 (按照 考虑 的 精度 ), 这 样 一 来 , 可 以 


得 到 
((R* SS en) ) > 一 人) 


或 者 , 由 于 (#3) = 0, 按照 同样 的 精度 : 


8 
(Ry = “oy : 


最 后 , 采用 (108.9) , 我 们 最 终 得 到 方程 (108.10) 的 下 列 形式 : 
1 
三 4 (hoihn, x): (108.11) 


如 果 “ 背 景 ”完全 由 波 本 身 建立 , 那么 方程 (108.7) 和 (108.11) 应 该 联 
立 求解 . 对 方程 (108.11) 左右 两 边 表达 式 的 估算 显示 , 在 这 种 情况 下 背景 度 
规 的 曲率 半径 的 数量 级 工 , 波长 和 以 及 它 的 场 的 数量 级 hh 之 间 可 以 按照 关系 
式 L 了 ~ 及 /和 2 , 即 和 /L 和 ~h 联系 起 来 . 
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本 节 将 研究 爱 因 斯 坦 方程 的 一 种 解 , 这 种 解 是 平 直 时 空 里 的 弱 平面 引力 
波 的 推广 (I. Robinson , H. Bondi, 1957). 
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我 们 将 寻找 这 样 的 解 , 在 其 中 度 规 张 量 的 所 有 分 量 在 适当 的 参考 系 选 取 
下 仅仅 表现 为 单个 变量 的 函数 , 我 们 把 这 个 变量 称 做 z" (但 是 并 不 预先 确定 
它 的 特点 ) . 这 个 条 件 允 许 进 行 下 列 形式 的 坐标 变换 : 


Za 一 Z2 十 ec(z0)， (109.1) 
Z0 一 0(z0)， (109.2) 


其 中 g?, pr? 为 任意 的 函数 . 
这 个 解 的 特性 本 质 上 依赖 于 我 们 能 和 否 通过 三 个 变换 (109.1) 使 得 所 有 
的 goa 归 零 . 可 以 做 到 这 一 点 的 条 件 是 行列 式 |gag| 寺 0. 实际 上 , 在 进行 变 
换 (109.1) 时 goa 一 goa + ga892 (其 中 符号 上 方 的 点 代表 对 zx? 微分 ) ; 当 
lga8| 关 0 时 方程 组 
goa 十 gapb =0 


就 确定 了 能 够 实现 所 要 求 变 换 的 函数 yp (z"). 这 种 情况 将 会 在 8117 中 进行 研 
究 ; 这 里 我 们 只 对 这 样 的 解 感 兴趣 , 其 中 


lgas| = 0. (109.3) 


在 这 种 情况 下 不 存在 这 样 的 参考 系 , 在 其 中 所 有 的 goa = 0. 然而 , 作为 
替代 , 采用 4 个 变换 (109.1) ,(109.2) 可 以 使 得 下 列 各 式 得 到 满足 : 


gol =1, 8goo = g02 = go03 = 0. (109.4) 


在 这 种 条 件 下 变量 xz? 具有 “类 光 ” 的 特征 : 当 dz® = 0, dz? 关 0 时 , 间隔 
ds 一 0; 以 这 种 方式 选取 的 变量 x? 在 下 文中 将 表示 为 z? =. 在 条 件 (109.4) 
下 , 线 元 可 以 表示 为 如 下 形式 : 


ds? = 2dz!dn + gas(dzx® + gdz!)(dzr? + gtdz!). (109.5) 


在 本 节 里 , 此 处 和 下 文中 指标 a,b,c,… 的 取 值 范围 为 2,3; gas(m) 可 以 看 做 二 
维 张 量 , 而 g*(n) 两 个 量 是 二 维 矢量 的 分 量 . 量 Rs 的 计算 会 导致 下 面 的 场 
方程 


1 站 
Ro = —5Bacg gbdg" = 0. 


由 此 可 以 得 出 , gocg* = 0 或 者 &*=0, 即 g* = const. 利用 变换 zx% 十 g*zx! 一 2Z2 
可 以 将 被 研究 的 度 规 转化 成 下 面 的 形式 : 


ds? = 2dzldn + gap(n)dz"dz®. (109.6) 
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这 个 度 规 张 量 的 行列 式 -g 与 行列 式 |gao| 相同 , 在 所 有 的 克 里 斯 托 夫 符 
号 中 只 有 下 面 的 几 个 不 为 零 : 


Th = 5 Ta = 一 za 


a 


其 中 我 们 引入 了 二 维 张 量 xp = gp, 芭 = gtxace. 从 里 奇 张 量 的 所 有 分 量 中 
只 有 Roo 不 恒 等 于 零 , 于 是 我 们 有 方程 


1 1 
Roo = 一 3 埠 一 za =0. (109.7) 


这 样 一 来 , 三 个 函数 gz22(n), 8g2s(7) ,gss(7) 总 共 只 应 该 满足 一 个 方程 . 因 
此 它们 其 中 的 两 个 可 以 任意 给 定 . 为 方便 起 见 , 将 方程 (109.7) 表示 成 另 一 种 
形式 . 首先 将 gas 写成 下 面 的 形式 ， 


Bab = 一 X2Tab， [Yas| = 1], (109.8) 


于 是 行列 式 -g= |gab| = x4, 将 其 代入 (109.7) , 在 简单 的 变换 之 后 给 出 
+ (jacyte)(iouyeoX = 0 (109.9) 


(7 是 二 维 张 量 , 是 yas 的 逆 张 量 ). 如 果 给 定 任意 的 函数 7as(7) (相互 之 间 
通过 关系 式 |yab| = 1 联系 ), 就 能 由 这 些 方程 确定 函数 X(7). 
这 样 一 来 我 们 得 到 包含 两 个 任意 函数 的 解 . 容易 看 出 , 这 个 解 是 8107 研 
究 的 沿 着 一 个 方向 传播 的 弱 平 面 引力 波 的 推广 中. 如 果 进 行 下 面 的 变换 
_t+z Tk 
i J Ne a 
并 且 令 Yas = 665 十 has(n) (其 中 has 是 符合 条 件 hz2 十 has = 0 的 小 量 ) 和 xXx=1 
就 可 以 得 到 弱 平 面 引 力 波 ; 如 果 忽 略 其 中 的 二 阶 小 量 的 项 , 则 常数 值 x 满足 
方程 (109.9) . 
假设 有 限 尺度 的 弱 引 力 波 (“ 波 包 ”) 通过 空间 的 某 一 点 x. 在 开始 通过 之 
前 我 们 有 has = 0, x = 1; 在 引力 波 完全 通过 之 后 再 次 有 hos = 0,62xX/6t2 =0， 
但 是 考虑 方程 (109.9) 中 的 二 次 项 会 导致 出 现 不 为 零 的 负 值 9X/6t: 


Ox i 1 Ohas 
-3/( Ht ) dt 一 0 
(积分 范围 是 波 的 通过 时 间 ) . 因此 在 波 通过 之 后 将 有 x = 1 一 const .t, 并 且 


经 过 一 有 限时 间 间 隔 后 x 会 变 号 .但 x 变 为 零 就 是 度 规 行列 式 g 变 为 零 , 即 


@ 变量 数 更 多 、 人 性 质 类 似 的 解 可 以 参考 I. Robinson A. Trautman//Phys. Rev. Lett. 1960. 
V. 4. P. 431; Proc. Roy., Soc. 1962. V. A265. P. 463. 
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度 规 中 的 奇异 性 . 然而 这 个 奇异 性 在 本 质 上 并 不 是 物理 的 ; 它 只 与 被 通过 的 
引力 波 “ 损 坏 ” 的 参考 系 的 缺陷 有 关 , 并 且 这 个 缺陷 可 以 通过 适当 的 参考 系 
变换 来 修复 ; 在 引力 波 通 过 之 后 时 空 实际 上 又 重新 成 为 平 直 的 . 
这 一 点 可 以 直接 予以 证 明 . 如 果 变 量 7 从 它 对 应 于 奇 点 的 值 起 测度 , 那 
胡 总 三 和 于 起 
ds? = 2dndz! 一 72[(dz2)2 十 (dz3)?]. 
作 变 换 i 
- 二 二， i 
i a i 
之 后 我 们 得 到 
ds? = 2dndé 一 dy 一 dz2， 
再 作 代 换 7 = (t+z)/V2,5= (t 一 z)/V2, 最 终 导出 伽利略 形式 的 度 规 . 
引力 波 的 这 个 性 质 (虚假 奇异 性 的 产生 ) 当然 与 波 的 微弱 性 无 关 , 它 是 


方程 (109.7) 的 通 解 本 质 上 所 具有 的 性 质 ; 就 像 已 经 研究 的 例子 , 在 奇异 性 
附近 x~n, 即 一 5 一 矿 ， 


习 题 
求 使 下 面 形式 的 度 规 
ds2 =dt2— dr —dy—dz?+f(t—z,y,z)(dt— dr) 
成 为 真空 中 的 爱 因 斯 坦 场 方程 严格 解 的 条 件 (A. Peres, 1960) . 
解 : 在 坐标 4 二 (t 一 7)/V2;v = (t 十 ZX)/V2,y,z 中 最 容易 计算 里 奇 张 量 ， 


在 其 中 

ds2 = —dy? — dz? + 2dudv + 2f(u,y, 2)du?. 
除了 gz2 = g33 = 一 1 之 外 ,只 有 下 列 度 规 张 量 的 分 量 不 为 零 ; guw = 二 2f,guv = 
1; 在 这 种 情况 下 pg" 二 一 2f,g** = 二 1, 而 行列 式 g= 二 一 1. 按照 (92.1) 进行 直接 
计算 ,针对 不 为 零 的 曲率 张 量 的 分 量 , 给 出 下 列 结果 ， 


ey O02f 
Rwyu 人 Ow?’ 有 us “B22 Rusu yaz 





里 奇 张 量 唯一 的 非 零 分 量 是 : Ru 一 Ap, 其 中 人 是 关于 坐标 yy, 之 的 拉 普 拉 
斯 算 符 . 这 样 一 来 , 爱 因 斯 坦 方程 是 :Ap=0, 就 是 说 ,函数 f(t 一 2,y,z)= 二 0 
应 该 是 关于 变量 z,z 的 调和 函数 . 

@ 可 以 完全 借鉴 597 节 中 在 同步 参考 系 内 类 似 的 三 维 方程 的 方法 , 借助 于 方程 (109.7) 来 
说 明 这 一 点 . 如 同 那里 所 说 , 虚假 奇异 性 的 产生 与 坐标 线 的 交叉 有 关 . 
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如 果 函 数 了 不 依赖 于 2,z 或 者 和 这 些 变 量 是 线性 关系 ,那么 场 就 不 存 
在 一 一 时 空 是 平 直 的 (曲率 张 量 为 零 ) . 关于 8，,z 的 二 次 函数 


Flug 2) = ysh(u) + 302 — 22)fa(u) 
对 应 向 Z 轴 的 正方 向 传播 的 平面 波 ; 实际 上 , 曲率 张 量 在 这 样 的 场 中 只 依赖 
于 大 一 了 : 
Ruzu 一 —fi(u), Ruyu = —Rzuzu = —fo(u). 


对 应 于 波 的 两 个 可 能 的 偏振 ,在 这 种 情况 下 度 规 包含 两 个 任意 的 函数 fi(4) 
和 f2(u). 
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我 们 下 面 来 研究 一 个 运动 速度 比 光 速 小 很 多 的 物体 所 产生 的 弱 引 力 场 . 

由 于 物质 的 存在 ,引力 场 方 程 将 不 同 于 简单 的 波动 方程 Dh* = 0 (107.8)， 
其 差异 在 于 等 式 右边 有 来 自 物质 的 能 量 动 量 张 量 的 项 . 我 们 将 这 些 方程 写成 
c4 i 
其 中 我 们 引入 了 对 于 这 种 情形 更 便利 的 量 


a = (110.1) 


由 = 肪 一 5 


来 代替 ht, 而 六 则 用 来 标记 辅助 量 , 从 严格 的 引力 方程 出 发 , 作 弱 场 近似 就 
会 得 到 这 些 量 . 不 难 证 明 , 分 量 9 和 79 可 以 直接 从 相应 的 分 量 TK 得 来 ,只 
需 从 TK 中 取出 我 们 感 兴趣 的 量 级 的 量 即 可 ; 至 于 分 量 73, 它们 除了 包含 从 
TS 得 来 的 项 外 , 还 包含 从 RK 一 小 RR/2 得 来 的 二 级 小 量 的 项 @. 

wt 满足 条 件 (107.5) Bw*/B8zx* = 0. 从 (110.1) 可 以 推断 , 同样 的 方程 对 
于 7 也 成 立 : 

5 = 0. (110.2) 

这 个 方程 在 这 里 就 代替 了 普遍 关系 式 TS = 0. 

借助 于 得 到 的 方程 , 我 们 来 研究 运动 的 物体 以 引力 波 的 形式 辐射 的 能 量 . 
这 个 问题 的 解决 需要 确定 在 “ 波 区 ”的 引力 场 , 就 是 在 距离 远大 于 辐射 波 波 
长 之 处 的 引力 场 . 


@ 从 方程 (110.1) 可 以 再 次 得 到 在 8106 节 中 使 用 过 的 针对 物体 远 处 的 弱 恒 定 场 公式 (106.1) 
和 (106.2) . 在 一 级 近似 中 , 我 们 可 以 略 去 含有 对 时 间 的 二 阶 导数 的 那些 项 (含有 1/c? 的 那些 
项 ), 而 在 7* 的 所 有 分 量 之 中 只 保留 79 = jc?, 方程 Awa = 0,AVf8 = 0,AwW9g = 16xkp/c? 在 无 穷 
远 处 变 为 零 的 解 为 We = 0,w8 =0 如 =4e2/cz ,其 中 是 牛顿 引力 势 , 参考 方程 (99.2) . 由 此 对 
于 张 量 h* = wt 一 w6* /2 得 到 值 (106.1) ,(106.2) . 
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原则 上 , 所 有 的 计算 完全 与 对 电磁 波 所 作 的 计算 相似 . 弱 引 力 场 的 方程 
(110.1) 在 形式 上 与 推迟 势 的 方程 (862) 完全 一 样 . 因此 , 我 们 立刻 能 够 写 出 

它 的 通 解 如 下 : 可 i 
= | (ng (110.3) 


既然 体系 内 的 所 有 物体 的 速度 很 小 , 那么 , 我 们 就 能 够 写 出 与 体系 相距 
甚 远 之 处 的 场 ( 见 866 和 867): 


wr i (Tt)e_Ro/edV, (110.4) 


其 中 , Ro 是 到 原点 的 距离 ,原点 被 选择 在 体系 内 的 任意 一 点 . 为 简单 起 见 ， 
此 后 我 们 将 略 去 被 积 函 数 内 的 脚 标 t 一 Ro/c. 

为 了 计算 这 些 积分 , 我 们 利用 方程 (110.2) . 降低 7* 的 指标 ,分开 空间 
和 时 间 分 量 , 我 们 将 (110.2) 写成 


OTay OTa0 2 OTO”y OTOO 
Or7Y dr0  )” ax 860 ee 0 


用 x? 乘 第 一 式 , 然后 对 整个 空间 积分 , 则 得 


刀 
六 / TaozpdV = /如 rar spqy = 一 hie Se i 站 TagdV. 


因为 在 无 穷 远 处 rik = 0, 右边 的 第 一 个 积分 在 经 过 高 斯 定理 的 变换 后 消失 
将 余下 来 的 方程 与 它 交换 指标 后 得 到 的 方程 相 加 , 再 取 半 ，, 我 们 便 求 得 











/naay = -3 到 5 rap + T5907" )dV. 


接 下 来 ,用 zez8 乘 (110.5) 中 的 第 二 个 方程 , 然后 再 对 整个 空间 积分 . 相似 
的 变换 导出 
Bro / 7TbozazpadVy = 一 (TaozA 十 Tg07T™ )dV. 


将 所 得 的 两 个 结果 加 以 比较 , 我 们 求 得 


2 
/ Wa ;( a ) / T007zczA dV. (110.6) 


因此 , 所 有 es 的 积分 可 以 表 为 仅 包 含 分 量 70o 的 积分 . 但 是 这 些 分 量 
就 像 上 面 指 出 的 那样 ,等 于 能 量 动量 张 量 的 相应 的 分 量 Tio, 并 且 可 以 以 足 
够 的 精度 写 出 (参考 (99.1) ) : 


7T00 = Jc2. (110.7) 


. 394 ， 第 十 三 章 引 力 波 


将 它 代 入 (110.6) , 并 且 引 入 时 间 t= xzo/c, 将 (110.4) 改写 成 如 下 形式 


_2k 0 

ci Ro 812 

在 与 物体 体系 相距 其 远 之 处 , 我 们 可 以 认为 波 (在 不 大 的 空间 区 域内 ) 

是 平面 波 .因此 , 利用 (107.12) 式 我 们 可 以 计算 出 体系 辐射 的 能 流 , 例如 沿 着 

zl 轴 方 向 的 能 流 . 在 这 个 公式 内 只 包含 分 量 hzs = Was 和 hz2 一 ha3 = Wo2 一 WW33. 
从 (110.8) , 我 们 求 出 它们 的 表达 式 : 呈 


Wap = i uroredV. (110.8) 


hz3 = -aR 0 h22 一 has = -aa Do” — D33) (110.9) 


(符号 上 的 一 点 表示 对 时 间 微 分 ), 此 处 我 们 引入 了 质量 的 四 极 矩 张 量 (99.8): 
Digs:= eaeme — T2648)dV. (110.10) 


结果 我 们 求 得 沿 着 zl 轴 的 能 流 如 下 : 
a i 2 
(2 9) 二 | (110.11) 


在 该 方向 单位 立体 角 上 的 能 流 可 通过 对 上 式 乘 以 Rido 获得 . 

这 个 表达 式 中 的 两 项 对 应 于 两 个 独立 偏振 的 波 的 辐射 . 为 了 将 它们 写成 
不 变 的 形式 (不 依赖 于 辐射 方向 的 选择 ), 我 们 引入 平面 引力 波 的 三 维 单位 
极 化 张 量 eae, 这 个 张 量 确定 分 量 has 中 到 底 哪 些 不 为 零 (在 hix 的 这 个 规范 
中 , hoa = hoo = 二 hh==0). 极 化 张 量 是 对 称 的 , 并 且 满 足 条 件 


36xc5 RZ 





uu =0 Bmpa=0 De 一 二 (110.12) 


其 中 mn 是 沿 波 的 传播 方向 的 单位 矢量 ; 头 两 个 条 件 表 达 了 波 的 张 量 性 和 横 波 
特性 . 
借助 于 这 个 张 量 , 立体 角 do 上 给 定 偏振 的 辐射 强度 可 写成 如 下 形式 


= 2 
dl 一 Tore5 (DapeaB) do. (110.13) 


由 于 横 波 条 件 eaansa = 0, 这 个 表达 式 隐 含 地 依赖 于 方向 rn. 所 有 偏振 的 
总 的 角 分 布 可 以 通过 对 (110.13) 按 偏振 求 和 来 获得 , 或 者 等 价 于 对 偏振 进行 


OD 张 量 (110.8) 不 满足 推导 出 公式 (107.12) 的 那些 条 件 . 然而 将 hi 化 为 所 要 求 的 规范 形 
式 的 参考 系 变 换 不 会 影响 到 这 里 使 用 的 分 量 (110.9) 的 值 . 
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平均 , 再 将 结果 乘 以 2 (独立 偏振 的 数目 ) . 求 平均 通过 下 面 的 公式 实现 : 


所 
EaBe7s 一 1{nanenyns + (nanpgdys + nynis6ap) 一 
—(nany68s + nanybas + nansdgy + nansday) — 
aB0765 三 (6ay085 二 0gy0a5)} (110.14) 


( 式 子 的 右边 是 由 单位 张 量 和 矢量 n 的 分 量 组 成 的 张 量 , 它 具 备 所 要 求 的 指 
标 对 称 性 , 按 指标 对 a, Y 和 有 ,6 进行 缩 并 时 给 出 1, 在 与 n% 求 标量 积 后 变 为 
零 ) . 结果 我 们 得 到 : 

dl = 15Deonana + 万 26 一 DasDarneny| do. (110.15) 
沿 所 有 方向 的 总 辐射 , 即 系统 在 单位 时 间 内 的 能 量 损失 (-d@/dt), 可 以 
通过 将 dI/do 对 所 有 方向 n 求 平均 值 , 然后 将 所 得 的 结果 乘 以 4r 得 出 . 利用 
871 第 1 个 脚注 中 的 公式 , 就 很 容易 进行 求 平均 值 的 计算 . 得 到 能 量 损失 的 公 

式 如 下 (A. 爱 因 斯 坦 , 1918): 

= 
dt 45c5™ oF 
我 们 指出 ,引力 波 的 辐射 是 关于 1/c 的 五 次 方 效应 . 一 般 说 来 , 这 一 事实 
与 微小 的 引力 常数 上 一 起 导致 这 种 效应 是 极其 微弱 的 . 


习 题 


1. 两 个 物体 按照 牛顿 定律 相互 吸引 ,并 绕 着 共同 的 惯性 中 心 作 圆周 运 
动 . 求 引 力 波 辐射 的 平均 强度 (在 一 个 转动 周期 内 ) 及 其 偏振 和 方向 的 分 布 . 
解 : 选取 惯性 中 心 作为 坐标 原点 ,对 于 两 个 物体 的 径 矢 ,我 们 有 : 


(110.16) 


7722 7721 
Tl1 三 2 TT TT 二 7]1 一 TT2; 
m1 二 M2 7721 mo 


张 量 Da8 的 分 量 是 (假设 zy 与 运动 平面 重合 ): 








Dzz = Hir2(3cos2 坟 一 1)， Dyy = Apr2(3sin2 炒 一 1)， 
Day = 3u7r?2 cosysiny, 也 :> = 一 pr ， 


其 中 以 二 mims/(mi 十 m2), 小 是 矢量 7T 在 zy 平面 上 的 极 角 . 在 圆周 运动 时 
7r 二 COnst ， 而 
w=r /2 Vk(mi +m2)=w. 


利用 球面 角 ( 极 角 0 和 方位 角 wp) 和 垂直 于 运动 平面 的 极 轴 之 来 给 定 方 
向 n. 我 们 考察 两 个 偏振 ,对 于 它们 : 1) egs = 1/V2, 2) eee = -epw 三 1/V2. 
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将 张 量 Dag 投影 到 球面 单位 失 量 eg 和 es 的 方向 上 , 按照 公式 (110.13) 计 
算 并 对 时 间 求 平均 ,结果 对 这 两 种 情况 以 及 总 合 了 = 五 十 瑟 我 们 得 到 : 











dl kp2wer4 和 dl> kyu2wer4 
do 2xc5 A do 2xcs dl 
dl 天 or 2 4 
i (1 十 6cos“0 十 cos 0), 
然后 沿 方 向 积分 后 : 
de 二 32ky2w rs 321 rntrn2(rml + m2) 五 _5 
dt 5c5 5c575 1 


( 若 只 计算 总 的 强度 TJ， 当然 应 当 使 用 (110.16) ). 
辐射 系统 的 能 量 损失 导致 两 个 物体 逐渐 (长 期 的 ) 人 靠近. 因为 8 = 
一 Ki7mi2/2r， 那 么 靠近 速度 是 


272 de _ 64k°mim2 (mi 十 7m2) 
~ kmime i 5c573 


2. 求 两 个 沿 椭 圆 轨 道 运动 的 物体 组 成 的 系统 以 引力 波形 式 辐射 的 平均 
能 量 (对 一 个 转动 周期 求 平均 ) (P. C. Peters, J. Mathews) 中. 

解 :区 别 于 圆周 运动 情况 ,距离 r 和 角速度 沿 着 轨道 按 下 面 的 规律 变化 : 

a(1 一 e2) dy 
i 


1 
1 + ecoswy, I zk(m + m2z)a(l 一 e2)]1272， 


其 中 ee 是 偏心 率 , 而 a 是 轨道 的 半 长 轴 (参考 本 教程 第 一 卷 815) . 使 用 
(110.16) 进行 相当 长 的 运算 得 到 





de __ 8kimim3(m1 + m2) 
dt 1l5a5c5(1— e2)s 


对 一 个 转动 周期 求 平均 时 使 用 对 dw 的 积分 替换 对 dt 的 积分 ， 导 出 如 下 
结果 : 


(1 + ecos 劝 )4[12(1 + ecoswy)? + e? sin? W]. 


dG _ 32k4m?m3(mi 十 m2) 1 73 2 
于 5c5a5 (1 — e2)7/2 @ + WW vt 
我 们 注意 到 辐射 强度 随 着 轨道 偏心 率 的 增加 而 快速 增长 . 
3. 由 稳 态 运动 的 物体 组 成 的 系统 辐射 引力 波 , 求 该 系统 角 动 量 的 平均 ( 按 
照 时 间 ) 损失 速率 . 
@ 关于 这 个 辐射 的 角 分布 , 偏振 分 布 和 谱 分 布 可 参考 Phys. Rev. 1963. V. 131. P. 435. 
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解 : 为 了 便于 书写 公式 ,我 们 将 物体 系统 临时 看 做 是 由 一 些 离散 的 粒子 
组 成 的 . 系统 能 量 的 平均 损失 速率 可 以 认为 是 作用 在 粒子 上 的 “摩擦 力 ”f 了 所 


做 的 功 : 

dé 

sh (1) 
(给 粒子 编号 的 指标 没有 写 出 ). 那么 角 动 量 的 平均 损失 过 率 可 以 这 样 计算 . 





dMa 一 一 一 一 SE 
= 2 (r Xf)a= 2 eaprrah (2) 
(与 公式 (75.7) 的 推导 进行 比较 ) . 为 了 确定 了 我 们 写 出 


dg 大 lb 二 
区 本 pw -也 5DasDap = -256 DoDas 
(使 用 了 对 时 间 的 全 导数 的 平均 值 等 于 零 这 个 等 式 ) .将 Dag = Dm(3zavp 十 


3zsva 一 2r .V6a8) 代入 此 式 并 有 全 和 (1) 进行 比较 ,我 们 得 到 





将 上 式 代 入 (2) 可 导出 结果 : 


dM 2k 2 大 ry 
dt ”45ec5 -05 Ds = ”45 本 HE SeaBy Daes Ds: (3) 
4. 针对 两 个 沿 椭 圆 轨 道 运 动 的 物体 组 成 的 系统 , 求 其 在 单位 时 间 内 平均 
损失 的 角 动 量 . 
解 : 使 用 上 一 习题 的 公式 (3) 进行 计算 , 类似 于 习题 2 中 的 推导 ,可 得 
到 结果 : 








dt 5c5a7/2 a 


dM; _ 32k" ?mim2 Vm 十 m2 1 (全 
(1 一 e2)2 人 A 


对 于 圆周 运动 (e=0),@ 和 M 的 值 由 如 = Mw 联系 ,这 也 是 它们 之 间 
应 有 的 关系 式 . 


第 十 四 章 
相对 论 宇宙 学 


8111 各 向 同性 空间 


广义 相对 论 开 辟 了 在 宇宙 学 尺度 上 研究 并 解决 宇宙 性 质问 题 的 新 途径 . 
由 此 产生 的 新 奇 的 可 能 现象 是 与 时 空 的 非 伽 利 略 性 质 相 联系 的 (由 爱 因 斯 坦 
首先 在 1917 年 指出 ). 

这 些 可 能 现象 更 本 质 的 意义 在 于 , 牛顿 力学 在 这 里 会 遇 到 矛盾 的 结果 ， 
这 些 矛 盾 在 形式 足够 普遍 的 非 相 对 论 理论 范围 内 是 不 能 绕 过 的 . 譬如 说 , 平 
直 的 (在 牛顿 力学 中 就 是 这 样 ) 无 穷 大 空间 被 任意 分 布 、 在 任何 地 方 都 不 会 
消失 、 具 有 一 定 平均 密度 的 物质 所 填充 , 那么 当 用 牛顿 力学 公式 计算 其 中 的 
引力 势 时 , 我 们 会 发 现在 每 一 点 的 引力 势 都 趋向 无 穷 大 . 这 会 导致 作用 在 物 
质 上 的 力 为 无 穷 大 , 就 是 说 , 导致 悖 论 . 

在 着 手 系统 地 建立 相对 论 宇宙 学 模型 之 前 , 我 们 对 作为 出 发 点 的 基本 场 
方程 作 下 列 说 明 . 

在 893 中 给 出 了 作为 确定 引力 场 的 作用 量 所 需 满 足 的 条 件 , 在 给 标量 G 
加 上 一 个 常数 项 之 后 , 该 条 件 仍 旧 能 得 到 满足 , 就 是 说 , 令 


e3 
Sg = -6 G+20V=adg， 


其 中 4 是 一 个 新 的 常数 ( 带 有 量 纲 cm 悦 ). 这 样 的 改变 会 导致 爱 因 斯 坦 方程 
中 出 现 一 个 附加 项 hgix: 


1 8 
ik— =Rgik = —~Tik + Agin: 
Rix 5 Reix pe kk 十 Agik 


如 果 赋 予 “ 宇 宙 学 常数 ”4 一 个 很 小 的 值 , 那么 这 个 项 的 出 现 对 于 不 太 大 的 
时 空 区 域内 的 引力 场 将 不 会 造成 显著 影响 , 但 是 会 导致 新 类 型 的 、 或许 能 够 
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在 整体 上 描述 宇宙 的 “宇宙 学 解 ”的 出 现 @. 然而 , 在 当今 时 代 , 对 于 基本 理 
论 方程 在 形式 上 的 这 种 改变 ,无论 在 观测 方面 , 还 是 在 理论 方面 , 都 没有 任 
何 坚实 的 和 令 人 信服 的 根据 . 我 们 强调 , 这 里 所 说 的 是 具有 深刻 物理 涵义 的 
改变 : 向 拉 格 朗 日 函数 的 密度 中 引入 根本 不 依赖 于 场 的 状态 的 常数 项 , 这 意 
味 着 给 时 空 赋予 一 个 原则 上 不 可 消除 的 曲率 , 这 个 曲率 既 与 物质 无 关 , 又 与 
引力 波 无 关 . 因此 , 本 章 中 所 有 以 下 的 叙述 都 是 基于 “经 典 ” 形 式 的 爱 因 斯 坦 
方程 , 而 不 考虑 宇宙 学 常数 .* 

众所周知 , 恒星 以 非常 不 均匀 的 形式 分 布 于 空间 一 一 它们 集中 在 分 立 的 
恒星 系统 (星系 ) 中 . 但 是 在 “大 尺度 ”上 研究 宇宙 时 , 应 该 忽略 物质 在 恒星 
和 星系 中 聚集 而 引起 的 “局 部 ” 非 均 匀 性 . 因此 , 质量 密度 应 该 理解 为 : 在 线 
度 大 于 星系 之 间距 离 的 空间 区 域内 的 平均 密度 . 

以 下 (8111 一 $114) 研究 的 爱 因 斯 坦 方程 的 解 被 称 作 各 向 同性 宇宙 模型 
(由 A. A. 弗 里 德 曼 在 1922 年 首先 发 现 ), 是 基于 物质 沿 空间 分 布 的 均匀 性 
和 各 向 同性 的 假定 . 现 有 的 天 文学 数据 与 这 种 假定 并 不 矛盾 多 , 并 且 从 现 有 
的 一 切 证 据 可 以 认为 , 各 问 同 性 模型 大 体 上 不 但 对 现在 的 宇宙 能 够 给 出 适当 
的 描述 , 而 且 对 宇宙 过 去 的 演化 过 程 中 的 相当 一 部 分 也 是 如 此 . 我 们 在 下 文 
将 看 到 , 这 个 模型 的 基本 性 质 是 它 的 非 稳 态 性 . 组 庸 置疑 , 这 个 性 质 (“膨胀 
的 宇宙 ”) 能 够 对 宇宙 学 的 基础 问题 一 一 红 移 现象 给 出 正确 的 解释 (8114) . 

同时 可 以 明白 , 关于 宇宙 的 均匀 性 和 各 向 同性 的 假定 就 其 自身 的 本 质 而 
言 , 不 可 避免 地 只 能 具有 近似 的 特点 , 因为 在 过 渡 到 更 小 的 尺度 时 , 这 些 性 
质 必然 会 被 破坏 . 关于 宇宙 的 非 均匀 性 在 宇宙 学 问题 的 各 个 方面 中 可 能 起 到 
的 作用 这 个 课题 , 我 们 将 在 8115 一 8119 节 中 讨论 . 

空间 的 均匀 性 和 各 癌 同 性 意味 着 能 够 选择 这 样 的 世界 时 间 , 使 得 在 它 

每 一 时 刻 , 空间 的 度 规 在 所 有 的 点 上 和 在 所 有 的 方向 上 都 是 一 样 的 . 

首先 我 们 来 研究 各 向 同性 空间 的 度 规 本 身 , 暂时 不 考虑 它 与 时 间 可 能 有 
的 依赖 关系 .如 同 我 们 在 前 文中 的 做 法 , 将 三 维度 规 张 量 表 示 为 Yap, 就 是 说 ， 
将 空间 距离 元 写成 如 下 形式 : 


dl? = yagdzr°dz?. (111.1) 


空间 的 曲率 完全 由 空间 的 三 维 曲率 张 量 所 决定 , 我 们 将 它 记 作 Pgys 
区 别 于 四 维 张 量 Rikwm. 在 完全 各 向 同性 的 情况 下 , 张 量 Paays 显然 应 当 只 


名 其 中 会 出 现 稳 态 解 , 而 当 4 =0 时 则 不 存在 这 些 稳 态 解 . 正 是 出 于 这 个 目的 , 爱 因 斯 坦 
引入 了 “宇宙 党项", 这 个 情况 发 生 在 弗 里 德 曼 发 现场 方程 的 非 稳 态 解 之 前 一 一 见 下 文 . 

- 高 红 移 超新星 的 观测 显示 字 宙 正 在 加 速 膨胀 , 为 4 不 等 于 零 或 性 质 未 知 的 暗 能 量 存在 的 
可 能 性 提供 了 新 的 证 据 , 参见 S. Perimutter, et al., 1997. 一 一 中 译注 

@ 这 里 指 的 是 关于 星系 在 空间 中 的 分 布 数据 和 背景 射电 辐射 各 向 同性 的 数据 , 


. 400 . 第 十 四 章 相对论 宇 宙 学 


度 规 张 量 yag 来 表示 . 因此 , 从 自身 的 对 称 性 很 容易 看 出 , 它 应 当 有 下 面 的 
形式 


Popgss 二 和 (TaryTB5 Yas By), (111.2) 
其 中 ,和 是 某 一 常数 . 相应 地 , 里 奇 张 量 Pa = PY ， 等 于 
Pag = 2AYyap, (111.3) 
而 曲率 标量 
P=6X. (111.4) 


这 样 一 来 , 各 向 同性 空间 的 曲率 特性 仅 用 一 个 常数 来 决定 . 与 此 相应 
对 于 空间 度 规 总 共 可 能 有 三 个 重要 的 不 同情 形 :(1) 所 谓 恒 定 正 曲率 空间 (与 
正 的 入 值 相应 ),(2) 恒定 负 曲 率 空间 (与 和 < 0 的 情形 相应 ) ,(3) 零 曲 率 空 
间 (与 入 = 0 的 情形 相应 ) . 最 后 一 个 当然 是 平 直 空间 , 即 欧 氏 空间 . 

为 了 研究 度 规 , 最 便利 的 是 从 几何 的 相似 出 发 , 将 各 向 同性 的 三 维 空间 
的 几何 看 做 是 一 个 在 假想 的 四 维 空间 内 、 已 知 其 为 各 向 同性 的 超 曲 面 上 的 几 
何 @. 这 样 的 曲面 是 一 个 超 球 ; 与 它 相 应 的 三 维 空 间 是 恒定 正 曲率 空间 . 四 维 
空间 zi,za,za,z4 内 半径 为 a 的 超 球 的 方程 如 下 : 


722+ w+w2 十 2 二 a2， 
在 其 上 的 线 元 可 以 表示 为 
dl? = dz? + dx? 十 dz3 + dz?. 
将 z1,z2,7T3 看 做 是 三 个 空间 坐标 , 利用 第 一 个 方程 , 从 di? 中 消去 假想 


坐标 z4, 我 们 得 到 空间 距离 元 如 下 : 


(zldzl 十 Todzo2 十 Tadza) 
从 这 个 式 子 不 难 计 算 (111.2) 中 的 常数 入 既然 我 们 早已 知道 Pg 在 整 
个 空间 都 有 (111.3) 的 形式 , 那么 ,只 须 计 算 它 在 原点 附近 的 一 点 上 的 值 就 


够 了 , 在 这 一 点 上 ， Ta 等 于 
ag 三 0a5 + 


因为 js 的 一 阶 导数 , 从 而 量 9 《比较 388 节 ,习题 1) - 一 对 应 于 度 规 yap 
的 三 维 克 里 斯 托 夫 符号 一 一 在 坐标 原点 为 零 , 所 以 根据 通 式 (92.7) 来 计算 是 
很 简单 的 , 结果 得 到 


dl? = dz? + dz2 十 dz3 十 


2 





入 = 杞 . (111.6) 


@ 这 个 四 维 空间 应 该 理解 为 与 四 维 时 空 没 有 关系 . 
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我 们 可 以 称 a 为 空间 的 曲率 半径 . 引入 相应 的 “ 球 ” 坐 标 7,9,w 来 代替 
坐标 x1, x2, 7T3. 这 时 , 线 元 的 表达 式 将 有 如 下 的 形式 : 


dl? = 十 r2(sin2 dy? 十 db2). (111.7) 
1 一 了 2/a2 
坐标 原点 当然 可 以 选择 在 空间 内 任何 一 点 . 在 这 些 坐标 中 , 圆 的 周 长 是 2rr， 
而 球 的 表面 积 是 4rr?. 圆 (或 球 ) 的 “半径 ”等 于 
| = aarcsin < 
即 大 于 7. 因此 , 在 这 个 空间 中 , 圆周 与 半径 之 比 将 小 于 2x. 

如 果 用 “角度 "x 按照 + = asinx (x 的 变化 范围 是 从 0 到 x) 的 关系 来 
代替 坐标 r+, 就 能 得 到 一 个 四 维 球 坐 标 吕 ,于 是 就 可 以 写 出 di 的 男 一 个 便利 
的 形式 : 

dl? = a?[dx? + sin? x(sin? dw’ 十 dg2)]. (111.8) 


坐标 x 度量 到 原点 的 距离 ， 这 个 距离 为 ax. 在 这 些 坐 标 中 的 球 的 表面 积 是 
4ra2sin2 x. 我 们 看 出 ， 当 我 们 从 坐标 原点 离开 时 , 球 的 面积 随 之 而 增加 , 当 
距离 原点 xa/2 时 , 球 的 面积 达到 了 最 大 值 4ra2. 此 后 , 这 个 面积 开始 减 小 ， 
在 空间 的 “对 立 极 点 ”, 与 原点 相距 为 ra (在 这 样 的 空间 内 它 是 一 般 可 能 存 
在 的 最 大 距离 ) , 球 的 面积 化 为 一 点 (所 有 这 些 , 只 要 我 们 注意 到 坐标 7 不 能 
取 大 于 a 的 值 , 就 可 以 从 (111.7) 看 出 ). 

一 个 有 正 曲 率 的 空间 的 体积 等 于 


2 pn fA 
V = / } | a3 sin? x sin Gdxd0dw, 
0 Jo J0 


V =a (111.9) 


因此 , 一 个 有 正 曲 率 的 空间 是 “自封 闭 的 ", 它 的 体积 是 有 限 的 , 但 是 ,不 言 
而 喻 , 它 没 有 边界 . 

值得 指出 , 在 封闭 空间 中 , 总 电荷 必须 是 零 . 事实 上 , 在 一 个 有 限 空间 
中 , 每 个 封闭 曲面 在 它 自 身 的 两 边 都 包围 着 空间 的 一 个 有 限 区 域 .因此 , 一 
方面 , 电场 经 过 这 个 曲面 的 通 量 等 于 在 这 个 曲面 内 的 总 电荷 ， 而 另 一 方面 ， 
”加 稍 卡 儿 坐标 ri, za,zs,z4 与 四 维 球 坐 标 a, g,p,x 有 下 面 的 关系 : 


LT1 = Qsin x sin cosw, To 二 4sinx singsinw, 


由 此 可 得 


rx3 = Qsin x coso, T4 一 QcoSsX， 
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等 于 曲面 之 外 的 总 电荷 ， 只 是 正 负 号 相反 . 因此 , 这 个 曲面 两 边 的 电荷 之 和 
类 似 地 , 从 四 维 动量 的 曲面 积分 形式 的 表达 式 (96.16) 可 知 , 整个 空间 
中 的 四 维 总 动量 已 : 为 零 . 
现在 我 们 来 研究 有 负 的 恒定 曲率 的 空间 的 几何 .从 (111.6) 我 们 看 到 , 如 
果 a 是 虚数 , 那么 ,入 就 是 负 的 . 因此 , 对 于 负 曲 率 空 间 的 所 有 公式 ， 只 须 用 
ia 代 a, 就 立即 可 以 从 前 面 的 公式 得 出 . 换 句 话说 , 负 曲 率 空间 的 几何 在 数学 
上 可 看 做 在 一 个 半径 为 虚数 的 四 维 伪 球 上 的 几何 . 


因此 , 常数 入 现在 等 于 


A= 一 村 (111.10) 
负 曲 率 空间 中 的 线 元 在 7,9,w 坐标 中 有 下 面 的 形式 : 
dr2 
dl2 = Tn +r2(sin? dg? + dg?), (111.11) 


其 中 ,rr 可 以 取 从 0 到 ceo 之 间 的 所 有 值 . 圆 的 周 长 与 半径 之 比 现在 大 于 2x. 
如 果 按 照 r = 二 asinhx (Xx 从 0 到 oo) 引入 坐标 x, 我 们 就 得 到 与 (111.8) 相应 
的 dz 的 表达 式 


dl? = a2{dx2 + sinh2 x(sin? dp2 十 db2)}. (111.12) 


球 的 面积 现在 等 于 4ra2sinh”X, 当 我 们 从 原点 移 开 时 (x 因 之 增加 ), 这 
个 面积 将 无 限制 地 增加 . 负 曲 率 空间 的 体积 显然 是 无 限 的 . 


习 题 


将 线 元 (111.7) 变换 成 这 样 的 形式 , 在 这 个 形式 中 , 线 元 与 其 欧 几 里 得 
表达 式 成 比例 ( 共 形 欧 氏 坐标 ) . 


解 : 将 
村 
5 
1+ 303 
代入 ,得 到 


4a2 
8112 封闭 的 各 向 同性 模型 


为 了 研究 各 向 同性 模型 的 时 空 度 规 , 首先 必须 选 定 参考 系 . 最 便利 的 参 
考 系 是 这 样 的 一 个 “ 共 动 ”参考 系 , 它 在 空间 的 每 一 点 随 着 在 该 点 的 物质 一 


并 2 
dl? = @ + 让 (dri + 7r1d0? + 71 sin? Gdyp’”). 
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起 运动 . 换 句 话说 , 这 个 参考 系 恰恰 就 是 充满 空间 的 物质 ; 根据 定义 , 物质 在 
这 个 参考 系 中 的 速度 处 处 都 为 零 . 显而易见 , 参考 系 的 这 种 选择 对 于 各 向 同 
性 的 模型 是 合理 的 ; 作 任 何其 他 的 选择 时 , 物体 速度 的 方向 就 造成 空间 的 不 
同方 向 在 外 表 上 看 起 来 不 等 价 . 时 间 的 坐标 应 当 像 上 节 开 始 所 说 的 那样 选择 ， 
就 是 说 , 使 得 在 每 一 时 刻 , 度 规 在 整个 空间 内 都 是 一 样 的 . 

由 于 所 有 方向 完全 等 价 , 度 规 张 量 的 分 量 goa 在 我 们 所 选择 的 参考 系 内 
等 于 零 . 事实 上 , 如 果 三 个 分 量 goo 不 为 零 , 则 它们 可 以 当做 一 个 三 维 矢量 的 
分 量 , 那么 , 不 同 的 方向 就 不 等 价 了 . 因此 ds? 应 当 有 ds? = goo(dz9)2 一 dz 
的 形式 . 分 量 goo 在 这 里 仅仅 是 z? 的 函数 . 于 是 , 我们 总 能 够 通过 选择 时 间 
坐标 以 使 得 goo 化 为 1. 用 ct 表示 这 样 选择 的 时 间 坐 标 , 我 们 得 到 


ds? = cdt? — dl?. (112.1) 


变量 上 是 空间 中 每 一 点 的 同步 的 固有 时 . 

我 们 从 研究 正 曲率 空间 开始 ; 为 了 简便 起 见 , 下 面 我 们 将 爱 因 斯 坦 方程 
的 相应 的 解 称 为 封闭 模型 . 对 于 dl, 我 们 用 表达 式 (111.8) , 在 其 中 的 曲率 半 
径 a 一 般 来 说 是 时 间 的 函数 . 因此 , 我 们 将 ds? 写成 


ds2 = cdt? — a?(t){dx? 十 sin2X(dg2 + sin2 gdo22)}， (112.2) 
函数 alt) 由 爱 因 斯 坦 方程 所 决定 . 为 了 解 这 些 方程 ,用 由 关系 式 
cdt = ady) (112.3) 
定义 的 了 7 来 代替 时 间 是 便利 的 . 这 时 , ds? 可 以 写成 
ds? = a2(7){d72 — dx? 一 sin2 x(dg2 + sin2 0dp2)}. (112.4) 


要 建立 场 方程 ,应 从 计算 张 量 Rix 的 分 量 开 始 (n, xXx,9,%p 是 坐标 zzl,z2， 
z3) . 利用 度 规 张 量 的 分 量 的 值 


go00=a, 811 一 一 02， 8g22 一 一 asin2X， 8g33 一 一 asin2Xsin20 
计算 i 诸 量 : 
0 Qa 0 a’ a’ 0 
To = a {ag = a38ap, 706 = go8? Tao = T=0, 


其 中 撤 号 表示 对 n 微分 (分量 73 的 表达 式 没 有 必要 计算 出 来 ) . 利用 这 些 
值 , 按照 通 式 (92.7) , 我 们 得 到 


Ro = A — aa’). 
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出 于 对 称 性 的 考虑 (就 如 上 文 对 goa 所 做 的 ) , 我 们 预先 断定 , 分 量 Roa = 0. 
对 于 分 量 RS 的 计算 , 我 们 指出 , 如果 在 它们 当中 分 离 只 包含 gas 的 那些 项 
(也 就 是 说 , 只 有 T3) , 那么 这 些 项 应 该 构成 三 维 张 量 -P84 的 分 量 , 这 些 分 
量 的 值 从 (111.3) 和 (111.6) 就 已 经 得 知 了 : 


县 = -如 十 …= 一 已 中 十 …， 


其 中 省 略 号 指 的 是 那些 同时 包含 gas 和 goo 的 项 . 通过 对 上 式 的 计算 , 我 们 得 
到 : 
RE = 一 二 (2 十 a? 二 aa”)68, 


然后 


既然 在 我 们 所 选择 的 参考 系 中 物质 是 静止 的 ,那么 ,u®=0,u =1/a, 于 
是 从 (94.9) 式 得 到 7T9 = e, 其 中 < 是 物质 的 能 量 密度 . 将 得 到 的 关系 式 代 入 
方程 


我 们 得 到 
——e= (0 十 a9)， (112.5) 
这 里 出 现 了 两 个 未 知 函数 < 和 ai; 因此 , 我 们 必须 还 要 找到 另外 一 个 方程 . 为 
此 , 选择 方程 76.; = 0 是 便利 的 (用 来 代替 爱 因 斯 坦 方 程 的 空间 分 量 ), 这 个 
方程 是 四 个 方程 (94.7) 之 中 的 一 个 , 如 我 们 所 知 , 它 是 包含 在 场 方 程 之 内 的 . 
这 个 方程 也 可 利用 热力 学 关系 用 下 面 的 方法 直接 导出 . 

在 场 方程 中 应 用 能 量 动量 张 量 的 表达 式 (94.9) 时 , 我 们 省 略 了 所 有 导致 
炉 增 加 的 能 量 耗 散 过 程 . 这 个 省 略 在 这 里 当然 是 完全 合理 的 , 因为 由 于 能 量 
耗 散 而 应 该 加 到 元 上 的 一 些 附加 项 与 能 量 密度 s 相 比 是 微不足道 的 , 这 里 
最 后 提 到 的 能 量 密度 包含 了 物体 的 静 能 . 

因此 ,在 推导 场 方 程 时 ,我 们 可 以 将 总 炉 当 做 是 不 变 的 .现在 我 们 来 
应 用 已 知 的 热力 学 关系 式 d@ = Td5 -pdV, 此 处 的 ,5S,V 是 体系 的 能 量 、 
科 与 体积 , 而 p,T 则 是 它 的 压强 与 温度 . 在 炉 不 变 的 情况 下 , 我 们 简单 地 有 
dE = 一 pdV. 引入 能 量 密度 e = 8/V, 我 们 很 容易 求 出 


de = (e+p)T-. 
按照 (111.9) ,空间 的 体积 Y 是 与 曲率 半径 a 的 立方 成 比例 的 .因此 
dV/V = 3da/a = 3dlna, 于 是 我 们 可 以 写 出 


ds 
++p 





= 
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取 积 分 则 得 
3lIna=— 和 十 const (112.6) 


(积分 的 下 限 是 常数 ) . 
假如 与 p 的 关系 ( 物 态 方程 ) 是 已 知 的 , 那么 , 由 方程 (112.6) 就 确定 
了 es 作为 aa 的 函数 . 这 时 , 从 (112.5) , 我 们 可 以 确定 刀 如 下 : 


"=-+ | 一 二天 一 一 (112.7) 
NG -Sl 
ac (aa* — 1) 


方程 (112.6) 和 (112.7) 以 普遍 的 形式 解决 了 确定 一 个 封闭 的 各 向 同性 模型 
的 度 规 的 问题 . 
假如 物质 在 空间 是 以 不 连续 的 宏观 物体 的 形式 分 布 的 , 那么 , 为 了 计算 
它 所 产生 的 引力 场 , 我 们 可 以 将 这 些 物体 当做 有 一 定 质 量 的 质点 来 处 理 , 而 
完全 不 关注 它们 的 内 部 构造 . 如 果 认 为 物体 的 速度 较 小 ( 比 光 速 c 小 很 多 )， 
我 们 可 以 简单 地 设 == jpe?, 此 处 的 是 单位 体积 内 的 物体 的 质量 之 和 . 根据 
同样 的 道理 , 由 这 些 物体 构成 的 “气体 ”的 压强 比 起 = 来 是 非常 小 的 , 因而 
可 以 略 去 不 计 ( 如 我 们 所 说 , 物体 内 部 的 压强 与 所 考虑 的 问题 无 关 ) . 至 于 空 
间 中 存在 的 辐射 , 其 量 相 对 地 说 也 是 很 小 的 , 因此 , 辐射 能 和 辐射 压 也 可 以 
略 去 不 计 . 
因此 , 为 了 用 我 们 研究 的 模型 来 描述 目前 的 宇宙 状态 , 应 该 采用 “人 尘埃 
状 ” 物质 的 物 态 方程 
E = je”, p= 0. 
对 (112.6) 进行 积分 , 就 得 到 ja3 = const. 这 个 等 式 也 可 以 直接 写 出 , 因 
为 它 不 过 说 明了 在 整个 空间 内 的 物体 的 质量 之 和 M 保持 不 变 , 这 在 我 们 研 
究 的 尘埃 状 物质 的 情形 下 是 理所当然 的 @@. 既然 在 闭合 模型 中 空间 的 体积 等 
于 V = 2r2a3 , 那么 const = M/2r2. 这 样 一 来 ， 
M 
Ha3 = const = py (112.8) 


将 (112.8) 代入 (112.7) 并 进行 积分 , 我 们 得 到 
a 一 ao(1l — cos”), (112.9) 


其 中 常数 
2kM 
”3xc2 
@ 为 了 避免 误解 (读者 在 考虑 到 §111 中 提 到 的 封闭 宇宙 的 四 维 总 动量 等 于 零 的 评论 时 ,有 
可 能 会 产生 这 样 的 误解 ), 我 们 强调 , M 是 各 个 物体 的 质量 之 和 , 不 考虑 物体 的 引力 相互 作用 . 





Q0 
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最 后 , 对 于 t 和 7 的 关系 , 我们 从 (112.3) 求 得 
二 2(n — sinn). (112.10) 


方程 (112.9) , (112.10) 决定 以 参数 形式 表示 的 函数 a(t); 函数 alt) 在 t=0(n= 
0) 时 刻 从 零 开 始 增长 , 在 t= rao/c (n= Tt) 时 刻 达 到 最 大 值 a = 2ao, 然后 在 
t = 二 2xao/c (7n = 2r) 时 刻 又 下 降 到 零 . 

在 7 之 1 时 近似 地 有 a = ao72/2, 上 =ao73/6c, 于 是 


1/3 
a ~ (e) Ci (112.11) 
在 这 种 条 件 下 物质 的 密度 
5 
ss (1212) 


(系数 的 数值 按照 以 g:cm 悦 为 单位 的 密度 和 以 秒 为 单位 的 时 间 t 给 出 ). 我 

们 注意 到 , 在 这 个 范围 内 , 郴 数 u(t) 不 依赖 于 参数 ao, 从 这 个 角度 来 看 , 它 
具有 普 适 的 特点 . 

当 a 一 0 时 密度 jv 变 为 无 穷 大 . 但 是 当 j 一 co 时 , 压强 也 会 变 得 很 大 ， 
因此 为 了 研究 上 面 所 定 的 7 值 附 近 的 度 规 , 我 们 必须 考虑 相反 的 极限 情形 ， 
即 尽 可 能 大 的 压强 的 情形 (对 于 给 定 的 能 量 密度 = 来 说 ), 也 就 是 说 , 用 下 面 
的 物 态 方程 来 描述 物质 
3 
(参考 835 第 二 个 脚注 ) . 于 是 从 公式 (112.6) 我 们 得 到 
3cta? 

8I[K 


( 式 中 al 是 一 个 新 的 常数 ) , 在 这 以 后 ,(112.7) 和 (112.3) 导致 下 面 的 关系 : 


有 一 





Ea4 = const 三 (112.¥3) 


a=aisinn, t= (1 — COS7). 


既然 这 个 解 只 对 于 很 大 的 a ( 亦 即 很 小 的 a) 才 有 意义 ,我 们 就 假设 mn 之 1. 于 
是 a aln,t ai72/2c， 因此 有 


a = V2aict. (112.14) 
在 这 种 条 件 下 > 
€ 3 45x10 (112.15) 





c2 32xkt2 t2 
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(这 个 依赖 关系 还 是 不 包含 任何 参数 ) . 

于 是 , 在 t 一 0 时 仍然 有 a 一 0, 因此 数值 t = 0 确实 是 各 向 同性 模 
型 的 时 空 度 规 的 奇 点 (对 于 封闭 模型 中 第 二 个 a = 0 点 也 是 这 样 ) . 我 们 从 
(112.14) 还 能 看 到 , 在 t 的 符号 发 生 改 变 时 ,alt) 变 为 虚数 , 而 它 的 平方 为 负 . 
这 时 式 (112.2) 中 的 所 有 四 个 分 量 gix 应 该 都 是 正 的 , 而 行列 式 g 也 是 正 的 . 
但 是 , 这 样 的 度 规 没有 物理 意义 . 这 意味 着 , 将 该 度 规 解析 延 拓 到 奇 点 之 外 是 
没有 意义 的 . 


8113 开放 的 各 向 同性 模型 
用 与 上 节 完 全 相似 的 方法 就 可 得 到 有 负 曲 率 的 各 向 同 性 空间 的 相应 的 解 
(开放 模型 ) . 代替 (112.2), 现在 我 们 有 
ds2 = czdt2 — a?(t){dx? + sinh2 x(d0? + sin? gdp2)}. (113.1) 
再 次 引入 变量 由 来 代替 t, 而 nm 与 t 的 关系 是 cdt = adn; 这 时 ,我 们 
得 到 
ds? = a?(n){dm — dx2 — sinh? x(d0? + sin? gdp2)}. (113.2) 
在 (112.4) 式 中 , 用 i,ix,ia 分 别 代替 n,x,a, 就 能 在 形式 上 得 到 上 式 . 因此 ， 


将 相同 的 替换 用 于 (112.5) 和 (112.6) , 我 们 也 能 直接 得 到 场 方程 . 这 时 , 方 
程 (112.6) 保留 它 的 原来 形式 : 


3lna = -| 过 + const, (113.3) 
人 = 
而 代替 (112.5), 我 们 有 
Te 一 (a —@). (113.4) 


与 此 相应 , 代替 (112.7) , 我 们 求 得 


= da 
a Bk 
a ac 十 1 


(113.5) 


. 408 . 第 十 四 章 相对 论 宇 宙 学 


对 于 尘埃 状 物 质 由 此 可 以 得 到 Q@ : 


a=ao(coshn—1) t= (sinhn —7), (113.6) 
3c” 
= 
Hpa = 本 800， (113.7) 


公式 (113.6) 以 参数 形式 决定 了 函数 a(t). 有 别 于 封闭 模型 , 这 里 曲率 半径 单 
调 变 化 , 在 t=0(n=0) 时 刻 从 零 开 始 增加 , 在 上 一 oo (7 一 oo) 时 变 为 无 穷 
大 . 相应 地 , 物质 的 密度 在 t= 0 时 刻 从 无 穷 大 开始 单调 减 小 (在 7 入 1 时 ， 
这 个 减 小 的 规律 给 出 和 封闭 模型 中 相同 的 近似 公式 (112.12) ) . 

对 于 很 大 的 密度 , 解 (113.6) ,(113.7) 不 能 应 用 , 必须 再 次 转向 p = e/3 
的 情形 . 这 种 条 件 下 再 次 得 到 关系 式 


入 2 
4 3c Ql 





ea” = const 三 BE (113.8) 
而 对 于 函数 alt), 我 们 求 得 
a=aisinhn, t= (coshn — 1), 
或 者 在 71 时 : 
Q@ = V2aict (113.9) 


(以 及 以 前 得 到 的 e(t) 的 公式 (112.15) ) . 这 样 一 来 , 在 开放 模型 中 度 规 具 有 
奇 点 (但 和 封闭 模型 的 区 别 在 于 奇 点 只 有 一 个 ) . 

最 后 , 所 研究 的 解 对 应 于 空间 的 曲率 半径 无 限 大 的 极限 情形 是 平 直 ( 欧 
几 里 得 ) 空间 模型 . 在 这 样 的 时 空中 的 间隔 ds? 可 以 写 为 


ds? = c2dt2 — b?(t)(dz? + dy? 十 dz2) (113.10) 
”” @ 我 们 指出 , 通过 下 面 的 变换 
r=Ae"sinhx, cr = Ae"coshx, Aen = Vari—ri, tanhx = 去 ， 
表达 式 (113.2) 可 以 化 为 “ 共 形 伽利略 ”形式 
ds2 = ffr,r)fczdr2 一 dr? 一 r2(db2 + sin2 gdwp’)]. 
具体 地 , 在 (113.6) 的 情形 下 我 们 得 到 ( 令 4 = ao/2) 


ds? = ( 7) fczdr2 — dr2 一 r2(d62 + sin? gdp2)} 
(V. A. Fock, 1955) . 在 很 大 的 值 vez7z 二 rz 的 情况 下 (对 应 于 7 之 1) 这 个 度 规 趋向 于 伽利略 
度 规 , 这 种 情况 自然 不 出 所 料 , 因为 曲率 半径 趋向 无 穷 大 . 

在 坐标 r,9,w,r 中 , 物质 不 是 静止 的 , 并 且 它 的 分 布 是 不 均匀 的 ; 在 这 种 条 件 下 物质 的 分 布 
和 运动 围绕 空间 中 的 任何 一 点 是 中 心 对 称 的 , 该 点 被 选 作 坐 标 7,9,% 的 原点 . 
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(我 们 选择 了 “ 笛 卡 儿 ”坐标 z,y,z 作为 空间 坐标 ) . 空间 距离 元 中 的 时 间 因 
子 显 然 不 改变 空间 度 规 的 欧 几 里 得 性 ,因为 对 于 一 个 给 定 的 上 t, 这 个 因子 是 
一 个 常数 ; 用 简单 的 坐标 变换 就 可 以 使 之 为 1. 用 与 上 一 节 相 似 的 计算 , 我 们 
导出 下 面 的 方程 : 


本 
对 于 小 压强 的 情形 , 我 们 求 得 
ub3 = const， b= const.t2/3. (113.11) 
对 于 小 的 t, 我 们 又 必须 考虑 p = e/3 的 情形 , 对 于 这 种 情形 , 我 们 求 得 
ab4 = const， b = const: vt. (113.12) 


因此 , 在 这 种 情形 下 , 度 规 也 有 一 个 奇 点 (t = 0) . 

我 们 指出 , 所 有 得 到 的 各 向 同性 的 解 只 有 在 物质 的 密度 不 为 零 的 时 候 才 
能 够 存在 ; 对 于 真空 而 言 , 爱 因 斯 坦 方程 不 具有 这 种 类 型 的 解 电 . 同时 我 们 提 
醒 , 从 数学 上 的 关系 来 看 , 它们 是 更 加 通用 的 解 的 类 型 的 特殊 情形 , 这 些 更 
加 通用 的 解 的 类 型 包含 三 个 物理 上 不 同 的 空间 坐标 的 任意 函数 (参见 习题 ) . 


习 题 
假设 在 某 个 度 规 中 空间 的 膨胀 以 “ 准 均 多 ”的 方式 进行 ,就 是 说 ,所 有 
的 分 量 Tag 二 一 ga8 (在 同步 参考 系 中 ) 以 相同 的 规律 趋 于 零 ， 求 这 个 度 规 
在 靠近 奇 点 处 的 一 般 形 式 ， 空间 充满 了 物 态 方程 为 D = e/3 的 物质 (E. M. 
JI 中 mmrr， WH. M. XanarauroB, 1960). 
解 : 在 下 面 这 样 的 形式 中 寻找 靠近 奇 点 处 (t 二 0) 的 解 : 
Tag = taag 十 t2bag ST (1) 
其 中 aag,bag 是 空间 坐标 的 函数 @; 下 面 设 定 c 二 1. 逆 张 量 是 
Jap = Laop _ bap 
t 
@ 在 <=0 时 从 方程 (113.5) 我 们 就 得 到 a = aoe" = ct (方程 (112.7) 由 于 虚数 根 一 般 会 失 
去 意义 ) . 但 是 度 规 
ds2 = c2dt2 — c?t2{fdx2 + sinh? x(d62 + sin? gdo2)} 
通过 代 换 7 = ctsinhx,T = tcoshx, 可 化 为 形式 
ds2 = czdr2 — dr? — r2(d0? + sin? 9dwp2)， 


即 直 接 化 为 伽利略 时 空 ， 
@ 弗 里 德 曼 解 对 应 于 函数 aua 的 特殊 选取 , 这 种 选取 对 应 于 恒定 曲率 的 空间 . 
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其 中 张 量 ap 是 aap 的 逆 张 量 , 而 bap = axYa86bys; 下 面 所 有 升降 指标 的 运 
算 和 协 变 微分 均 借 助 于 不 依赖 于 时 间 的 度 规 aag 来 进行 . 
以 需要 的 1/t 阶 精度 计算 方程 (97.11) 和 (97.12) 的 左边 , 我们 得 到 





3 . 8nk 2 1 327k 
一 本 二 pr 一 -ee( 一 40 二 1), 5 (b;a | a) i 3 EUaUO 
(其 中 5 二 be) .同时 考虑 恒等式 
1 = wiv TU0 — 一 uaupaaA， 
我 们 得 到 
i -ey 一 (2) 
Ee 


三 维 克 里 斯 托 夫 符号 ， 以 及 随 之 张 量 Ps, 在 1/t 的 一 阶 近似 下 不 依赖 
于 时 间 ; 在 此 情况 下 Pa 与 只 用 度 规 aag 所 做 的 计算 得 到 的 表达 式 相 同 . 考 
虑 到 这 一 点 ,我 们 得 出 在 方程 (97.13) 中 t? 量 级 的 项 相互 抵消 ,而 ~1/t 的 
项 给 出 a 
i 2 
P5 十 Ti 十 T2659b =0, 
和 4 5 
a 
bh = ate + sdaP (3) 
(其 中 号 =a57Psy). 鉴于 恒等式 
1 
Psp— 5Pa=0 


(参考 (92.10) ) 下 面 的 关系 式 成 立 : 


若 六 
bo;6 这 gloa， 
因此 uo 可 以 写成 如 下 形式 
t 
Ua is -ee (4) 


这 样 一 来 , 所 有 的 六 个 函数 aag 仍然 是 任意 的 ,而 展开 式 (1) 中 下 一 项 
的 系数 bag 要 按照 它们 确定 . 度 规 (1) 中 时 间 的 选取 完全 取决 于 奇 点 处 的 条 
件 t= 二 0; 空间 坐标 还 允许 进行 任意 的 不 涉及 时 间 的 变换 (例如 ,， 可 以 用 它们 
将 张 量 aag 化 为 对 角形 式 ) . 

因此 得 到 的 解 总 共 包 含 三 个 “物理 上 不 同 ” 的 任意 函数 . 

我 们 指出 ,在 这 个 解 中 空间 度 规 是 不 均匀 的 和 各 向 异性 的 ,而 在 上 一 0 
时 物质 的 密度 分 布 趋向 于 均匀 . 三 维 速 度 由 具有 (在 近似 (4) 中 ) 等 于 零 的 
旋 度 , 而 它 的 数值 按照 下 面 的 规律 趋 近 于 零 


V2 = VaVpToA ~ 妈 . 
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所 有 我 们 研究 过 的 解 的 基本 特征 是 度 规 的 非 稳 态 性 : 空间 的 曲率 半径 是 
时 间 的 函数 . 曲率 半径 的 改变 一 般 会 导致 空间 内 物体 之 间 的 所 有 距离 的 改变 ， 
这 一 点 已 经 可 以 从 空间 距离 元 di 与 a 成 比例 的 情形 看 出 . 于 是 当 a 增 大 时 在 
这 样 的 空间 里 物体 彼此 “退行 ”( 在 开放 模型 中 wa 的 增 大 对 应 着 7 > 0, 而 在 
封闭 模型 中 0 一 7 <r) . 

假如 有 一 个 观察 者 坐 在 这 些 物体 中 的 一 个 上 面 , 在 他 看 来 , 就 好 像 所 有 
其 余 物 体 都 沿 着 视线 方向 离开 他 而 去 . 这 个 “退行 ”速度 (在 给 定 的 时 刻 t) 
与 物体 之 间 的 距离 成 比例 . 

这 个 预言 有 必要 同一 个 基本 的 天 文 事实 星系 谱 线 的 红 移 一 一 相 比 
较 . 将 这 个 移动 解释 为 多 普 勒 现象 , 我 们 就 会 得 出 星系 “退行 ”的 结论 , 就 是 
说 , 在 当今 时 代 宇 宙 在 膨胀 ®. 

我 们 来 研究 一 条 光线 在 各 向 同性 空间 中 的 传播 . 为 了 这 个 目的 , 最 简便 
的 方法 是 利用 如 下 事实 , 即 沿 光 信 号 传播 的 世界 线 , 间隔 ds = 0. 我 们 以 光 
的 出 发 点 作为 坐标 x,9,% 的 原点 . 根据 对 称 性 的 考虑 ,显而易见 ,光线 是 沿 
着 “ 径 向 ”传播 的 , 即 沿 着 0 = const,p = const 的 线 传播 . 与 此 相应 , 我 们 在 
(112.4) 或 (113.2) 中 令 dg = dp = 0, 就 得 到 ds? = a2(d7” 一 dx2). 令 它 等 于 
零 . 我 们 得 到 dn = 十 dx, 或 者 ,积分 后 得 到 





X 三 土 十 const. (114.1) 


对 于 从 坐标 原点 发 出 的 光线 ,7 前 取 正 号 ; 而 对 于 向 原点 传播 的 光线 则 取 负 
号 . 这 个 形式 的 方程 (114.1) 既 可 应 用 到 开放 模型 , 也 可 以 应 用 到 封闭 模型 . 
借助 于 上 节 各 公式 , 我 们 能 够 由 此 将 光线 传播 的 距离 表示 为 时 间 的 函数 . 

在 开放 模型 中 , 一 条 光线 从 某 一 点 出 发 , 在 传播 过 程 中 离开 这 一 点 越 来 
越 远 . 在 封闭 模型 中 , 一 条 光线 从 起 始点 出 发 , 最 后 能 够 到 达 空 间 的 “对 立 极 
点 ”( 这 与 x 从 0 变 到 zt 相对 应 ); 在 以 后 的 传播 中 , 光线 开始 向 起 始点 接近 . 
光线 绕 着 空间 环行 一 周 而 又 回 到 起 始点 的 一 个 循环 应 该 与 x 从 0 变 到 2r 相 
对 应 . 从 (114.1) 我 们 看 到 , 这 时 7 了 也 必须 变化 2r, 然而 这 是 不 可 能 的 ( 光 在 
与 = 二 0 对 应 的 时 刻 出 发 的 情形 除外 ) . 因此 一 条 光线 在 “ 绕 空 间 ” 一 周 后 不 
能 回 到 出 发 点 . 

一 条 趋向 观察 点 (坐标 原点 ) 传播 的 光线 , 与 了 前 面 有 负 号 的 方程 (114.1) 

@ 只 有 当 物 体 的 相互 作用 能 量 比 它们 “退行 " 时 的 动能 小 很 多 时 , 才能 作出 物体 在 a(t) 增 
大 时 彼此 相互 “退行 " 的 结论 ; 对 分 离 得 足够 远 的 星系 , 这 个 条 件 总 是 满足 的 . 在 相反 的 情形 下 ， 


物体 相互 的 距离 基本 上 由 它们 的 相互 作用 决定 ; 因此 , 例如 , 这 里 所 研究 的 效应 实际 上 不 应 该 
影响 到 星系 自身 的 尺度 , 对 恒星 尺度 的 影响 就 更 小 了 . 
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相对 应 . 假如 光线 到 达 这 一 点 的 时 刻 是 to), 那么 , 当 7 = mp 时 , 我 们 必定 
有 X=0, 所 以 这 样 的 光线 的 传播 方程 是 


X=m—7 (114.2) 


由 此 可 见 , 对 于 一 个 位 于 x =0 的 点 的 观察 者 , 只 有 那些 从 “距离 ”不 
超过 X=”o 的 点 出 发 的 光线 , 才能 在 t(m0) 时 刻 到 达观 察 者 . 

这 个 结果 ,对 开放 的 和 封闭 的 模型 都 很 重要 . 我 们 看 出 , 在 时 间 t(n) 的 
每 一 时 刻 , 在 空间 每 一 个 给 定点 , 不 是 整个 空间 都 呈现 在 物理 观察 之 下 ,只 
有 与 x 7 相对 应 的 那 一 部 分 才 可 能 被 观察 到 . 用 数学 的 观点 来 看 ,空间 的 
“可 见 区 域 ” 是 四 维 时空 被 光 锥 所 截 的 部 分 . 这 个 部 分 无 论 对 开放 的 模型 或 封 
闭 的 模型 都 是 有 限 的 (在 开放 模型 中 , 被 超 有 曲面 t=const 所 截 的 部 分 是 无 穷 
大 的 , 这 个 超 曲 面 对 应 于 所 有 在 同一 时 刻 t 被 观察 到 的 点 组 成 的 空间 ). 在 这 
个 意义 上 , 开放 模型 与 封闭 模型 之 间 的 差别 并 不 如 初 见 之 时 所 想 的 那样 深刻 . 

观察 者 在 一 定 的 时 刻 所 观察 到 的 区 域 离 他 愈 远 , 与 该 区 域 相应 的 时 刻 就 
愈 早 . 我 们 来 看 这 样 一 个 球面 : 这 个 球面 是 所 有 满足 如 下 条 件 的 点 构成 的 几 
何 图 形 ,从 这 些 点 于 t(n 一 Xx) 时 刻 发 出 的 光 于 t(n) 时刻 在 原点 被 观察 到 . 这 
个 曲面 的 面积 是 4ra2(7 一 x) sin? x (在 封闭 模型 中 ) 或 4ra2(7 一 x)sinh*x (在 
开放 模型 中 ) . 当 它 远离 观察 者 时 ,“ 可见 球 ” 的 面积 首先 从 零 ( 当 X=0 时 ) 
增加 然后 达到 一 个 最 大 值 , 在 此 以 后 又 减 小 , 而 当 x = 时 又 回 到 零 (此 处 
a(7 一 x) = a(0) = 0) . 这 就 表明 , 光 锥 所 割 的 截面 不 只 是 有 限 的 , 而 且 是 封闭 
的 . 它 好 像 是 在 与 观察 者 “相对 立 ” 的 点 封闭 ; 沿 空间 的 任何 方向 进行 观察 ， 
它 都 能 被 看 到 . 在 这 一 点 = 一 co, 因此 , 物质 在 其 所 有 的 演化 阶段 原则 上 都 
是 可 观察 的 . 

在 开放 模型 中 , 所 观察 到 的 物质 的 总 量 等 于 


刀 
Mobs = 4 上 Ha3 sinh2 xdx. 
0 


将 (113.7) 中 的 ua? 代入 ,我们 得 到 


Mobs = 0 (sinh n cosh 7 — 7). (114.3) 


当 7 一 oo 时, 这 个 量 无 限制 地 增加 . 在 封闭 模型 中 ,Moebs 的 增加 自然 为 总 质 
量 M 所 限制 . 在 这 种 情况 下 用 类 似 的 方式 可 以 得 到 : 

Mobs = 党 — sin7 cos”). (114.4) 
在 7 从 0 增长 到 zx 时 这 个 量 从 0 增长 到 M; 按照 这 个 公式 , 接 下 来 Mobs 会 


继续 增加 , 但 这 是 虚假 的 , 它 只 是 对 应 这 样 一 个 事实 , 就 是 在 “收缩 的 ”宇宙 
中 远 处 的 物体 会 被 观察 到 两 次 (借助 从 两 个 方向 “环绕 空间 ”的 光线 ) . 
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现在 让 我 们 考虑 光 在 各 向 同性 空间 中 传播 时 的 频率 变化 . 为 此 , 我 们 首 
先 指出 下 面 的 事实 . 设 在 空间 的 某 一 点 有 两 个 事件 发 生 , 这 两 个 事件 的 时 间 
间隔 是 dt = a(m)dn/ec. 假如 在 这 两 个 事件 发 生 的 两 个 时 刻 发 出 两 个 光 信 和 号， 
而 在 空间 的 另 一 点 它们 被 观察 到 , 那么 ,对 应 于 光 信 号 出 发 点 量 7 的 变化 
dn, 它们 被 观察 到 的 两 个 时 刻 之 间 的 时 间 间 隔 也 对 应 相同 的 dn. 直接 从 方程 
(114.1) 可 以 推出 这 个 结果 .按照 方程 (114.1) ,7 在 光线 从 一 点 传播 到 另 一 点 
期 间 的 变化 仅 与 在 这 些 点 的 坐标 Xx 的 差 值 有 关 . 但 是 , 既然 在 传播 期 间 , 曲 
率 半径 a 改变 了 , 那么 , 发 出 信号 的 时 刻 与 观察 到 它们 的 时 刻 的 时 间 间 隔 
就 不 同 了 , 这 些 间 隔 之 比 等 于 相应 的 a 的 值 之 比 . 

从 上 面 所 说 的 可 以 断定 , 例如 , 用 世界 时 间 上 来 测量 的 光 的 振动 周期 也 
沿 着 光线 改变 , 并 与 a 成 比例 . 光 的 频率 显然 将 与 a 成 反比 . 因此 , 在 光线 传 
播 期 间 , 沿 着 它 的 路 径 , 下 面 的 积 为 常数 


wa = const. (114.5) 


假设 在 t(n) 时 刻 我 们 观察 从 一 个 光源 发 出 的 光 , 这 个 光源 所 处 的 距离 对 
应 于 坐标 x 的 一 个 确定 值 . 按照 (114.1) 式 , 发 射出 这 个 光 的 时 刻 是 t(n 一 X). 
假如 wo 是 光 在 发 射 时 刻 的 频率 , 那么 , 按照 (114.5), 我 们 所 观察 到 的 光 的 
a(n — X) 
Ww 一 二 
由 于 函数 a(n) 的 单调 增加 , 我 们 有 w < wo, 即 光 频率 将 减 小 . 这 就 是 说 ， 
当 我 们 观察 向 我 们 射 来 的 光谱 时 , 与 在 普通 情形 下 同样 物体 的 光谱 相 比 较 ， 
所 有 它 的 光谱 线 必 定 移 向 红色 的 一 边 . 红 移 现象 在 本 质 上 是 星系 彼此 “退行 ” 
的 多 普 勒 效应 .* 
利用 移动 了 的 频率 与 没有 移动 的 频率 之 比 w/wo 测 得 的 红 移 的 大 小 , (对 
于 给 定 的 观察 时 刻 ) 与 被 观察 的 光源 所 在 处 的 距离 有 关 (在 (114.6) 中 ,出现 
了 光源 的 坐标 x) . 当 距 离 不 太 大 时 , 我 们 可 以 将 a(n 一 x) 展开 为 x 的 震级 
数 , 但 只 取 前 两 项 : 


(114.6) 


PR 

WO a(n) 
( 撤 号 表示 对 7 微分 ) . 此 外 , 我 们 指出 , 乘积 xa(n) 在 此 恰恰 是 到 被 观察 
的 光源 的 距离 !. 事实 上 ， 径 向 ” 线 元 等 于 dl = adx; 在 积分 这 个 关系 式 时 ， 


* 将 星系 红 移 解释 为 多 普 勒 效应 常用 于 红 移 较 小 的 情况 . 严格 地 说 , 这 两 种 现象 具有 不 同 
的 物理 起 源 . 多 普 勒 效应 是 平 直 时 空中 的 一 种 运动 学 效应 , 依赖 于 源 和 观测 者 的 相对 速度 , 与 
两 者 的 距离 无 关 ; 而 星系 红 移 主要 源 于 宇宙 膨胀 , 蚌 大 尺度 时 空 弯曲 的 表现 . 对 于 高 红 移 天 体 ， 
不 能 用 狭义 相对 论 的 多 普 勒 效应 公式 去 推算 其 退行 速度 , 而 必须 用 基于 广义 相对 论 的 (114.6) 
式 . 一 一 中 译注 





= Q (7) 
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就 产生 一 个 问题 , 即 这 个 距离 怎样 通过 物理 观测 来 确定 一 一 由 于 这 个 原因 在 
求 这 个 距离 时 , 我 们 必须 在 不 同 的 时 刻 , 在 积分 路 线 的 不 同 点 上 取 a 的 值 
(n=const 的 积分 对 应 于 同时 观察 沿路 线 上 所 有 的 点 , 这 在 物理 上 是 不 能 实现 
的 ) .但 是 对 于 “小 的 ”距离 , 我 们 可 以 略 去 a 沿 积 分 路 线 的 变化 , 而 简单 地 
写 1 = ax, 其 中 上 的 值 是 在 观察 的 时 刻 取 的 . 

结果 , 我 们 求 得 频率 改变 的 相对 量 如 下 ( 它 通 常用 字母 z 表示 ) : 


Wo—w HH 


- 一 (114.7) 
0 Cc 
此 处 我 们 引入 了 符号 
i d 
-oS = 5 (114.8) 


作为 所 谓 的 哈 勃 常数 . 这 个 量 对 于 给 定 的 观察 时 刻 与 1 无关. 因此 光谱 线 的 
相对 移动 应 当 与 到 被 观察 光源 的 距离 成 比例 . 

通过 将 红 移 看 做 多 普 勒 效应 的 结果 , 我 们 可 以 确定 星系 离开 观察 者 的 速 
度 vw. 写 出 z=wv/ec, 并 与 (114.7) 相 比 较 , 我 们 得 到 


v= HI! (114.9) 
(直接 计算 导数 v= d(ax)/dt, 也 可 以 得 到 这 个 公式 ) . 
天 文学 数据 证 实 了 规律 (114.7) , 但 是 由 于 不 能 确定 遥远 星系 的 距离 (这 


样 的 距离 具有 宇宙 学 尺度 ) 这 就 给 确定 哈 勃 常数 造成 了 麻烦 . 现今 认可 的 五 
的 值 为 : 


HN 0.8 x 10-10a-l = 0.25 x 10-17s 一 1， 
广 4Xx1l017s 王 1.3 x1010a. (114.10) 


这 个 值 互 对 应 于 “退行 速度 "在 每 个 百 万 秒 差距 的 距离 上 的 增长 为 75 kmy/s@. 
将 e=je? 和 五 =ca'/a? 代入 (113.4) 式 , 对 于 开放 模型 , 我 们 得 到 关系 式 
Sk 


= H? 3 (114.11) 
将 这 个 方程 与 等 式 a 
学 csinh”n 小 n 
和 二 ao(coshn—1)? a i 2 
联 立 , 我 们 得 到 


3 
cosh T= HU ge (114.12) 


@ 还 存在 另 一 种 估算 ,得 出 较 小 的 矿 , 对 应 于 “退行 速度 ”在 每 个 百 万 秒 差距 上 的 增长 为 
55 km/s, 此 时 1/H = 18 x 1019a. 


$ll4 红 移 .415 . 


对 于 封闭 模型 , 采用 类 似 的 方式 , 我 们 得 到 


2 8 
3 kh —_H?, (114.13) 
cos7 = Bi (114.14) 


比较 (114.11) 和 “(114.13)， 我 们 看 出 ， 空 间 曲 率 的 正 负 取决 于 差 量 
8xk1u/3 一 H? 的 正 负 . 对 于 j= jx, 这 个 差 量 为 零 , 其 中 
3H? 
Hk 一 
连同 数值 (114.10) , 我 们 得 到 以 闪 1x10-29g/em2. 根据 现 有 的 天 文学 知识 ， 
物质 在 空间 的 平均 密度 只 能 作 很 不 准确 的 估计 . 基于 星系 的 数量 统计 和 它们 
的 平均 质量 的 估算 , 在 现今 取 值 约 为 3x 10-3:g/cm*. 这 个 值 比 jx 小 30 倍 ， 
因而 这 个 结果 对 开放 模型 有 利 . 然而 , 暂 不 说 这 个 值 本 身 不 太 充分 的 可 信 度 ， 
应 该 意识 到 , 它 并 没有 考虑 星系 之 间 可 能 存在 的 暗 气 体 , 考虑 这 些 暗 气体 能 
够 大 大 提高 物质 的 平均 密度 .* 
让 我 们 在 这 里 指出 一 些 不 等 式 , 在 给 定 互 之 值 的 情况 下 可 以 得 到 这 些 
不 等 式 . 对 于 开放 模型 , 我 们 有 五 = csinhn/[ao(coshn 一 1)], 于 是 


(114.15) 


sinhn(sinhn — 7) 


= eR 
a hy ) Hl(coshn — 1)? 


既然 0 < 刀 了 < o0, 那么 我 们 应 当 有 
Re (114.16) 


同 理 , 对 于 封闭 模型 , 我 们 得 到 


_ sin7n(7 — sin”) 


t 
H(1 — cosn)? 


a(n) 的 增加 对 应 于 区 间 0 <n<x; 因此 我 们 得 到 
2 
和 这 5 万 (114.17) 
下 面 , 我 们 决定 光 从 光源 到 达观 察 者 时 的 强度 了, 光源 到 观察 者 的 距离 
与 坐标 x 的 一 定 值 相对 应 . 在 观察 点 光 的 能 流 密 度 与 球 的 面积 成 反比 , 该 球 
面 以 光源 所 在 点 为 球 心 并 经 过 被 考察 点 ; 在 负 曲 率 的 空间 中 , 球 的 面积 等 于 


* 新 近 的 观测 表明 ， 宇宙 的 总 能 量 密度 非常 接近 jv 其中, 包括 暗物质 在 内 的 物质 约 占 
30%%, 瞳 能 量 约 占 70%. 中 译注 
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4ra2sinh2 x. 此 外 , 光源 在 时 间 间 隔 dt = a(n 一 x)dn/c 内 所 射出 的 光 会 在 时 间 
间隔 a(n)dt/a(n 一 Xx) = a(m)dn/e 内 达到 观察 者 所 在 之 点 . 因为 光 的 强度 被 定 
义 为 每 单位 时 间 的 光 能 流量 , 所 以 在 I 内 就 出 现 了 一 个 因子 a(n 一 x)/a(n). 最 
后 , 一 个 波 包 的 能 量 与 它 的 频率 成 比例 (参考 (53.9) ) ; 既然 在 光 传 播 期 间 ， 
频率 按照 规律 (114.5) 而 改变 , 因而 这 导致 了 中 又 出 现 一 个 因子 a(7 一 X)/a(7). 
结果 , 我 们 得 到 强度 的 公式 如 下 : 

Q (7 一 X) 


二 
ax(7)sinh x 


(114.18) 


对 于 封闭 模型 , 我 们 同样 地 得 到 
a2(7 一 X) 
ad4(7)sin x 
这 两 个 公式 决定 被 观察 对 象 的 视 亮度 与 其 距离 的 关系 (在 绝对 亮度 一 定 的 情 
况 下 ). 对 于 小 的 X, 我 们 可 以 令 a(7-X) sa(7) ,这 样 ,我 们 就 有 三 1/a2(7)x2 = 
1/&, 即 是 说 , 我 们 得 到 了 光 强 度 与 距离 的 平方 成 反比 的 普通 定律 . 

最 后 , 让 我 们 考虑 所 谓 物体 的 本 动 问 题 . 当 说 到 物质 的 密度 和 运动 时 , 我 
们 总 是 理解 为 平均 密度 和 平均 运动 ; 特别 是 , 在 我 们 一 直 使 用 的 参考 系 中 ， 
平均 运动 的 速度 为 零 . 各 物体 的 实际 速度 围绕 这 个 平均 值 呈 现 出 一 定 的 涨 落 . 
在 时 间 的 进程 中 , 物体 的 本 动 速度 是 变化 的 . 为 了 决定 这 个 变化 的 规律 , 我 
们 来 考虑 一 个 自由 运动 的 物体 , 并 且 选 择 轨道 上 的 任意 一 点 为 坐标 原点 ， 那 
么 , 轨道 将 是 径 向 线 : 9 = const,w = const. 将 gt 的 值 代 入 以 后 , 哈密 顿 - 雅 
可 比方 程 (87.6) 取 以 下 的 形式 : 


2 2 
(并) 一 (名 + m2?c2a*(n) = 0. (114.20) 


因为 x 没有 出 现在 这 个 方程 的 系数 内 (也 就 是 说 x 是 一 个 循环 坐标 )， 
那么 , 守恒 定律 8S/6x = const 将 是 有 效 的 . 根据 一 般 的 定义 , 运动 物体 的 动 
量 p=85/81 = 605/aBx. 因此 , 对 于 运动 的 物体 , 下面 的 乘积 是 常数 : 


pa = const. (114.21) 
按照 下 式 引 入 物体 本 动 的 速度 v， 


了 一 const (114.19) 





我 们 得 到 





= COnst. (114.22) 
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这 些 关 系 决定 了 速度 随时 间 变 化 的 规律 . 随 着 a 的 增加 ， 速 度 v 单调 地 
减 小 . 


习 题 


1. 求 出 星系 的 视 亮 度 作 为 红 移 函数 的 展开 式 的 头 两 项 ,星系 绝对 亮度 随 
时 间 按 照 指 数 规律 Jps = const :et 变化 (H. Robertson, 1955). 
解 : 在 “时 刻 ”n 观察 到 的 星系 的 视 亮 度 与 距离 X 的 关系 由 下 面 公式 给 


出 (对 于 封闭 模型 ) 
2 
EC 
了 一 const.e 下 = 人 


按照 (114.7) 定义 的 红 移 
y= o-oon -0 
w a(n 一 X) 
将 了 和 zxz 按 X 的 震 展 开 (连同 (112.9) ,(112.10) 中 的 隐 数 a(m) 和 区 7)) 然后 
从 得 到 的 表达 式 中 消去 Xx, 结果 我 们 求 得 


T= const, 翅 [1-(1-2+ 号 ) 吉 ， 


其 中 引入 符号 
人 
1+cosny jx 


对 于 开放 模型 得 到 同样 的 公式 ,但 其 中 


q > 


2 有 
= 一 一 一 一 一 -一 二 1 
4 l+coshnm px 


2. 求 给 定 半径 的 球面 内 星系 数量 作为 球面 边界 上 红 移 函数 的 展开 式 的 
头 几 项 (假设 星系 的 空间 分 布 是 均匀 的 ) . 
解 :位 于 <x 的 “距离 ”范围 内 的 星系 的 数量 NN 为 (在 封闭 模型 中 ) 


N = const . 了 sin2 xdx 2 const . X3. 
0 
向 这 里 代入 函数 x(z) 的 展开 式 的 头 两 项 , 我 们 得 到 : 
N = const. 2° [ 一 +gz| 


这 个 形式 的 公式 对 于 开放 模型 也 成 立 . 
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8115 各 向 同性 宇宙 的 引力 稳定 性 


我 们 来 研究 关于 各 向 同性 模型 中 微小 扰动 的 演化 特征 , 也 就 是 说 , 关于 
它 的 引力 稳定 性 问题 (E. M. Lifshitz, 1946) . 我 们 仅 限 于 研究 在 相对 不 大 的 
空间 区 域内 的 扰动 一 一 该 空间 区 域 的 线 度 和 半径 a 相 比 是 小 量 @. 

在 每 一 个 这 样 的 区 域内 , 空间 度 规 在 一 阶 近似 中 可 以 取 作 欧 几 里 得 度 
规 , 就 是 说 , 度 规 (111.8) 或 (111.12) 可 替换 为 度 规 


dl? 一 a2(7)(dz2 十 dgy2 十 dz2)， (115.1) 


其 中 z,y,z 是 以 a 为 度量 单位 的 笛 卡 儿 坐 标 . 我 们 还 将 像 从 前 那样 使 用 变量 
7 作为 时 间 坐 标 . 

不 失 一 般 性 ,我 们 将 像 从 前 那样 在 同步 参考 系 中 描述 被 扰动 的 场 ， 就 
是 说 给 度 规 张 量 的 变 分 sgik 加 上 条 件 sgoo = 5goa = 0. 在 这 些 条 件 下 对 人 恒 
等 式 giruiu* 一 1 进行 变 分 (应 注意 到 , 物质 四 维 速 度 分 量 的 无 扰动 的 值 为 
wu 一 1/a,uwa = 0 ), 我 们 得 到 goou?5u? = 0, 由 此 5u? = 0. 扰动 5u? 一 般 说 
来 是 不 为 零 的 , 因此 这 个 参考 系 已 经 不 是 共 动 参考 系 . 

我 们 利用 has = 8nas = 一 6gas 表示 空间 度 规 张 量 的 扰动 ,于 是 5y%5 = 
-he2 , 这 里 借助 未 扰动 度 规 yas 来 提升 has 的 指标 . 

在 线性 近似 下 引力 场 的 微小 扰动 满足 方程 

8 


1 
k_ SR= 二 一 57 
SR* 一 55 有 = 一 87 (115.2) 


在 同步 参考 系 中 能 量 动量 张 量 (94.9) 的 分 量 的 变 分 等 于 


ST 一 一 6A5p， 57 =a(p+e)6u°; 570 = 8e. (115.3) 
鉴于 8e 和 5p 都 是 小 量 , 可 以 写 出 bp = 时 8e, 然后 我 们 得 到 关系 式 
8587 = -0682878. (115.4) 


针对 8R* 的 公式 可 以 通过 对 (97.10) 进行 变 分 来 获得 . 由 于 未 扰动 的 度 
规 张 量 yaa = a?6a3，, 那么 未 扰动 值 是 


2a 2a' 3 ‘2a 
HaB = a Tap， un > 本 pe， 


@ 对 这 个 问题 更 详细 的 叙述 , 包括 在 线 度 与 a 相当 的 区 域内 的 扰动 的 研究 可 参考 E. M. 
Lifshitz//Y $H. 1963. T.80. C.411; Adv. in Phys. 1963. V.12. P.208. 
@ 在 本 节 中 , 不 再 用 附加 上 标 (0) 来 表示 未 扰动 的 物理 量 . 
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其 中 符号 上 方 的 点 表示 对 ct 微分 , 而 撤 表 示 对 刀 微 分 . 量 zxap 和 xz2 = xtayy 8 
的 扰动 如 下 : 
bxxaB 二 hag -hp, Szxh = —hf Yay 让 TAThan = hs ep hg, 

其 中 hi2 = yA7Yhoay. 对 于 欧 几 里 得 度 规 (115.1) , 三 维 张 量 P8 的 未 扰动 值 等 
于 零 . 5P8 的 变 分 按照 公式 (108.3) , (108.4) 计算 ; 显然 , 正如 5Rik 可 用 5gix 
表达 , 5P8 可 以 用 ”as 来 表达 , 所 有 的 张 量 运算 都 在 带 有 度 规 (115.1) 的 三 
维 空间 里 进行 ; 鉴于 这 个 度 规 是 欧 几 里 得 的 , 所 有 的 协 变 微分 可 简化 为 对 坐 
标 za 的 普通 微分 (对 于 道 变 微分 仍 需 再 除 以 a2) . 考虑 到 所 有 这 些 情 况 (并 
且 从 对 上 的 导数 全 面 过 渡 到 对 7 的 导数 ), 在 简单 的 计算 之 后 我 们 得 到 : 


1 18 pb, YB lA" o_o 
5Re = -33h + hoy — ho)— sahe — she — zr3h 6 
SR0 i _ 了 0 
2a2? 243 
cr 1 9? 
5 用 一 7(ec 一 让 )， 
(h= he). (115.5) 


这 里 逗号 后 面 的 指标 无 论 在 上 方 还 是 在 下 方 , 都 表示 对 坐标 za 的 简单 微分 
(我 们 继续 在 上 方 和 下 方 书写 指标 , 只 是 为 了 保持 表示 方法 的 统一 性 ) . 

把 通过 5R* 表达 的 分 量 5Ts* 按照 (115.2) 式 代 入 (115.4) 式 , 我 们 将 得 到 
关于 扰动 he 的 最 终 方程 . 就 这 些 方程 而 言 , 选择 在 a 关 P 情形 下 的 (115.4)， 
以 及 按 指标 a, 8 进行 缩 并 而 得 的 方程 是 便利 的 , 它们 是 : 


17 Q/ / 
(ha + he — hl — ht) + he +2 he =0, a@#h, 


1 d 1 / d 
了 (7 — h'?) @ +3 里 ) 二 hh” 二 hh 一 (2+3 时 ) = 0. (115.6) 
物质 密度 和 速度 的 扰动 可 以 按照 已 知 的 he , 借助 于 公式 (115.2), (115.3) 
来 确定 . 因此 , 对 于 密度 的 相对 变化 , 我 们 有 : 
Se 芯 1 加 3 pe 二 人 
在 方程 (115.6) 的 解 当 中 存在 这 样 的 一 些 解 , 它们 可 以 通过 简单 的 参考 
系 变 换 (不 破坏 其 同步 性 ) 而 被 消去 , 因此 它们 不 是 度 规 的 实际 物理 变化 . 这 
些 解 的 形式 可 以 借助 于 897 节 习 题 3 中 得 到 的 公式 (1) 和 (2) 提前 确立 . 将 
未 扰动 的 值 Yas = a2bas 代入 其 中 , 我 们 将 得 到 下 列 针 对 度 规 的 虚拟 扰动 的 
表达 式 ， 
ha = fam? | 轩 + jog + (fa + fo), (115.8) 
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其 中 i, fa 是 坐标 x,y,z 的 任意 (小 量 的 ) 函数 . 

由 于 度 规 在 我 们 考察 的 不 大 的 空间 区 域内 设 定 为 欧 几 里 得 的 , 那么 任意 
的 扰动 在 每 一 个 这 样 的 区 域 可 以 分 解 成 平面 波 . 将 z,y,z 作为 以 a 为 度量 单位 
的 笛 卡 儿 坐 标 , 我 们 可 以 将 平面 波 的 周期 性 空间 因子 写成 em" 的 形式 , 其 中 
n 为 无 量 纲 矢 量 , 表示 以 1/a 为 度量 单位 的 波 夭 ( 波 矢 大 =m/a) . 如 果 在 尺 
度 ~! 的 空间 区 域内 有 扰动 , 那么 在 它 的 展开 式 中 会 出 现 波 长 入 = 2ra/ 灵 一 ! 
的 波 . 对 于 局 限 在 尺度 1 和 a 的 区 域内 的 扰动 ,我们 相应 地 假定 数 n 足够 大 
(n > 27). 

引力 扰动 可 以 分 为 三 个 类 型 . 这 个 分 类 可 归结 为 确定 平面 波 的 可 能 种 类 ， 
对 称 张 量 has 可 以 用 这 些 不 同 种 类 的 平面 波 表示 出 来 . 这 样 , 我 们 得 到 下 面 
的 分 类 : 

1. 借助 于 标量 函数 

Q=e"", (115.9) 


可 以 构造 矢量 P= mwQ 和 张 量 @ 





Qa -ji Pe= (48- "er )0. (15.10) 
这 些 平面 波 对 应 于 这 样 的 扰动 , 其 中 物质 的 速度 和 密度 与 引力 场 一 起 经 历 着 
变化 , 就 是 说 , 我 们 在 处 理 伴 随 着 物质 聚集 和 朴 松 的 扰动 .在 这 种 情况 下 扰动 
h8 通过 张 量 Q8 和 P& 表达 , 速度 的 扰动 通过 矢量 P, 而 密度 的 扰动 通过 标 
量 Q 表达 . 
2. 借助 于 矢量 横 波 


S=8se"", 8.n=0, (115.11) 


可 以 构造 张 量 (n3.56 + ma525); 由 于 n:5S=0, 对 应 的 标量 不 存在 . 这 些 波 对 
应 于 这 样 的 扰动 , 其 中 速度 与 引力 场 一 起 经 历 着 变化 , 但 不 包括 物质 的 密度 ; 
它们 可 以 被 称 作 旋转 扰动 . 
3. 张 量 横 波 
GS=gheinr ghng=0. (115.12) 


利用 张 量 横 波 既 无 法 构造 矢量 , 也 无 法 构造 标量 . 这 些 波 对 应 于 引力 场 这 样 
的 扰动 , 其 中 物质 不 运动 , 并 且 在 空间 中 均匀 分 布 . 换 句 话说 , 这 是 各 向 同性 
宇宙 中 的 引力 波 . 


@ 我 们 书写 普通 的 笛 卡 儿 矢 量 mn 的 分 量 时 也 区 分 上 下 指标 ,这样 做 仅仅 是 为 了 保持 表示 
方法 的 统一 性 . 
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最 有 意义 的 是 第 一 种 类 型 的 扰动 . 令 


ha = AN PE +HA()Qe， 关 = AQ. (115.13) 
从 (115.7) 中 可 以 得 到 密度 的 相对 变化 : 
0 a 3a’ 
一 = a [ee 十 从) 十 | Q. (115.14) 


将 (115.13) 代入 (115.6), 得 到 确定 函数 入 和 上 的 方程 


/ 2 
W + N 要 A+) 三 
(115.15) 
a (2+3E)+ + (1+3E) =0 


这 些 方 程 具有 下 列 两 个 特殊 积分 , 对 应 于 可 以 通过 变换 参考 系 而 消除 的 
度 规 的 虚拟 变化 : 


A= 一 几 一 const， (115.16) 
i 
= = ?| 2, 一 (115.17) 


a 

(其 中 第 一 个 是 从 (115.8) 式 通过 选取 fo = 0,f。 = Ps 得 出 ,第 二 个 是 通过 选 
取 fo = ,foa=0 得 出 ). 

在 宇宙 膨胀 的 早期 , 那 时 的 物质 用 物 态 方 程 p = s/3 描述 , 我 们 有 a = 
a1n,n 1( 在 开放 模型 与 封闭 模型 中 都 是 这 样 ) .方程 (115.15) 取 如 下 形式 : 

入 十 2 一 0 + 上 4)=0，jy 十 2 十 2 人 1) = 0, (115.18) 
7 3 7 3 

针对 两 种 极限 情况 对 这 些 方程 分 别 进行 研究 是 方便 的 , 这 两 种 极限 情况 取决 
于 两 个 较 大 的 量 n 和 1/n 之 间 的 相互 关系 . 

首先 我 们 假设 n 不 是 非常 大 (或 者 了 足够 小 ) , 于 是 nm < 之 1. 在 这 种 情况 
下 , 以 能 够 使 方程 (115.18) 成 立 所 需要 的 精度 , 由 这 些 方程 我 们 可 以 得 出 : 


3C1 2n2 2 
1 re 5 一 一 一 一 一 了 : 
人 :一 本 + ( 人 及) H 3 C17 十 C2 6 7 


其 中 Cl ,C2 为 常数 ; 从 这 里 排除 了 形式 为 (115.16) 和 (115.17) 的 解 (在 当 
前 情况 下 , 这 些 解 一 个 有 入 = -人 = const, 一 个 有 入 十 猴 ~ 1/ 嘻 ) .同时 按照 
(115.14) 和 (112.15) 计算 出 ss/s, 我 们 得 到 下 列 关 于 度 规 和 密度 扰动 的 表达 
式 : 

h8 = 301 一 一 PP + CQ8 + pe), 

5e n2 E 1 


oF 7 2 、 + 
= 9 (Cin + C2 )Q 当 p 3 


(115.19) 
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常数 Ci,C2 必须 满足 特定 的 条 件 , 这 些 条 件 应 能 反映 出 扰动 在 其 产生 时 
刻 mo 是 很 小 的 : 应 该 有 及 之 1( 由 此 入 之 1,n 之 1) 和 5e/e 之 1. 将 这 些 条 
件 用 于 (115.19) 可 导出 不 等 式 Ci 之 70,C2 之 1. 

在 (115.19) 式 中 有 一 些 项 , 它们 在 膨胀 的 宇宙 中 以 半径 a = ain 的 不 同 
次 占 增 长 . 但 是 这 个 增长 并 不 会 导致 扰动 能 够 成 为 大 的 量 : 如 果 我 们 应 用 公 
式 (115.19) 精确 到 7 ~ 1/n 的 数量 级 , 那么 可 以 看 到 , (基于 上 面 得 到 的 关于 
C1, C2 的 不 等 式 ) 扰动 即使 在 这 些 公式 的 应 用 上 限 仍 然 是 小 量 . 

现在 假设 很 大 , 使 得 有 nm > 1. 在 这 个 条 件 下 求解 方程 (115.18) , 我 
们 得 到 入 和 中 占 主导 地 位 的 项 是 :中 


H 1 in 
并 二 一 0 nV3. 
由 此 我 们 得 到 度 规 和 密度 的 扰动 : 
C im de C im 
he = mam (Pe Oh), 二 
对 于 条 件 p = 3 - nl1, (115.20) 


其 中 C 为 复数 常数 , 满足 条 件 |C| 和 1. 在 这 些 表达 式 中 周期 性 因子 的 出 现 
是 十 分 自然 的 . 在 n 为 大 数 的 条 件 下 我 们 是 在 处 理 这 样 的 扰动 , 其 空间 的 周 
期 性 取决 于 大 的 波 矢 = n/a. 这 样 的 扰动 应 该 像 声 波 那样 传播 , 其 速度 为 


7 
"Vae/e) va 


相应 地 , 相位 的 时 间 部 分 就 像 几何 声学 里 规定 的 那样 , 通过 大 积分 f rat 


nnm/V3 来 确定 . 正如 我 们 所 见 , 密度 相对 变化 的 振幅 保持 恒定 ,而 度 规 扰 动 
的 振幅 在 宇宙 膨胀 的 情况 下 按照 ao-? 减 小 @. 

接 下 来 , 我 们 研究 膨胀 的 更 晚 阶段 , 那 时 物质 已 经 稀薄 到 可 以 忽略 掉 其 
压强 的 程度 (p= 0). 在 这 种 条 件 下 , 我 们 此 处 仅 局 限于 ”很 微小 的 情况 , 在 
这 些微 小 的 了 7 对 应 的 膨胀 阶段 内 ,半径 a 和 它 现 今 的 值 相 比 还 很 小 , 但 尽管 
如 此 物质 已 经 足够 稀薄 了 . 

@ 指数 项 前 面 的 因数 1/w? 是 按 1/nn 的 短 展 开 式 的 第 一 项 . 在 当前 情况 下 , 为 了 确定 它 , 应 
该 同时 考虑 展开 式 的 头 两 项 (方程 (115.18) 的 精度 是 允许 这 样 做 的 ) . 
@ 容易 验证 (在 p= s/3 的 条 件 下 ) nn ~ L/A, 其 中 荆 ~ wwWKE1cz. 理所当然 , 特征 长 度 


L( 它 决定 波长 入 之 a 的 扰动 行为 ) 仅仅 包含 “流体 力学 ” 量 物质 密度 s/cz 和 声速 w (还 有 
引力 常数 大) . 我 们 指出 , 在 和 法 工 的 条 件 下 扰动 会 增长 ( 见 (115.19) ) . 
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在 p=0 和 ”< 之 1 的 条 件 下 我 们 有 a 人 守 aom?/2, 并 且 方 程 (115.15) 具有 
如 下 形式 


4 2 
N+ -N+ =0, 


4 
A 中 + 于 (A++ 同一 0 





这 些 方程 的 解 是 : 
Ci 2C 
入 二 1 三 2C1， 入 一 由 = 2m 2 i + 党 ). 
也 可 算出 6e/e (利用 (115.14) 和 (112.12) ) , 我 们 求 得 


2n2 


hg = 01(PR + QE) + (PL -QL) 3 ni 


2n2 站 


Cn 1 
能 = 元 727 2(P6 一 Q8)+ 一 一 (P8--Q6) 当 ~ <n <1, (115.21) 








Se he Con2 
er- ( 30 +m )9 
我 们 看 到 , 5e/e 包含 正比 于 a 的 增长 项 包 . 但 是 如 果 nm 和 包 1, 那么 按照 
条 件 Ci 之 1, 即使 当 m ~ 1/n 时 5e/e 还 是 不 能 成 为 大 数 . 如 果 7 由 六 1, 那么 
当 刀 一 1 人 Can2 的 量 级 , 同时 初始 扰动 的 小 量 特性 仅仅 
要 求 满足 Cin273 之 1. 这 样 一 来 ,尽管 扰动 的 增长 进行 得 缓慢 , 但 总 的 增加 
可 能 相当 可 观 ， 结果 扰动 可 能 会 比较 大 
前 面 提 到 的 第 二 和 第 三 种 类 型 的 扰动 可 以 采用 类 似 的 方式 进行 研究 . 然 
而 从 下 述 简 单 的 理解 出 发 , 可 以 不 通过 计算 细节 就 得 到 这 些 扰动 的 衰减 律 ， 
如 果 在 不 大 的 物质 区 域 里 (其 线 尺度 为 1) 有 速度 为 bu 的 旋转 扰动 , 那 
么 这 个 区 域 的 角 动 量 ~ (s/c2)1a .1:wv. 在 宇宙 膨胀 时 1 正比 于 a 增加 ,而 按 
照 a 了 3 (在 p=0 的 情况 下 ) 或 者 a (在 p=s/3 的 情况 下 ) 减 小 . 因此 基于 
角 动 量 守恒 , 我 们 有 
y=const 当 2= 3 jos 3 p=0. (115.22) 
, 在 宇宙 膨胀 时 引力 波 的 能 量 密度 应 该 按照 a-4 减 小 . 从 男 一 方面 ， 
i ~ 2(h8)?, 其 中 上 = n/a 为 扰动 的 波 矢 . 
由 此 可 得 , 引力 波 类 型 的 扰动 的 振幅 随时 间 按 照 1/a 的 规律 减 小 . 
”“@ 考虑 微小 压强 p(s) 的 更 细致 的 分 析 表明 , 满足 条 件 unm/c < 1 时 才 有 可 能 忽略 压强 (其 


中 v= cvVdp/de 是 微小 的 声速 ); 容易 验证 , 这 个 条 件 和 条 件 和 写 工 是 相同 的 . 这 样 一 来 , 只 要 
入 污 工 ; 扰动 总 是 会 增长 . 
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8116 均匀 空间 


关于 空间 均匀 性 和 各 向 同性 的 假设 完全 确定 了 它 的 度 规 (只 剩 下 曲率 的 
正 负 号 可 自由 选取 ) . 只 假设 均匀 性 这 一 个 性 质 , 而 不 带 有 任何 附加 的 对 称 
性 ,会 留 出 大 得 多 的 自由 度 .我 们 将 要 考察 的 问题 是 , 均匀 空间 的 度 规 性 质 是 
怎样 的 . 

我 们 将 要 讨论 的 是 在 给 定时 刻 上 的 空间 度 规 . 在 假设 时 空 参考 系 选取 为 
同步 的 条 件 下 ,上 对 于 整个 空间 就 是 统一 的 同步 时 间 . 

均匀 性 意味 着 在 所 有 的 空间 点 度 规 的 性 质 都 相同 . 这 个 概念 的 精确 定义 ， 
涉及 考虑 一 组 能 使 空间 变 为 自身 , 即 保持 其 度 规 不 变 的 坐标 变换 : 如 果 在 变 
换 之 前 线 元 是 

dil? = Yap(z!, Zr2 z3)dzadzP， 


那么 在 变换 之 后 同样 的 线 元 是 
d2 = Tap(zZ/1， Z/2 z'3)dz'adz'2， 


Ya8 相对 于 新 坐标 具备 同样 的 函数 依赖 关系 .空间 是 均匀 的 , 如 果 它 允许 存在 
一 组 变换 (或 称 为 运动 群 ) , 使 得 它 的 任何 一 个 给 定点 可 以 与 其 他 任意 的 点 
相 重 合 . 基于 空间 的 三 维特 性 , 显然 , 为 了 实现 这 一 点 , 该 群 的 不 同 变换 应 该 
用 三 个 独立 的 参量 来 确定 . 

于 是 , 在 欧 几 里 得 空间 里 均匀 性 表现 为 度 规 相 对 于 笛 卡 儿 坐 标 系 的 平行 
移动 (平移 ) 的 不 变性 . 每 个 平移 由 三 个 参数 确定 一 一 坐标 原点 的 位 移 矢 量 
的 分 量 . 所 有 这 些 变换 保持 构造 线 元 的 三 个 独立 的 微分 (dz,dy,dz) 不 变 . 

在 非 欧 几 里 得 均匀 空间 的 一 般 情况 下 , 它 的 运动 群 的 变换 仍然 使 得 三 个 
独立 的 线性 微分 形式 保持 不 变 , 但 是 无 法 简化 为 某 一 个 坐标 函数 的 全 微分 . 
我 们 将 这 些微 分 形式 写成 

el dzr®, (116.1) 
其 中 拉丁 字母 指标 (a) 用 于 给 三 个 独立 的 矢量 (坐标 的 函数 ) 编号 , 我 们 称 
这 些 矢量 为 一 个 标 架 . 
借助 于 (116.1) 式 , 相对 于 给 定 的 运动 群 保持 不 变 的 空间 度 规 可 以 这 样 
建立 
dl? = rab(el®) dz°)(eg drs), (116.2) 
就 是 说 , 度 规 张 量 
Tap = Wapel( Wel, (116.3) 


其 中 按 指标 a,b 对 称 的 系数 ma 是 时 间 的 消 数 . 
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这 样 一 来 ,借助 于 三 个 标 架 矢 量 , 我 们 得 到 了 空间 度 规 的 “三 维 标 架 ” 
表述 ; 在 898 节 中 得 到 的 所 有 公式 对 这 种 表述 都 适用 . 标 架 矢 量 的 选取 取决 
于 空间 的 对 称 性 质 , 一 般 说 来 , 这 些 矢量 不 是 正 交 的 〈 因 此 矩阵 ma 不 是 对 
角 的 ) . 
如 同 在 898 节 中 , 与 三 个 矢量 eg" 一 起 引入 三 个 与 它们 互 逆 的 矢量 ef) ， 
对 于 它们 

et eb) = et ey =. (116.4) 


在 三 维 情 况 下 , 这 两 组 矢量 之 间 的 联系 可 以 表示 为 下 列 显 性 的 形式 ， 
el1) = ye x el3), elo) = ye x et)， ea) = ye x et2)， (116.5) 


其 中 


V = |eto)| = ed) .et2) x e(3)， 


而 e(a) 和 e() 应 该 理解 为 分 别 具 有 分 量 eg 和 e&) 的 笛 卡 儿 矢 量 . 度 规 张 量 
(116.3) 的 行列 式 


了 一 9702， (116.6) 


其 中 是 矩阵 wos 的 行列 式 . 
微分 形式 (116.1) 的 不 变性 意味 着 ， 


eta)(zjdza = el®) (x')dzr’®, (116.7) 


并 且 在 等 式 两 边 的 e&) 分 别 是 旧 坐 标 和 新 坐标 的 同一 个 函数 . 给 这 个 等 式 乘 
以 ee 替换 dz'2 = (6z2/aze)dze 并 比较 同一 个 微分 dza 的 系数 , 我 们 
得 到 
Or 
一 系列 微分 方程 组 , 决定 了 给 定 标 架 下 的 消 数 z'2(z)@. 为 了 使 之 成 为 可 积 
的 ,方程 (116.8) 应 该 恒定 地 满足 条 件 
0272 O27 
BroOr7Y OriOre 
@ 对 于 形式 为 za = ze 十 6 的 变换 , 其 中 6 为 小 量 , 从 (116.8) 中 可 得 到 方程 
68 
Or° 
这 些 方程 的 三 个 线性 独立 解 9，(b = 1,2,3) 确定 空间 运动 群 的 无 穷 小 变换 . 矢量 68， 被 称 作 基 
灵 矢 量 (与 894 第 一 个 脚注 相 比较 ) . 


= ela, (x)elo (2). (116.8) 


8 
Oel,) 


A i 
一 去 eu (116.8a) 
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算出 导数 , 我 们 得 到 


Bes (和 村 Bes (zx’) > 
| Bn e(w (7') 一 一 )| e%(z)ek)(z) = 


= / 
Wy 2 5 





Bel®) (z) | 


给 等 式 两 边 乘 以 eg(z)ez(z)eg "(z') ,使 用 (116.4) 式 将 微分 运算 从 一 些 因子 
上 面 转移 到 男 一 些 因 子 上 , 在 方程 左边 我 们 得 到 : 


ef le ) te ed | 














aeg)(z') Be\f) (2’) 
ef (x )etin(z') | 7 二 》 


而 在 方程 右边 则 得 到 关于 z 的 函数 的 同样 的 表达 式 . 由 于 xz 和 z' 是 任意 的 ， 
那么 这 些 表达 式 应 该 化 为 常数 : 


del de® 
( 苇 多 二 ee 人 = CO" ob. (116.9) 


常数 C* 6a。 被 称 做 群 的 结构 常数 . 两 边 同 乘 以 el, 可 以 将 (116.9) 重 写 为 如 
下 形式 





Delb) a De(u 
ca) Bre 一 Er Oz HB = C° apelo: (116.10) 
这 就 是 要 寻找 的 空间 均匀 性 的 条 件 . 等 式 (116.9) 左边 的 表达 式 和 量 
Aap (98.10) 的 定义 相同 , 这 样 一 来 , 量 和 *。。 是 恒定 的 . 
从 结构 常数 的 定义 可 以 看 出 , 它 关 于 下 标 是 反对 称 的 : 


Ce 一 一 Ci， (116.11) 


对 于 它们 还 能 得 到 一 个 条 件 , 首先 指出 , 等 式 (116.10) 可 以 写成 对 易 关 系 的 
形式 : 
[Xo,Xo] 三 XXXpb 一 XXX 一 CC ope (116.12) 


其 中 线性 微分 算 子 中 


% (116.13) 


二 e(a) gra 

@ 在 连续 群 (或 称 李 群 ) 的 数学 理论 中 , 满足 (116.12) 形式 的 条 件 的 算 子 称 作 群 的 生成 元 . 
为 了 避免 在 与 其 他 表示 相 比 较 时 产生 误解 , 我 们 还 是 要 指出 , 连续 群 的 系统 理论 通常 是 以 基 灵 
矢量 确定 的 算 子 Xe = €6&)8/8z* 为 出 发 点 而 建立 的 . 
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于 是 上 面 提 到 的 关系 可 从 下 列 恒等式 中 产生 
[[Xa, Xo], Xe] 十 [[Xs, Xel], Xa] + [[Xe, Xa], Xo] =0 
(这 就 是 雅 可 比 恒等式 ), 并 且 具 有 形式 
OO + Ol a ftO m0 (116.14) 
使 用 一 组 双 指 标量 来 代替 三 指标 常数 C*u 会 呈现 出 一 定 的 优点 . 这 些 
双 指 标量 通过 如 下 对 偶 变 换 得 到 : 
Os = ui, (116.15) 


其 中 eopc = ew 为 单位 反对 称 符号 (其 中 e123 = 十 1). 利用 这 些 常数 , 对 易 关 
系 (116.12) 可 写 为 如 下 形式 


i 9 i (116.16) 


性 质 (116.16) 在 定义 (116.15) 中 已 经 考虑 到 了 ，, 而 性 质 (116.14) 可 以 采取 如 
下 形式 
escaC Ou = 0. (116.17) 


同时 我 们 指出 , 对 于 量 Cw 定义 (116.9) 可 以 表示 为 矢量 形式 
C= el) .Trot et), (116.18) 


其 中 进行 矢量 运算 时 , 仍旧 把 坐标 za 视 同 为 笛 卡 儿 坐 标 . 
在 微分 形式 (116.1) (连同 它们 一 起 的 还 有 算 子 Xs。) 中 三 个 标 架 矢量 的 
选取 当然 不 是 唯一 的 . 可 以 对 它们 施 以 任意 的 、 带 有 恒定 系数 的 线性 变换 : 


eta) = ae (116.19) 


在 这 些 变换 下 , 量 wo。 和 Cw 表现 出 类 似 于 张 量 的 性 质 . 

条 件 (116.17) 是 结构 常数 C%% 应 该 满足 的 唯一 条 件 . 但 是 在 满足 这 些 
条 件 的 常数 中 存在 着 若干 等 价 组 , 同一 组 中 的 常数 之 间 的 区 别 仅仅 和 变换 
(116.19) 有 关 . 均匀 空间 的 分 类 问题 可 归结 为 确定 所 有 的 不 等 价 的 结构 常数 
组 . 利用 量 Ce 的 “ 张 量 ” 性 质 , 通过 下 面 的 简单 的 方法 可 以 做 到 这 一 点 (C. 
G. Behr, 1962) . 

不 对 称 的 “ 张 量 ”C%% 可 以 分 解 为 对 称 的 和 反对 称 的 部 分 . 第 一 部 分 表示 
为 na , 而 第 二 部 分 通过 它 的 对 偶 “矢量 "ae 表示 : 


GO 一 区 权 十 Epocpa (116.20) 
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这 个 表达 式 代 人 (116.17) 会 导出 条 件 
mabab = 0. (116.21) 


利用 变换 (116.19) 可 以 将 对 称 “ 张 量 " ma 化 为 对 角形 式 ; 设 ni,no,ns 是 
它 的 主 值 . 等 式 (116.21) 表明 “矢量 "u (如 果 它 存在 ) 位 于 “ 张 量 "n% 的 主 方 
向 之 一 , 即 对 应 于 零 主 值 的 那个 方向 . 所 以 ,不 失 一 般 性 , 可 以 令 up = (a,0,0). 
那么 (116.21) 可 化 为 anl = 0, 就 是 说 量 a 或 者 ni 的 其 中 之 一 应 该 为 零 . 对 
易 关 系 (116.16) 可 取 如 下 形式 


[X1, X2] = 一 GX2 + naXs, 
[X2, X3] = niX1，, (116.22) 
[X3, X1] = n2X2 十 QX3. 


在 这 之 后 还 剩 下 的 自由 是 改变 算 子 X。 的 正 负 号 以 及 它们 的 任意 标 度 变 换 
( 乘 以 常数 ) . 这 种 自由 允许 我 们 同时 改变 所 有 的 ni,nz,ns 的 符号 , 同时 使 得 
量 a 的 符号 为 正 (如果 它 不 为 零 ). 我 们 还 可 以 将 所 有 的 结构 常数 化 为 士 1， 
只 要 量 a,no,ns 其 中 之 一 为 零 . 如 果 这 三 个 量 全 都 不 为 零 , 那么 在 标 度 变换 
下 商 a2/mana 为 不 变量 中 . 

这 样 , 我 们 得 到 均匀 空间 可 能 类 型 的 列表 如 下 ; 表格 第 一 列 中 的 罗马 数 
字 表 示 按 照 比 安 基 分 类 法 而 得 的 类 型 的 编号 (L. Bianchi, 1918) : @. 


SS 
名 


OO OOO 


i 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
1 
1 
au 
a 


© OP : 
| 
[et ODOD 和 OP OO 


H(a = 1) | 
VIa(a A 1) 


@ 严格 说 来 , 为 了 使 Cc" 的 张 量 特性 得 到 遵循 , 应 该 在 定义 (116.15) 中 引入 因子 v5 (比较 
883 节 中 提 到 的 关于 应 该 如 何 相 对 于 任意 的 坐标 变换 来 确定 反对 称 的 单位 张 量 ) . 但 是 这 里 我 们 
将 不 再 深入 到 这 些 细节 中 : 为 了 我 们 的 目的 , 我 们 可 以 直接 从 (116.22) 中 提取 出 结构 常数 的 变 
换 规 律 . 

@ 参数 a 可 以 取 任 何 正 数值 . 相应 的 类 型 事实 上 是 不 同 群 的 单 参数 族 , 它们 被 赋予 类 型 VI 
和 VE 只 是 出 于 惯例 . 


| 
一 
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类 型 I 是 欧 几 里 得 空间 ; 空间 曲率 张 量 (参考 下 文 的 公式 (116.24) ) 的 
所 有 分 量 为 零 . 除了 伽利略 度 规 的 平凡 情形 ,这 里 还 涉及 含 时 度 规 , 后 者 将 
在 下 一 节 进 行 研 究 . 

作为 一 个 特例 ， 恒 定 正 曲率 的 空间 包含 于 类 型 及 之 中 . 如果 在 线 元 
(116.2) 中 设 定 mas = 64b/4 和 就 可 以 得 到 它 , 其 中 入 为 正 的 常数 . 实际 上 , 按 
照 (116.24) 和 条 件 Cl = C22 = Ca33 = 1 (类 型 区 的 结构 常数 ) 的 计算 给 出 
已 wo = (1/2)6so, 然后 有 


Ps8:= 一 Piawel je8” 一 2AXTaB， 


这 正好 对 应 于 上 面 指出 的 空间 (比较 (111.3) ) . 
恒定 负 曲 率 空间 以 相似 的 方式 作为 一 个 特例 包含 在 类 型 V 中 . 实际 上 ， 
设 定 mab = 6ab/ 入 并 且 按 照 (116.24) 和 条 件 C3”= -CC = 1 算出 Plojww), 我们 
得 到 
Pa(b) = —26a, Fap = 一 2XT7ap， 
这 对 应 于 恒定 负 曲 率 . 
最 后 , 我 们 展示 一 下 均匀 空间 宇宙 的 爱 因 斯 坦 方程 是 如 何 归 结 为 只 包含 


时 间 函 数 的 常 微分 方程 组 的 . 为 了 这 一 目的 , 我 们 必须 将 四 维和 天 量 和 四 维 张 
量 沿 着 空间 三 维 标 架 的 基 和 失 方 向 分 解 出 空间 分 量 : 


R(a)(b) == Rapet ee) Rota) ~、 Roaeta); uo) = uel®), 


所 有 的 这 些 量 现 在 都 只 是 时 间 t 的 函数 ; 能 量 密度 和 物质 的 压强 p 这 样 的 
标量 同样 也 是 时 间 的 函数 . 

根据 (97.11) 一 (97.13), 同步 参考 系 中 的 爱 因 斯 坦 方程 可 通过 三 维 张 量 
xa8 和 Psa 来 表达 . 第 一 步 我 们 只 有 


, b a 
H(a)(b) = Wab, x = Mac (116.23) 


(符号 上 方 的 点 表示 对 t 微分 ) .Piayts) 的 分 量 可 以 利用 (98.14) 通过 量 mop 
和 群 的 结构 常数 来 表达 . 在 将 三 指标 的 和 bc = Cr uc 替换 为 双 指 标的 C% 并 
上 且 经 过 一 系列 变换 名 之 后 , 我 们 得 到 
Be 元 (2CxCu +CmCui 二 ChdCaa — Ca(C* a+ Ca®)+ 
a ad) 一 2C4 Cur]}. (116.24) 


@ 其 中 使 用 了 公式 madmperycreaef = neabereabfe 一 6358 — 6465. 
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这 里 , 按照 一 般 的 规则 
DC 
同时 指出 , 在 均匀 空间 中 三 维 张 量 Po 的 比 安 基 恒等式 具有 如 下 形式 
PerO ,+ POS=0. (116.25) 


四 维 里 奇 张 量 9 的 三 维 标 架 分 量 的 最 终 表达 式 如 下 : 


1l(o)_ 1, (6) (a) 
= = A*(a) (6)? 


Re = {Cey ww (116.26) 


RG) = -a Vi -PO). 
我 们 强调 , 这 样 一 来 , 在 建构 爱 因 斯 坦 方程 时 , 没有 必要 使 用 标 架 矢量 
作为 坐标 郴 数 那样 的 显 式 表达 式 . 
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各 向 同性 模型 对 描述 宇宙 后 期 演化 是 适用 的 , 但 不 能 据 此 预期 , 它 也 适 
用 于 描述 宇宙 靠近 时 间 奇 点 时 的 早期 演化 . 这 个 问题 将 在 8119 中 详细 讨论 ， 
而 在 本 节 和 下 一 节 将 对 爱 因 斯 坦 方程 的 一 些 解 进行 初步 研究 , 这 些 解 同样 具 
有 时 间 奇 点 , 但 原则 上 属于 不 同 的 类 型 (有 别 于 弗 里 德 曼 奇异 性 ) . 

我 们 将 寻找 这 样 的 解 , 其 中 度 规 张 量 的 所 有 分 量 在 适当 选取 的 参考 系 下 
仅仅 是 一 个 变量 一 一 时 间 z0 = t 的 函数 人 @@. 这 样 的 问题 已 经 在 8109 中 研究 
过 , 但是, 那里 只 研究 了 当 行 列 式 lgas| = 0 时 的 情况 . 现在 我 们 将 认为 这 个 
行列 式 不 为 零 . 就 像 在 8109 中 讲解 的 那样 ,在 这 种 情况 下 可 以 不 失 一 般 性 地 
令 所 有 的 goa = 0. 通过 对 变量 上 做 VBo0dt 一 dt 的 变换 , 可 以 使 goo 等 于 1， 
于 是 我 们 得 到 同步 参考 系 , 在 其 中 


S08 三 1， So0ea = 0, Ba 一 一 Ya8(t). (117.1) 


现在 我 们 可 以 利用 形式 为 (97.11) 一 (97.13) 的 爱 因 斯 坦 方程 . 由 于 量 
Ya 以 及 随 之 三 维 张 量 Ma 有 一 ‘Yap 的 分 量 不 依赖 于 坐标 RE fioa 三 0. 
按照 同样 的 原因 Ps 三 0, 结果 真空 中 的 引力 场 方程 可 化 为 下 列 方程 组 : 

认 全 十 x8 =0, (117.2) 


@ 包含 在 R98 中 的 协 变 导数 x4., 可 利用 898 最 后 一 个 脚注 中 列 出 的 公式 进行 换算 . 
@ 在 8117., §118 节 中 为 了 简化 公式 的 书写 我 们 设 定 c= 1. 
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1 
一 一 wp 本 3 5 
vtV7 oa) 一 0 (117.3) 
从 (117.3) 可 导出 


VT = 2%8, (117.4) 


其 中 8 为 恒定 值 . 对 指标 a 和 6 进行 缩 并 , 我 们 得 到 
i 
a 了 VY or 
由 此 可 见 , 7 = const .万 . 不 失 一 般 性 可 以 令 const = 1( 这 一 点 可 以 简单 地 通 
过 改变 坐标 ze 的 标 度 而 达到 ) ; 那么 Xe = 1. 现在 将 (117.4) 代入 方程 (117.2) 
可 给 出 关系 式 
巡 驹 = (117.5) 


该 式 将 常数 X& 彼此 之 间 关 联 起 来 . 
接 下 来 , 将 (117.4) 中 的 指标 有 下降 , 将 这 些 等 式 写 成 关于 yap 的 常 微 
分 方程 组 的 形式 : 
Yap = FA- (117.6) 


系数 AY 的 集合 可 以 看 做 某 种 线性 代 换 的 矩阵 . 通过 坐标 zl,z2,z3 (或 者 等 效 
地 , 量 g1g,g28,838) 的 相应 线性 变换 , 一 般 说 来 可 以 将 这 个 矩阵 化 为 对 角形 
式 . 我 们 将 它 的 主 值 表示 为 mi,pa,pa, 并 且 认 为 它们 全 都 是 实数 并 且 是 不 同 的 
(其 他 情况 参考 下 文 ); 相应 的 主轴 上 的 单位 矢量 是 mt,mt2),m(3). 那么 方程 
(117.6) 的 解 可 以 表示 为 如 下 形式 


Yag = t2Pin( ng 十 tm2n(2 ne 十 t2psnl3)nG) (117.7) 


(通过 对 坐标 作 合适 的 标 度 变换 , 可 将 t 的 短 的 常 系数 化 为 1) . 最 后 选取 矢 
量 mt ,mt2,mt3) 的 方向 作为 坐标 轴 (将 其 称 为 z,y,z) 的 方向 , 我 们 最 终 将 
度 规 化 为 


ds = dt? — t2P'dz? — t2Pdy? 一 妇 psdz2 (117.8) 
( 卫 . Kasner, 1922) . 这 里 pi, po, pa 是 满足 下 面 两 个 关系 式 的 任意 三 个 数 : 
Pi+p2+p3=1, p+p2+p3=1 (117.9) 


(第 一 个 由 -g= 嫉 导出, 而 第 二 个 由 (117.5) 得 到 ). 

显然 , pi,pz,p3s 三 个 数 不 可 能 都 有 相同 的 值 . 他 们 当中 有 两 个 相等 的 情况 
是 : 取 值 为 (0,0,1) 或 (-1/3,2/3,2/3). 在 其 他 任何 情况 下 pi,pz,ps 是 不 同 的 ， 
并 且 其 中 的 一 个 为 负 , 而 另外 两 个 为 正 . 如 果 以 py < ps < ps 的 顺序 排列 , 那 
么 它们 的 值 将 分 别 位 于 区 间 : 
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1 和 。 骂 
-3<m<0, Smss ahsel (117.10) 


这 样 一 来 , 度 规 (117.8) 对 应 于 平 直 均匀 但 各 向 异性 的 空间 , 其 中 所 
有 的 体积 都 ( 随 着 时 间 的 增加 ) 正比 于 t 增 长 , 并且 沿 两 个 轴 (y, z) 的 线性 距 
离 增加 , 而 沿 一 个 轴 (z) 的 线性 距离 减 小 . 时 刻 t=0 是 解 的 奇 点 ; 在 该 点 度 
规 有 奇异 性 , 这 个 奇异 性 通过 任何 参考 系 变换 都 无 法 消除 , 并 且 四 维 曲 率 张 
量 的 不 变量 趋 于 无 穷 大 . 只 有 pi = pz = 0,ps = 1 的 情况 是 个 例外 ,这 时 我 们 
只 不 过 是 在 和 平 直 时 空 打 交道 ; 度 规 (117.8) 经 过 变换 tsinhz =C,tcoshz= 二 7 
化 为 伽利略 度 规 吕 . 

度 规 (117.8) 是 真空 中 爱 因 斯 坦 方程 的 严格 解 . 而 在 奇 点 附近 , 在 上 很 小 
的 时 候 , 它 也 是 物质 在 空间 中 均匀 分 布 情 况 的 近似 解 (精度 到 1/t 阶 ) . 物 
质 密度 变化 的 速度 和 过 程 在 这 种 情况 下 只 取决 于 物质 在 给 定 引 力 场 中 的 运动 
方程 而 物质 对 场 的 反作用 可 以 忽略 不 计 . 在 t 一 0 时 物质 的 密度 趋向 无 穷 
大 一 一 对 应 于 奇异 性 的 物理 特征 (参考 习题 3) . 


习 题 


1. 在 矩阵 和 六 具有 一 个 实数 (p3) 和 两 个 复数 (pl 三 丸 士 ip") 主 值 的 情 
况 下 , 求 方程 (117.6) 的 解 . 

解 : 在 这 种 情况 下 , 所 有 的 量 都 依赖 于 变量 z0, 后 者 应 该 具有 类 空 的 特 
征 ; 我 们 将 其 表示 为 70 =zZ. 所 以 ,在 (117.1) 中 现在 应 该 有 goo = 一 1. 方程 
(117.2) 和 (117.3) 无 变化 . 

在 (117.7) 中 和 拓 量 m(U,m(2) 成 为 复 失 量 :mG2 = (m' 士 im)/V3， 其 中 
n,n 为 单位 矢量 . 沿 n,n' ,nl3) 的 方向 选取 坐标 轴 zl,z2,z3, 我 们 得 到 下 列 
形式 的 解 


一 g11 = g22 = IT2P cos (2p" jn =) ， gl12 = 一 T2pP sin (2 jn 一 ) 
Q 
ga3 一 一 T2ps， 一 5 一 一 8oolgap| = 7’, 


其 中 a 为 常数 (无 法 在 只 对 工 轴 作 标 度 变换 、 同 时 又 不 改变 上 述 表 达 式 中 其 
他 系数 的 情况 下 消除 a) . pi, pz, pa 三 个 数 照旧 满足 关系 式 (117.9), 并 且 实 


@ (117.8) 的 参数 为 类 空 的 情况 下 也 存在 同样 类 型 的 解 ; 此 时 我 们 只 需 适 当地 改变 其 中 的 

符号 , 例如 : 
ds2 = x2P1ldt? 一 dz2 — 2272dy? 一 了 2p3dz2. 

但 是 在 这 种 情况 下 , 同时 还 存在 另 一 种 类 型 的 解 , 这 时 方程 (117.6) 中 的 矩阵 A& 有 复数 主 值 或 
相同 的 主 值 (参考 习题 1 和 2) . 在 类 时 参数 t 的 情况 下 这 些 解 是 不 可 能 存在 的 , 因为 其 中 的 行 
列 式 g 不 满足 必要 条 件 g < 0. 

我 们 同时 给 出 相关 的 参考 文献 ， 其 中 求 得 了 真空 中 爱 因 斯 坦 方程 各 种 不 同类 型 的 严格 解 ， 
它们 与 更 多 的 参量 相关 : B. K. Harrison//Phys. Rev. 1959. V. 116. P. 1285. 
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数 pa 要 么 小 于 一 1/3, 要 么 大 于 1. 
2. 在 两 个 主 值 相 同 (pa = pa) 的 情况 下 求解 同样 的 问题 . 
解 : 我 们 知道 ,根据 线性 微分 方程 的 一 般 理 论 ,， 在 这 种 情况 下 方程 组 
(117.6) 可 以 化 为 下 列 正则 形式 : 
gll = tg, B20 = -goo， gs3a = “pg, 十 gao Q = 2,3, 
其 中 入 是 常数 . 在 和 =0 时 我 们 回 到 (117.8) . 在 入 关 0 时 可 以 设 定 X=1; 那么 
gil 一 一 Z2p1， gza 一 aaz2p2， gsa = QazT rm nz 十 baz2p2. 
从 条 件 g32 = g23 求 得 az = 0, a3 = bz. 通过 适当 选取 坐标 轴 z?,z3 的 标 度 我 
们 最 终 将 度 规 化 为 下 列 形式 : 
ds? = 一 dz2 一 Zr2pli(dz1)2 士 2r2pzdz2dz3 + wr? ln 一 (dz3)2， 
Pi,p2 可 以 具有 数值 1, 0 或 者 一 1/3,2/3. 
3. 设 物 质 均匀 分 布 在 度 规 为 (117.8) 的 空间 内 ， 求 物质 的 密度 在 奇 点 
t= 二 0 附近 随时 间 的 变化 规律 . 
解 : 忽略 物质 对 场 的 反作用 , 从 流体 力学 的 运动 方程 出 发 


: 
er bs 
pte ( 训 - 半 入 )-=- 站 -wa (1) 


这 些 方程 包含 在 方程 TS 二 0 中 (参考 本 教程 第 六 卷 8134) . 这 里 og 是 炳 密 
度 ; 在 奇 点 附近 应 该 使 用 极端 相对 论 物 态 方程 p= 二 2/3, 那么 owe3/4. 

我 们 将 (117.8) 中 的 时 间 因 子 表示 为 a 二 tn1,b==tP? ,c==tP3. 由 于 所 有 
的 量 只 依赖 于 时 间 , 而 V=E=abc, 方程 (1) 给 出 


d > dua de 
qr (obeuoe = qt + ua = 
由 此 
abcuos3/4 = const， (2) 
uaEl4 = const . (3) 


按照 (3) ， 所 有 的 协 变 分 量 uo 为 相同 阶 数 的 量 . 在 北 变 分 量 中 最 大 的 ( 当 
t 一 0 时 ) 是 她 守 Ws/c2. 在 恒等式 wiu' = 1 中 仅 保留 最 大 的 那些 项 ,从 而 得 
到 U2 之 Ua 一 (us)2/c2， 然 后 由 (2) 和 (3) 可 得 : 


1 
En a2b2’ Ua ~ Vab, 
或 者 


em~t-?2(Pitp2) 一 t~2(1—p3) Wi ev t(1—P3)/2 (4) 
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这 样 可 以 得 出 ,对 于 ps 的 所 有 的 值 , 当 t 一 0 时 < 趋向 无 穷 大 , 只 有 当 pa=1 
是 个 例外 ,一 一 与 之 对 应 的 事实 是 , 带 有 指数 (0,0,1) 的 度 规 的 奇异 性 是 虚 
假 的 . 
所 采用 的 近似 方法 的 正确 性 可 通过 估算 分 量 Tk 来 检验 ， 后 者 在 方程 

(117.2) , (117.3) 的 右边 被 忽略 掉 了 . 它们 当中 的 主 项 为 : 

TO ~ eud ~ t-0trs) Tl ~éE~mt-?2-73) 

T2 ~ Eu2t2 ~ t (lt2p2-Ps) TS3 ~ eugus ~ t-(tp3), 
实际 上 在 t 一 0 时 它们 全 都 增长 得 比方 程 左 边 慢 , 后 者 以 t7? 增长 . 
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我 们 将 以 第 及 类 均匀 空间 宇宙 模型 为 例 ,来 研究 具有 振动 特性 的 度 规 的 
时 间 奇 异性 (B. A. Benuacrni, E. M. JInhbman, H. M. XazmamakoB， 1968) . 
在 下 一 节 中 我 们 将 看 到 , 这 种 特性 具有 相当 普遍 的 意义 . 

我 们 感 兴 趣 的 是 模型 在 奇 点 (我们 选 作 时 间 原 点 上 = 0) 附近 的 表现 . 正 
如 在 $117 节 研 究 的 卡 效 涅 尔 (Kasner) 解 中 所 反映 的 那样 , 物质 的 存在 不 会 
对 模型 表现 出 的 本 质 属性 造成 影响 , 为 了 简化 研究 过 程 , 我 们 将 假设 空间 是 
空 的 . 

在 (116.3) 中 将 量 ms(t) 的 矩阵 设 定 为 对 角 的 , 将 其 对 角 元 表示 为 a2,b， 
cz2; 三 个 标 架 矢量 etbu,et2),et3) 现在 表示 为 1 rn,m. 那么 空间 度 规 可 写成 如 下 


形式 
Ta8 = Q2lale + bmamg + cnang. (118.1) 
对 于 类 型 I 的 空间 , 结构 常数 如 下 @ : 
CO 三 三 (118.2) 


(和 Cl = 0231 = O01 = 1). 
从 (116.26) 可 以 看 出 , 对 于 这 些 常 数 , 以 及 对 角 和 矩阵 ma。, 里 奇 张 量 的 
分 量 RO,) 在 同步 参考 系 中 人 恒 为 零 . 按照 (116.24) 非 对 角 分 量 Pioj(s) 同时 也 为 


@ 对 应 于 这 些 常数 的 标 架 矢量 : 


3 3 


1 三 (sinz,— cosz 了 


sin £1, 0), m= (cosIT” ,Sin 2 sin zl ,0D)， 
n= (0, cos zl,1). 
坐标 的 取 值 范围 在 区 间 0 < zl < ,0 < z? < 2r0 和 za< 和 4r 内 .空间 是 闭合 的 , 并 且 它 的 体积 
V = fi VTdzldz*dz3 = abc 于 sin ridzidz2zdz3 = 16r2abc. 


当 a=b=c 时 它 会 过 渡 到 曲率 半径 为 2a 的 恒定 正 曲 率 空间 . 
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零 . 爱 因 斯 坦 方程 的 剩余 成 分 给 出 针对 了 晴 数 a(t),65(t),c(t) 的 下 列 方程 组 : 














ee ll RL (118.3) 
a a i 
(118.4) 


的 玖 一 站 (0) _ 
( (118.3) 是 方程 组 Rj) = R(2) = Res) = 0; (118.4) 是 方程 Rio) =0) . 


在 方程 组 (118.3) ,(118.4) 中 , 对 时 间 的 导数 项 可 以 有 更 简单 的 形式 , 只 
要 引入 天数 a,b,c 的 对 数 ,8,7 来 代替 它们 : 


a=e"®, b=es, c=e), (118.5) 


而 按 下 式 用 变量 r 代替 +t 
dt = abcdr. (118.6) 


那么 : 


2a,rr = ( 妇 — c2)2 一 ad， 
208-7=(a2 一 c2)2 — bt, (118.7) 
Dy c= (a? 要 b?)? = A 


1 
5z(a 十 B+T)irr=arBr 十 aryr 十 BrTr， (118.8) 


其 中 下 标 , r 表示 对 r 微分 . 将 (118.7) 的 各 方程 相 加 , 并 用 (118.8) 替换 左边 
的 二 阶 导 数 之 和 , 我 们 得 到 


ar8B;-+ar7r 十 BTr 一 了 (at + 二 -200 20 280) (118:9) 


这 个 关系 式 只 包含 一 阶 导数 并 且 是 方程 (118.7) 的 初 积 分 . 
方程 (118.3) 和 (118.4) 无 法 用 解析 形式 严格 求解 , 但 在 奇 点 附近 可 以 
进行 详细 的 定性 研究 . 
首先 我 们 指出 , 当 方 程 (118.3) 或 (118.7) 的 右边 不 存在 时 , 方程 组 具有 
严格 解 , 在 其 中 
a~vteh b~tm, crmten, (118.10) 
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其 中 pi,pm,pn 是 通过 下 面 的 关系 式 联 系 起 来 的 数 : 
Pit+pm+pn=p+p+p> =1 (118.11) 


(类 似 于 均匀 平 直 空间 的 卡 效 涅 尔 解 (117.8) ) . 这 里 我 们 将 军 指 数 表示 为 
pi,pm,pn， 并 没有 确定 他 们 的 大 小 顺序 ; 我 们 再 次 使 用 8117 中 pi,po,ps 的 表 
示 法 ,将 这 三 个 数 按照 p| < pa < ps 的 大 小 顺序 排列 ,它们 的 取 值 范围 见 
(117.10) . 这 些 数 可 以 表示 为 下 列 参 数 形式 
Ne 1 1 

= (= Ts VBR) 
如 果 和 参数 在 vv>1l 的 全 范围 内 取 值 , 则 可 以 得 到 pi,po,pa 的 所 有 不 同 的 值 
(保持 大 小 顺序 不 变 ) . w < 1 时 同样 的 数值 范围 可 通过 下 列 替 换 得 到 : 


pi (3) = Pi1(u), p2 (3) = p3(u), ps (5) = p2(u). (118.13) 
在 图 25 中 描绘 了 pi,pz,ps 依赖 于 1/w 的 曲线 . 


pi(u) = 





我 们 假设 在 某 个 时 段 方程 (118.7) 的 右边 确实 很 小 , 使 得 它们 可 以 被 忽 
略 ,因而 有 卡 兹 涅 尔 状 态 (118.10) . 但 是 当 t 一 0 时 这 样 的 情况 不 能 无 限制 
地 持续 ,因为 在 已 指出 的 各 项 当中 总 是 存在 增长 的 项 . 如 果 负 的 窜 指 数 对 应 
函数 a(t) (pi = pi < 0), 那么 卡 兹 涅 尔 状 态 的 扰动 从 as 项 中 产生 , 剩余 的 项 
在 t 减 小 时 会 下 降 . 

在 方程 (118.7) 的 右边 仅 保留 这 些 扰动 项 , 我 们 得 到 方程 组 : 


1 
GT,T 一 ze, er 一 YT,T 一 oe (118.14) 
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这 些 方程 的 解 应 该 描述 度 规 从 “初始 ”状态 的 演化 四, 在 初始 状态 中 ,方程 的 
解 通过 选取 一 定 的 指数 (并且 p; < 0) , 用 公式 (118.10) 描述 ; 设 pi= pi,pm = 
D2, Pn = Dp3,，, 于 十 


和 


(在 下 面 得 到 的 结果 中 , 不 失 一 般 性 , 可 以 设 定 这 些 表 达 式 中 的 比例 系数 等 
于 1). 在 这 种 情况 下 abc=t,T = Int 十 const, 因此 方程 (118.14) 的 初始 条 件 
可 表示 为 下 列 形式 : 


ar 一 Di Pr=p Yr = ps 


方程 组 (118.14) 的 第 一 个 方程 具有 粒子 在 指数 形势 垒 的 场 中 的 一 维 运 
动 方程 的 形式 , 其 中 a 相当 于 坐标 . 在 这 个 类 比 中 , 初始 的 卡 效 涅 尔 状 态 对 应 
于 恒定 速度 为 ar = pi 的 自由 运动 . 从 势 垒 上 反射 后 , 粒子 将 再 次 以 符号 相 
反 的 速度 a = 一 pi 做 自由 运动 . 同时 基于 全 部 的 三 个 方程 (118.14) 可 发 现 


ar 十 月 7 = const, Ar+Yr = const, 


所 以 我 们 求 得 B+ 和 7r 取 数 值 8 = pz 十 2p1,7Y.+ = ps 十 2p1. 由 此 使 用 (118.6) 
确定 a, 8,Y, 然后 还 有 t+, 我 们 得 到 


ea ry 6-P17, BR elP2+2p1)7 BY ny elps+2p1)7 Eh e(1+2pa)7， 


即 a ~ ti,b~ tm,c~ tpn 其 中 


2|pi| 一 一 洲 
be J 

这 样 一 来 , 扰动 的 作用 导致 一 个 “ 卡 兹 涅 尔 状 态 ” 替 换 为 男 一 个 , 并且 
的 负 短 指数 从 方向 1 跳 到 方向 m: 就 是 说 如 果 过 去 pi < 0, 那么 现在 pi’ < 0. 
在 替换 的 过 程 中 函数 a( 经 过 最 大 值 , 而 b(t) 经 过 最 小 值 : 先前 减 小 的 量 b(t) 
开始 增 大 ,先前 增 大 的 量 a(t) 开始 减 小 , 而 函数 c(t) 则 持续 减 小 . 先前 增长 
的 扰动 本 身 (方程 (118.7) 中 的 a4 项 ) , 开始 下 降 和 停息 . 度 规 的 进一步 演化 
以 类 似 方式 (由 于 (118.7) 式 中 的 状 项 ) 导致 扰动 增长 , 变换 到 下 一 个 卡 效 
涅 尔 状 态 , 等 等 . 

指数 替换 规则 (118.15) 适合 于 利用 参数 化 的 方式 (118.12) 表达 : 如 果 








Pi=pPi(u), pm = p2(u), pn = pa(u), 


@ 提醒 一 下 , 我 们 研究 的 是 t 一 0 时 度 规 的 演化 ; 因此 “初始 ”条 件 对 应 着 更 晚 一 些 , 而 不 
是 更 早 一 些 的 时 间 . 


. 438 . 第 十 四 章 ”相对论 宇 宙 学 


那么 
pl =p2(u—1), pn=Pi(u—1), p= pa(u—1). (118.16) 


两 个 正 指 数 当 中 较 大 的 那 一 个 仍然 是 正 的 . 

在 卡 效 涅 尔 状态 的 更 奉 过 程 中 , 存在 着 理解 通 近 奇 点 时 度 规 演化 特征 的 
关键 . 

连续 的 更 蔡 (118.16) (这 种 更 蔡 伴 随 着 负 祝 指数 pi 在 ! 和 m 之 间 的 跳 
跃 ) 会 一 直 持 续 到 ww 的 初 值 的 整数 部 分 尚未 消失 ,w < 1 的 情况 尚未 出 现 的 时 
候 . 数值 u < 1 按照 (118.13) 可 以 变换 为 wu > 1; 在 这 个 时 刻 指数 pi 或 者 pi 
为 负 , 而 pn 成 为 两 个 正 数 当 中 较 小 的 一 个 (pn = pz) . 下 一 个 系列 的 更 替 将 
在 方向 n 和 1 之 间或 者 nn 和 m 之 间 交 换 负 短 指 数 . 在 为 任意 (无 理 数 的 ) 
初 值 时 , 更 替 过 程 会 无 限 持续 下 去 . 

在 对 方程 严格 求解 的 时 候 , 指数 pi, pa, pa 当然 会 失掉 目 己 的 严格 含义 . 
我 们 指出 , 这 个 状况 会 给 这 些 数 (以 及 同 它 们 相关 的 参数 v) 的 确定 带 入 某 
种 “模糊 性 ”, 尽管 这 种 模糊 性 很 小 , 却 会 使 得 对 某 种 方式 挑选 出 的 (例如 ， 
有 理 数 的 ) 数值 v 的 研究 失去 意义 . 正 因 为 如 此 , 只 有 在 任意 的 、 无 理 数 的 
这 种 普遍 情况 下 的 规律 性 才 具 有 现实 意义 . 

这 样 一 来 , 模型 朝向 奇 点 的 演化 过 程 由 连续 的 振荡 系列 构成 , 在 每 一 个 
振荡 系列 中 沿 着 两 个 空间 轴 方 向 上 的 距离 在 振动 , 而 沿 着 第 三 个 轴 的 距离 单 
调 减 小 ; 体积 按照 近似 于 ~ 上 的 规律 减 小 . 在 从 一 个 系列 变 到 下 一 个 系列 时 ， 
距离 单调 下 降 的 方向 会 从 一 个 轴 更 蔡 到 另 一 个 轴 . 这 些 更 替 的 顺序 渐 近 地 有 具 
有 随机 过 程 的 特征 . 连续 的 振动 系列 的 长 度 (就 是 说 , 每 一 个 系列 的 “ 卡 效 涅 
尔 时 代 ” 数 ) @@ 的 交替 顺序 也 会 有 随机 性 质 . 

连续 的 振动 系列 在 通 近 奇 点 的 时 候 会 变 得 稠密 . 在 世界 时 间 的 任何 一 个 
有 限时 刻 上 和 时 刻 t= 0 之 间 包 含 无 穷 多 组 振动 . 描述 这 个 演化 的 时 间 进 程 的 
自然 变量 并 不 是 时 间 t 本 身 , 而 是 它 的 对 数 Int, 沿 着 Int, 通 近 奇 点 的 整个 
过 程 被 拉 伸 至 一 oc. 

在 已 表述 的 解 中 , 我 们 从 一 开始 就 对 问题 做 了 些 简化 , 即 假定 (116.3) 
中 的 矩阵 was(t) 是 对 角 的 . 向 度 规 中 引入 非 对 角 的 分 量 wos 不 会 改变 已 描述 

@ 如 果 参 数 uv 的 “初始 " 值 为 uo = ko 十 zo (其 中 ko 为 整数 , 而 zo < 1) ,那么 第 一 个 振动 
系列 的 长 度 将 为 ko, 而 下 一 个 系列 的 & 的 “初始 " 值 将 为 wi = 1/zo = 上 十 zx1， 等 等 . 由 此 容易 


得 出 结论 , 连续 系列 的 长 度 由 单元 ko, ki, kz 给 出 , 后 者 是 将 uo 按照 下 式 分 解 成 无 穷 连 分 数 
(在 wo 为 无 理 数 的 条 件 下 ) 的 单元 


SD 
天 1 十 I 

k2 十 一 一 一 一 

Rs 十 … 


这 个 展 式 的 更 多 连续 单元 值 的 分 布 符合 统计 学 规律 . 
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的 度 规 演化 的 振动 特征 , 以 及 连续 的 卡 效 涅 尔 时 代 的 指数 pi, pm,pn 的 更 蔡 规 
律 (118.16) . 但 是 这 会 导致 出 现 附加 的 性 质 : 指数 的 更 替 伴 随 着 它们 所 对 应 
的 坐标 轴 方 向 的 改变 9. 
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已 经 指出 过 , 不 能 以 弗 里 德 曼 模型 对 描述 宇宙 现今 状态 的 适用 性 为 依 
据 , 期 望 它 同样 适合 于 描述 宇宙 演化 的 早期 阶段 . 与 此 相关 首先 会 产生 这 样 
一 个 问题 , 存在 时 间 奇 点 在 多 大 程度 上 是 宇宙 学 模型 必 有 的 一 般 性 质 , 它 和 
作为 宇宙 学 模型 基础 的 特殊 简化 假设 (首先 是 对 称 性 假设 ) 到 底 有 没有 联系 ? 
我 们 强调 , 提 到 奇 点 时 , 我 们 是 指 物理 奇 点 一 一 物质 密度 和 四 维 曲 率 张 量 的 
不 变量 趋 于 无 穷 大 之 处 . 

如 果 奇 点 的 存在 与 这 些 假 设 无 关 , 这 就 意味 着 , 它 不 仅 存在 于 爱 因 斯 坦 
方程 的 特 解 中 , 而 且 也 存在 于 通 解 中 . 对 解 的 普 适 性 的 判 据 是 看 它 包 含 的 “ 物 
理 上 任意 ”的 函数 的 数目 . 在 通 解 中 这 些 遇 数 的 数目 应 该 足够 用 来 在 任意 选 
择 的 时 刻 任意 地 给 定 初 始 条 件 (对 于 真空 , 这 个 数目 是 4; 对 于 充满 了 物质 的 
空间 , 该 数目 为 8, 参考 895® ) . 

在 整个 空间 和 全 部 时 间 内 寻求 严格 形式 的 通 解 显然 是 不 可 能 的 . 但 是 对 
于 解决 提出 的 问题 而 言 , 只 要 研究 奇异 性 附近 的 解 的 形式 就 足够 了 . 

弗 里 德 曼 解 具 有 的 奇异 性 特征 在 于 , 空间 距离 的 趋 零 按照 同样 的 规律 发 
生 在 所 有 的 方向 上 . 这 种 奇异 性 的 类 型 不 是 足够 一 般 的 : 它 本 质 上 是 仅 含 坐 
标的 三 个 任意 函数 的 一 类 解 (参考 8113 的 习题 ) . 同时 我 们 指出 , 这 些 解 只 
存在 于 填充 了 物质 的 空间 . 

在 上 一 节 中 研究 的 振动 类 型 的 奇异 性 具有 如 下 普 适 特征 一 一 存在 带 有 
这 种 奇异 性 的 爱 因 斯 坦 方程 的 解 , 且 它 包含 了 所 需 的 全 部 任意 函数 . 这 里 我 
们 简短 地 描述 构造 这 种 解 的 方法 , 而 不 深入 计算 的 细节 人 @. 

如 同 在 均匀 模型 中 那样 (8118) ,， 通 近 奇 点 的 状态 由 相互 更 替 的 “ 卡 效 
涅 尔 时 代 ” 的 连续 系列 组 成 . 在 每 个 这 样 的 时 代 的 发 展 过 程 中 ,( 在 同步 参考 
””@ 关于 这 一 点 ,以 及 该 类 型 均匀 宇宙 模型 性 质 的 其 他 细节 可 参考 B. A. Benmackait; E. M. 
ahbman, MM. M. XanarHaros//Y®H. 1970. T. 102，C. 463; Adv. in Phys. 1970. V. 19。、P. 525; 
HFT®. 1971. T. 60. ©. 1969. 

@ 但 是 我 们 随即 强调 , 对 于 爱 因 斯 坦 方程 这 样 的 非 线性 微分 方程 组 , 通 解 的 概念 不 是 单一 
的 . 原则 上 可 以 存在 多 于 一 个 的 一 般 积分 , 其 中 每 一 个 并 不 涵盖 能 想到 的 初始 条 件 的 所 有 的 多 
样 性 , 而 只 是 它 有 限 的 一 部 分 . 带 有 奇异 性 的 通 解 的 存在 不 排除 同时 存在 另 一 些 不 具有 奇异 性 
的 通 解 . 例如 , 没有 理由 怀疑 存在 这 样 的 不 带 有 奇异 性 的 通 解 , 它 描述 质量 不 太 大 的 稳定 的 孤立 
ne 它们 可 以 在 这 些 文章 中 找到 :B. A. Benuucruii, E. M, Ju 中 mn M. M, XanarHgakos/ /2DOT®. 
1972. T. 62, ©. 1606; Adv. in Phys., 1982. V. 31，P. 639. 
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系 中 ) 空间 度 规 张 量 的 主 项 (对 1/t) 具有 (118.1) 的 形式 , 并 且 包 含 来 自 
(118.10) 的 时 间 函 数 a,b,c, 但 此 时 矢量 ,m,n 是 空间 坐标 的 任意 函数 (而 不 
像 在 均匀 模型 中 那样 是 完全 确定 的 ) . 此 时 pi,pm,pn 同样 是 函数 (而 不 只 是 
数 ) , 它们 还 像 从 前 那样 通过 关系 式 (118.11) 那样 相互 关联 . 以 这 种 方式 构造 
的 度 规 在 某 个 有 限 的 时 间 段 内 满足 真空 中 的 场 方程 RN =0 和 RS = 0. 方程 
R9 =0 会 导出 三 个 关系 式 (不 包含 时 间 ), 它们 应 该 添加 到 包含 在 yas 里 的 
空间 坐标 的 任意 函数 上 . 这 些 关 系 式 将 10 个 不 同 的 函数 相互 联系 起 来 : 三 个 
矢量 ,m,n 各 自 的 三 个 分 量 和 位 于 时 间 的 指数 上 的 一 个 函数 (因为 三 个 函数 
pi,pm,pn 通过 两 个 条 件 (118.11) 相 联 系 ). 在 确定 物理 上 任意 的 函数 的 数目 
时 应 该 同时 考虑 到 , 同步 参考 系 还 允许 在 不 影响 时 间 的 前 提 下 对 三 个 空间 坐 
标 进行 任意 变换 . 因此 度 规 总 共 包 含 10 一 3 一 3 = 4 个 任意 函数 一 一 这 正 是 真 
空中 场 的 通 解 应 当 包含 的 数目 . 

从 一 个 卡 效 涅 尔 状 态 到 另 一 个 的 更 替 (就 像 在 均匀 模型 中 那样 ) 源 于 六 
个 方程 R& = 0 当中 的 三 个 里 面 存 在 这 样 一 些 项 , 它们 在 t 减 小 时 增长 得 比 
其 他 项 快 , 这 样 一 来 , 它们 起 到 破坏 卡 兹 涅 耳 状 态 的 扰动 的 作用 . 一 般 情况 
下 , 这 些 方程 与 方程 (118.14) 在 形式 上 的 区 别 仅 在 于 位 于 它们 右边 的 那些 依 
赖 于 空间 坐标 的 因子 (1.rotl/l.m x mn) (意味 着 , 三 个 指数 pi,pm,pn 当中 
为 负 值 ) @. 但 是 由 于 方程 (118.14) 是 相对 于 时 间 的 常 微分 方程 组 , 这 个 差别 
无 论 怎 样 也 不 会 影响 到 它们 的 解 以 及 由 这 个 解 得 出 的 卡 效 涅 耳 指数 (118.16) 
的 更 替 规 律 , 还 有 在 8118 节 中 叙述 的 所 有 的 更 进一步 的 推论 虽 . 

解 的 普 适 性 程度 在 引入 物质 时 不 会 降低 : 物质 连同 因 它 引入 的 全 部 4 个 
新 的 坐标 函数 一 起 被 “ 写 入 ” 度 规 , 这 4 个 新 的 坐标 函数 对 于 给 出 物质 密度 
和 三 个 速度 分 量 的 初始 分 布 是 必需 的 . 物质 的 能 量 动量 张 量 Tk 将 1/t 的 更 高 
阶 项 (高 于 主 项 ) 带 人 场 方程 中 (完全 类 似 于 §117 节 的 习题 3 中 针对 平 直 均 
匀 模 型 所 示 的 那样 ) . 

这 样 一 来 , 时 间 奇 点 的 存在 是 爱 因 斯 坦 方程 解 的 相当 普遍 的 性 质 , 并 且 
通 近 奇 点 的 状态 在 一 般 情况 下 具有 振荡 的 特征 多. 我 们 强调 , 这 个 特征 与 物 
质 的 存在 无 关 (因而 与 物质 的 物 态 方程 也 无 关 ), 而 是 空 的 时 空 所 固有 的 特 
性 . 弗 里 德 曼 解 所 固有 的 、 与 物质 的 存在 有 关 的 、 单调 各 向 同性 类 型 的 奇异 


@ 对 于 均匀 模型 , 这 个 因子 与 结构 常数 CW 的 平方 相同 并 且 按 照 定义 是 常数 . 

@ 如 果 对 解 中 的 任意 函数 加 上 一 个 附加 条 件 !.rotL= 0, 那么 振荡 会 消失 , 卡 兹 涅 耳 状 态 
将 持续 到 点 t= 0 本 身 . 然而 这 样 的 解 比 一 般 情况 下 要 求 的 少 包 含 一 个 任意 函数 . 

@ 在 爱 因 斯 坦 方程 的 通 解 中 存在 奇 点 的 事实 最 先 被 豆 罗 斯 (R. Penrose, 1965) 采用 拓扑 学 
的 方法 所 证 明 , 然而 , 这 些 方法 不 能 提供 确定 奇异 性 的 具体 解析 特征 的 可 能 性 . 这 些 方 法 的 描 
述 和 借助 于 这 些 方法 得 到 的 定理 可 参考 R. Penrose. Structure of Space-Time, W. A. Benjamin , N. 
Y., 1968. 
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性 只 具有 特殊 的 意义 . 

在 提 到 宇宙 学 意义 上 的 奇异 性 时 , 我 们 指 的 是 整个 空间 达到 的 奇 点 , 而 
不 是 空间 的 有 限 部 分 (就 像 有 限 物 体 发 生 引力 拥 缩 那样 ) 达到 的 奇 点 . 但 是 
振动 解 的 普 适 性 给 出 了 下 面 这 个 假设 的 根据 , 就 是 有 限 物 体 在 共 动 参考 系 中 
夫 缩 到 事件 视界 以 内 时 达到 的 奇异 性 也 具有 同样 的 特征 . 

我 们 一 直 说 通 近 奇 点 的 方向 就 是 时 间 减 小 的 方向 ; 但 是 鉴于 爱 因 斯 坦 方 
程 相对 于 时 间 反 演 的 对 称 性 , 那 就 可 以 同样 合理 地 沿 着 时 间 增 加 的 方向 讨论 
通 近 奇 点 的 问题 . 然而 , 实际 上 , 鉴于 未 来 和 过 去 在 物理 上 并 非 等 效 , 针对 所 
提出 问题 的 本 身 而 言 , 在 这 两 种 情况 之 间 就 存在 着 实质 性 的 差别 . 只 有 当 未 
来 的 奇异 性 在 之 前 某 个 时 刻 给 定 的 任意 初始 条 件 下 都 可 以 实现 的 情况 下 , 该 
奇异 性 才 具 有 物理 意义 . 可 以 明白 ,没有 任何 根据 能 够 说 明 , 在 宇宙 演化 过 程 
中 的 某 个 时 刻 达 到 的 物质 和 场 的 分 布 能 够 对 应 于 一 些 特殊 的 条 件 , 而 这 些 条 
件 恰 好 是 实现 爱 因 斯 坦 方程 的 某 个 特 解 所 要 求 的 . 

在 以 前 所 做 的 仅仅 基于 一 些 引 力 方程 的 研究 中 ,关于 奇异 性 的 类 型 问 
题 , 通常 未 必 能 够 给 出 唯一 涵义 的 答案 . 自然 地 想到 ， 和 现实 世界 相对 应 的 
解 的 选择 与 某 些 深刻 的 物理 条 件 有 关 , 这 些 条 件 的 建立 仅仅 基于 一 个 现存 的 
引力 理论 是 不 可 能 的 , 只 有 继续 对 物理 理论 进行 整合 才 有 可 能 揭示 这 些 条 件 . 
就 这 个 意义 而 言 , 原则 上 可 以 说 , 这 种 选择 对 应 着 某 种 特殊 的 (例如 各 向 同 
性 ) 类 型 的 奇 点 . 

最 后 , 还 有 必要 作出 如 下 评论 . 爱 因 斯 坦 方程 本 身 的 适用 范围 绝 不 会 在 
小 的 尺度 或 者 大 的 物质 密度 这 些 方面 受到 限制 , 这 是 因为 方程 在 这 样 的 极限 
下 不 会 导致 任何 内 部 矛盾 (这 与 , 例如 , 经 典 的 电动 力学 方程 不 同 ) . 在 这 个 
意义 上 , 基于 爱 因 斯 坦 方程 研究 时 空 度 规 的 奇异 性 是 完全 合理 的 . 然而 , 不 
用 怀疑 的 是 , 实际 上 在 该 范围 内 应 该 存在 重要 的 量子 现象 , 关于 后 者 , 在 目 
前 的 理论 状况 下 , 我 们 还 没有 什么 可 说 . 只 有 将 来 整合 了 引力 理论 和 量子 理 
论 以 后 , 才能 够 揭示 经 典 理论 的 结论 当中 哪些 仍然 是 有 意义 的 . 同时 毋庸 置 
疑 的 是 , 在 爱 因 斯 坦 方程 的 解 中 , 奇异 性 的 产生 (无 论 在 宇宙 学 方面 , 还 是 
有 限 物 体 的 抽 缩 ) 这 个 事实 本 身 有 着 深刻 的 物理 涵义 .不 应 忽视 之 点 还 有 , 在 
引力 圩 缩 过 程 中 那些 极 高 密度 的 获得 (在 这 种 情况 下 还 没有 根据 怀疑 经 典 引 
力 理论 的 合理 性 ), 是 以 用 来 讨论 物理 上 “奇异 ”的 现象 . 
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